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Lemme 1. Soit K un corps, P € K[X] de degré n. Montrer que P est irré-
ductible si et seulement s’il n’admet aucune racine dans les extensions L de K
telles que [L: K] <n/2.

Preuve du lemme. Supposons P irréductible, et soit L une décomposition
dans laquelle P admet une racine. Alors K C K(z) C L, et en particulier
[L: K] >n.

Inversement, supposons que P = PyP; dans K[X]. Alors un des deux po-
lynomes est de degré < n/2, ce qui implique que P posséde un facteur irré-
ductible @ de degré < n/2. Soit L un corps de rupture de @ sur K : on a
[L: K] =degQ < n/2 et P admet une racine sur L.

Théoréme 1. On pose P(X) = X* + 1. Alors P est irréductible sur Z, mais
sa réduction mod p est réductible sur ¥y, et ce pour tout p.

Preuve. Pour prouver que P est irréductible sur Z, on considére P(X +1) =
X4 +4X34+6X2+4X +1. Clairement, P(X + 1) est réductible si et seulement
si P(X) est réductible. Or, le critére d’Eisenstein pour p = 2 garantit que ce
second polyndéme est irréductible sur mathbbZ.

Traitons le cas p =2 : on a X*+ 1 = (X + 1)* (morphisme de Frobénius).

Soit enfin p premier impair. On peut écrire dans F,[X]
(X8 —1)=(X*—1)(X*+1).

En particulier, si z est une racine de X* + 1 dans une extension K de F,, on a
28 =1et 2* #1 (car 1 # —1 pour p > 2). Donc trouver une racine de (X*+1)
revient & trouver un élément d’ordre 8 dans K*.

Considérons en particulier K = .. IF;Q est un groupe cyclique (comme tout
groupe multiplicatif d'un corps) et il est d’ordre p*> —1 = (p—1)(p+1). (p—1) et
(p+1) sont deux nombres pairs consécutifs, donc ’'un deux est divisible par 4 et
leur produit est divisible par 8. Donc il existe un (unique) sous-groupe cyclique
d’ordre 8 dans F ;‘2, et il suffit de prendre un générateur pour obtenir une racine
de X* +1.



P admet donc une racine dans F,. qui est une extension de degré 2 <
deg P/2, et par le lemme préliminaire, on en déduit que P est réductible dans
F
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