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On se propose de faire quelques preuves dans 'arithmétique de Péano en
utilisant la déduction naturelle en notation linéaire.

On rappelle les axiomes de Péano (inutile pour une vraie legon, sans doute) :
A1 . V(E, Sx 7é 0
Ag :Vx,{z =0V Jy,x = Sy}
Az :Vr,y,Se=Sy=z=y
Ay :Ve,x+0=1x
As :Vz,y,z+ Sy = S(x +y)
Ag:Vz,x x0=0
A7 :Vz,y,e x Sy=xzxy+x
Recp : {F[x := 0] AVy(F[z := y] = F[z := Sy]) = VzF}

On notera I' H A pour PA, T+ A

Théoréme 1. On peut déduire Ay du schéma de récurrence uniquement.

F Ay Rec(1)(2)
(1) FO0=0Vv3Iz(0=Sz) %4
FO=0 =i
(2) FVz{x=0V3z(z=>S5z)= Sx=0VIz(Sx =5z} Vi
Fz=0V3z(x=52)= Sx=0V3Iz(Sx = Sz) —
=0V 3z(z=5%2)F Sz =0V 3z(Szx = Sz) vd
x=0V3Iz(x =Sz) F Iz(Sx = Sz) 3]
x=0V3Iz(x =852)F Sz =Sx =

On va a présent prouver la commutativité de 'addition.

Lemme 1. PAFVz(0+ 2 = x).

FV2z(0+2z==x) Rec(1)(2)
(1) FO+0=0 v, [0]
FVr,z4+0==x Ay
(2) FVy{0+y=y=0+ Sy =Sy} Vi, —i
0+y=yFO0+Sy=>Sy Ag
O+y=yFSO+y)=Sy = (3)(4)
(3) 0+y=yk Sy=29y =i
(4 04+y=yFO0+y=y ax

Lemme 2. PAFVz,y, (Sc+y=S(x+y)).



FVz,y, (Se+y=5(x+y)) Yi

FVy, (Sz4+y=S(x+y)) Rec(1)(2)
(1) FSz+0=S(x+0) Ay et =, x2
FSx =Sz ax
(2) vy, {(Sz+y=S(x+y)) = (Sz+Sy= S+ Sy))} Vi, =
Sr+y=S(x+y)F Sz+ Sy=S5(z+ Sy) As et =, X2
Se+y=S+y)FSSz+y)=5Sx+y) =, +ax
Sz +y=Sx+y)F SS(x+y)=S8Sx+vy) =;
Théoréme 2. PAFVa,y, (v +y=y+x).
FVz,y,(z+y=y+x) Rec(1)(2)
(1) FYy,(0+y=y+0) =, +A4
FVYy, 0+y=1y) lemme 1
(2) FVe,{Vy,z+y=y+z=Vy Scr+y=y+ Sz} Vi, =
Vyx+y=y+ztVy Sx+y=y+ Sx =. +45
Vyr+y=y+azkVy, Sx+y=Sy+z) =, +lemme 2

Vyr+y=y+zkVy,Sx+y=5Sy+z) =, t+azx + ax



