Théoreme de la progression arithmétique de
Dirichlet : version faible

Benjamin Hellouin

Théoréme 1. Soit n < 2. Alors il y a une infinité de nombres premiers dans
(1+nN).

Pré-requis : on admet que ®,(X) =[] r<n (1 —exp(2ikn/n)) € Z(X) et

kAn=1

la formule X" —1 =[], ®a(X).
Lemme 1. Soit ®,(X) le n-éme polynéme cyclotomique. S’il existe a € R tel
que

-p| ®u(a), et

- Vd ‘ n,p /{/de(a);
alors p=1 mod n.

Preuve. p | ®,(a) | a™ — 1, donc @" = 1 dans dans F, et w lordre de @
dans Fy divise n. Comme a* — 1 =[], ®a(a), p divise un des ®4(a) : ce n’est
possible que si d = w = n.

Donc @ est d’ordre n dans F)) et, par le théoreme de Lagrange, on an |p—1,
soit p =1 mod n.

Preuve du théoréme. Soit N > n et a = 3N! : on veut montrer qu’il existe
un nombre premier > N satisfaisant. On a alors :

|D,(a)] = H |a — exp(2ikm/n)| > H(a -1)>2
et @, (a) admet donc des facteurs premiers : soit p un de ces facteurs.

Supposons p < N, alors p | a et en particulier, p | (®,,(a)—®,,(0)) (polynéme
sans facteur constant). Donc p divise ®,(0) = £1 : absurde. Donc p > N.

Soit d un diviseur strict de n et supposons que p | ®4(a). Comme X™ — 1 =
I14 | » ®n(X), @ est une racine au moins double de X" —1 dans IF,,. C’est absurde

car X™ — 1 est premier avec sa dérivée nX" ! dans F,. En effet, on a
X" —1+n X nX" =1
et on conclut par le théoréme de Bezout.

Conclusion : VN, dp € P tel que p > N et p =1 mod n. Ceci permet de
conclure.



