Equivalent de suites récurrentes via les séries
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FGN analyse 1

Théoréme 1. Soit f : [0,c] — [0,¢|, continue en 0, admettant un DL de
la forme f(z) = z — ax® + o(x*),a > 0,a > 1. Alors la suite définie par
Unt1 = f(un) converge vers 0 et on se propose d’en donner un équivalent.

Interét : trouver l'ordre de convergence de la suite lorsque la dérivée en
0 vaut 1 (la convergence n’est pas géométrique). L’étude d’une telle suite di-
vergente est souvent facilitée par I’étude de la série téléscopique u,41 — Uy, €t
sommation des sommes partielles. On utilise une méthode semblable ici.

On a f(0) =0 et f(x) < x sur un certain intervalle [0;n[. Si ug est pris dans
cet intervalle, u,, est décroissante est minorée donc converge vers I'unique point
fixe de f dans cet intervale, 0.

Equivalent : Donnons une heuristique pour trouver la série télescopique a
considérer. On a un,4+1 — u, ~ ausy, et on peut considérer le terme de droite
comme une dérivée discréte. Par analogie avec I’équation différentielle y' =
—ay® qui s’intégre en (y'~%) = a(a — 1), on est amené & considérer la quantité

11—« 11—« . , .
Uy, 7 — U, ¢ en espérant un résultat similaire.

Commengons par un DL de f(z)!7® — a1 :

f(l‘)l_a _ ml—a — (l‘ — azx® + O(x(x))l—a _ xl—(x
xl—a [(1 _ ama—l + O(xa—l»l—a _ 1]
ala—1) + o(1).

Finalement, on obtient que la série de terme général u}zjﬁ — ul~™® n'est pas
sommable, et de signe constant & partir d’un certain rang. On peut donc sommer

les équivalents :

ubm —uy™ ~ (a—1an, soit  wu, ~ ((o — l)an)ﬁ.

Application. Considérons par exemIQ)Ie fl@)y=In(l+2) =2 - "”—22 + %3 +
o(x?). Le résultat précédent donne u,, ~ =, et on voudrait pousser un ordre plus
loin en utilisant la méme méthode.
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en sommant les équivalents v, ~ —z Inn.

Up

En considérant la suite v,, = — 5,o0n aalors vy — vy ~ =55 ~ —&, soit



Pour conclure, on a




