Théoréme de Burnside

Benjamin Hellouin

Pour ce développement, on admet que le déterminant de van der Monde est
non nul quand les \; sont distincts.

Proposition 1. Soit A € M,,(C). Les trois propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. A est nilpotente.
2. Toutes les valeurs propres de A sont nulles.
8. Vke{l...n},Tr(A*) =0.

Preuve. 1 = 2 est trivial, 2 = 1 découle immeédiatement du théoréme de
Cayley-Hamilton. 2 = 3 est immédiat en remarquant que Tr(A*) = Z?:o /\iC
ou les \; sont les valeurs propres de A, comptées avec multiplicités.

On montre 3 = 2. Si on note maintenant A; ...\, les valeurs propres non
nulles distinctes de A, de multiplicités respectives my ...m,., ’équation précé-
dente s’écrit Tr(A*) = 37 muA¥. On peut également lécrire sous la forme
suivante :

(matrice de van der Monde)

Le déterminant de la matrice est non nul en tant que déterminant de van
der Monde de A; distincts non nuls. Il s’agit donc d’un systéme de Cramer ho-
mogéne, qui admet 0 comme unique solution. Donc Vi, \; = 0.
Alternativement, on peut compter individuellement chaque valeur propre et
obtenir une matrice dont une matrice principale est la matrice ci-dessous, et
conclure par le théoréme de Rouché-Fontené (systéme d’équations linéaires)

On utilise ce résultat pour montrer le théoréme de Burnside.

Théoréme 1 (de Burnside). Soit G un sous-groupe de GL,,(C). G est fini si
et seulement si il est d’exposant fini, i.e. Ik,Vg € G, g" = 0.

Preuve. Le sens direct est une conséquence directe du théoréme de La-
grange. Pour le sens réciproque, on prend k un tel exposant et {g; ...g,} une
base de Vect(G). On pose ¢ : G — C"A — (Tr(Ag:))i<i<r. Alors Im(¢) C
{(TrAs,....,TrA,) | A1,..., A, € G} est finie.

En effet, tout A € G annule le polynome XP? — 1, scindé & racines simples.
Donc le polynéme minimal de A est scindé & racines simples, et A est diagona-
lisable. Les valeurs propres de A sont des racines de 'unité et les éléments de G



n’ont qu’un nombre fini de traces possibles.

Donc, il ne nous manque pour conclure que :
Lemme 1. ¢ est injective.
Preuve. Soient A et B € G tels que ¢(A) = ¢(B). Alors
Vie{l...r}, Tr(Ag;) = Tr(Bg;)
VX eG, Tr(A—B)X)=0
VY €@, Tr(AB™' - 1)Y)=0
VY € G, Tr(AB™YY) =Tr(Y)
En posant C = AB~! et successivement Y = I, C,C?, ..., on obtient :
Vk € N, Tr(C*) = Tr(I)
Vk e N, Tr((C —1)*) =0

(formule du bindme) Par le résultat précédent, C' — I est une matrice nilpo-
tente et diagonalisable, donc nulle.



