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La multiplication de polynémes A et B de degré n revient & calculer le pro-
duit de convolution des coefficients : (a ®@b)1<i<p = (3.} akbi—k)1<i<n, ce qui
se fait naivement en O(n?) opérations. Si au contraire on représente les poy-
nomes comme des ensembles {(z1, f(z1)) ... (Z2n, f(z2,))}, la multiplication se
fait en temps linéaire. Il faut cependant considérer le temps de passage d’une
représentation & I’autre : I’évaluation et I'interpolation. Pour simplifier, on consi-
dére que A, B et A- B ont n coefficients en ajoutant des 0, et que n est une
puissance de 2.

L’évaluation se fait en temps linéaire pour chaque point en utilisant la mé-
thode de Horn : A(x;) = ap + a1(x; + ao(x; + ...)). L’évaluation sur n points
se fait donc en temps O(n?) : pas d’amélioration sur la méthode précédente.
Cependant, on peut améliorer cette complexité en choisissant pour points
les %" . On dit que le vecteur y = (A(xk))1<k<n est la transformée de Fourier
discrete de a = (ag) et on note y = TFD(a).

Pour calculer la transformée en temps sous-quadratique, on remarque que
A(x) = Ap(2?) + x - A1(x?) ott on note

Ao(z) = ap + agx + - -+ + agpa® + ... (coefficients pairs)
Ai(z) =ay +azx + -+ + agpp12¥ + ... (coefficients impairs)

qui sont de degré n/2. Il suffit donc d’évaluer les polynémes Ay et A; en les
points e™"" et d’en déduire Pévaluation de A. Or il s’agit exactement des n/2-
iémes racines de 'unité, chacune présentée deux fois. Autrement dit, si on note

C(n) le cout d’évaluer un polynome de degré n en les n racines n-iémes de
Punité, on a C(n) = 2C(n/2) + f(n) avec f(n) = O(n) et C(1) = O(1), soit

logn

C(n) = Z 2k f(n/2%) = O(nlogn).

k=0

Cette méthode s’appelle transformée de Fourier rapide.

Etudions & présent le probléme inverse : 4 partir des (yy,), retrouver le vecteur
(a) tel que A(e*+™) = yj. On remarque que la transformée de Fourier discréte



s’exprime sous la forme
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avec w, = e-n". On remarque que cette matrice (que ’on note TFD) est inver-
sible (matrice de Van der Monde, éléments distincts), et I'interpolation consiste
donc a calculer a = TFD™'y. Or TFD™! = LV DM(w,"') : en effet, on a

(I)j5 = S0 gwh™9) jn = 321 wkd' (wikd /n). Par conséquent, Iinterpola-
tion se fait en temps O(nlogn) en utilisant Palgorithme précédent avec w,, ! et
en divisant le résultat par n.



