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Comment résoudre un problème

▶ Modéliser le problème sous forme d’outils informatiques

▶ Conception des algorithmes :
▶ Reconnaitre l’algorithme déjà existant qui s’applique
▶ Inventer de nouveaux algorithmes

▶ Analyse :
▶ Comprendre ce que retourne l’algorithme
▶ Comprendre la rapidité de l’algorithme
▶ Comprendre la qualité de la solution retournée de l’algorithme



Termes abordés

▶ Outils informatiques :

1. listes, tableaux, ...
2. les graphes, les arbres

▶ Méthodes d’algorithmes :

1. Les algorithmes gloutons et la programmation dynamique
2. Algorithmes d’approximation
3. Algorithmes probabilistes.
4. Algorithmes Online.

Evaluation : un contrôle continu, un projet et un examen final.



Références du cours

1. Algorithm Design, Jon Kleinberg, Eva Tardos,
Addison-Wesley, 2006.

2. The Algorithm Design Manual, Steven Skiena,
Springer 2014.



Plan
Les graphes : un outil pour la modélisation

Terminologie sur les graphes

Les graphes classiques
Les graphes planaires
Graphes bipartis
Les graphes complets
Les arbres
Structure de graphes

Représentation des graphes
Matrice d’adjacences
Liste de successeurs

Affectation d’étudiants dans les hôpitaux
Description & Formalisation
Quel type d’objects il faut calculer ?
Extension : et si les acteurs avaient des préférences

Conclusion



Les graphes : un outil pour modéliser les relations entre
entités

Un graphe est donné par une paire G = (V ,E ), où :
▶ V est un ensemble de sommets (entités)

▶ E ⊂ V × V est un ensemble d’arêtes u, v avec u, v ∈ V .
(relations entre entités)
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Exemple : Applications des graphes

Beaucoup de problèmes se modélisent par des objets et des
relations entre objets.

Graphes d’événements Réseaux de transport Réseaux sociaux
/Workflows
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source : https ://www.chegg.com/ source : https ://www.ratp.fr source : https ://news.mit.edu



Exemple : Applications des graphes

Graphes de connaissances Réseaux de Réseaux
connaissances communication de citations

source : https ://www.wikidata.com/ source : projet CADAI source : https ://rflow.ai/

Autres exemples : Molécules, graphes de code, formes 3D, . . .



Observation : Les graphes du monde réel peuvent être
massifs

▶ Réseaux sociaux : des milliards de nœuds représentant des
individus, avec des modèles d’interaction complexes et
évolutifs (ex. : Facebook, Twitter).

▶ Réseaux de communication : une infrastructure composée de
milliards d’appareils (smartphones, routeurs, serveurs)
interconnectés via des appels, des messages ou des échanges
de données.

▶ Connectivité cérébrale : des réseaux représentant le câblage du
cerveau humain, avec environ 1011 neurones et 1014 synapses,
modélisant la connectivité fonctionnelle ou structurelle.



Définition

Un graphe G = (V ,E ) est constitué de :

▶ V : Ensemble de sommets (nœuds)

▶ E ⊆ V × V : Ensemble d’arêtes

Un exemple :

▶ V = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
▶ E =
{{0, 1}, {3, 4}, {5, 1}, {6, 3}, {6, 4}}

0 1

2

3 4

5

6



Comment définir un graphe ?

▶ Comment construire un graphe :
▶ Les nœuds représentent des entités (ex. : stations, utilisateurs,

atomes)
▶ Les arêtes représentent des relations

▶ Exemple : Représentation d’un réseau de transport

▶ Nœuds : Stations

▶ Arêtes : Connexions physiques entre
les stations

▶ Poids des arêtes : Temps de trajet,
distance, ou coût de correspondance
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Marne-la-Vallée

Boissy-Saint-Léger

Pontoise

Poissy
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Saint-Lazare

Tournan

Pont
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Graphes non orientés versus graphes orientés

Graphe non orienté

▶ Les arêtes n’ont pas de
direction

▶ (u, v) ≡ (v , u)

A

B

C

Exemples :

▶ Réseaux d’amitié

▶ Co-auteurs

▶ Interactions protéiques

Graphe orienté (Digraphe)

▶ Les arêtes ont une direction

▶ (u, v) ̸= (v , u)

A

B

C

Exemples :

▶ Historiques d’appels
téléphoniques

▶ Abonnés sur les médias
sociaux

▶ Liens entre les pages Web

▶ Flux de trafic



Plan
Les graphes : un outil pour la modélisation

Terminologie sur les graphes

Les graphes classiques
Les graphes planaires
Graphes bipartis
Les graphes complets
Les arbres
Structure de graphes

Représentation des graphes
Matrice d’adjacences
Liste de successeurs

Affectation d’étudiants dans les hôpitaux
Description & Formalisation
Quel type d’objects il faut calculer ?
Extension : et si les acteurs avaient des préférences

Conclusion



Vocubulaire

▶ u et v sont dits voisins s’il y a une arête entre u et v .

▶ Le degré de u est le nombre de voisins de u.

▶ Un sommet de degré 0 est dit isolé : il n’est relié à aucun
autre sommet.

▶ Remarque : (sauf autre convention explicite)
▶ Les boucles ne sont pas autorisées.
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Vocabulaire : chemins et cycles

▶ Un chemin du sommet s vers le sommet t est une suite
e0, e1, · · · , en de sommets telle que

e0 = s, en = t, (ei−1, ei ) ∈ E , pour tout 1 ≤ i ≤ n.

▶ n est appelé la longueur du chemin,
▶ on dit que t est joignable à partir de s.
▶ Le chemin est dit simple si les ei sont distincts deux-à-deux.

▶ Un cycle est un chemin de longueur non-nulle avec e0 = en.

▶ s est dit à distance n de t s’il existe un chemin de longueur n
entre s et t, mais aucun chemin de longueur inférieure.
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Exemple sur les notions : chemins et de cycles

▶ Un chemin de 3 à 0 = {3, 7, 6, 5, 2, 0}
▶ Un cycle = {7, 4, 2, 5, 6, 7}
▶ Un chemin de 3 à 0 = {3, 7, 4, 2, 8, 1, 2, 0}

ou {3, 7, 4, 2, 0}

,

00

123 4

567 8

9
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Exemple sur les notions : chemins et de cycles

▶ Un chemin de 3 à 0 = {3, 7, 6, 5, 2, 0}
▶ Un cycle = {7, 4, 2, 5, 6, 7}
▶ Un chemin de 3 à 0 = {3, 7, 4, 2, 8, 1, 2, 0} ou {3, 7, 4, 2, 0},
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Exemples de problèmes typiques

D E F G HCBA

D E F G HCBA
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Funiculaire de
Montmartre

Tarification spéciale

                RER: au delà de cette limite,
en direction de la banlieue,
la tarification dépend de la distance. 
Les tickets t+ ne sont pas valables.

Légende

Pôle d’échange multimodal,
métro, RER, tramway

Correspondances

Fin de lignes
en correspondance

Meudon
sur-Seine

Parc
de St-Cloud

Les Coteaux

Les Milons

Suresnes
Longchamp

Belvédère

Puteaux

Musée
de Sèvres

Brimborion

Les
Moulineaux

Hôtel de Ville
de La Courneuve

Hôpital
Delafontaine Cosmonautes

La Courneuve
6 Routes

Cimetière
de St-Denis

Marché
de St-Denis

Basilique de
St-Denis

Théâtre
Gérard Philipe

Hôtel de Ville
de Bobigny

La Ferme

Libération

Escadrille Normandie–Niémen

Auguste Delaune

Pont
de Bondy

Petit
Noisy

Jean Rostand

Gaston Roulaud

Hôpital Avicenne

La Courneuve–8 Mai 1945

Maurice Lachâtre

Danton

Stade Géo André

Drancy–Avenir

Jacques-Henri
Lartigue

Poterne
des Peupliers

Stade
Charléty

Montsouris

Jean
Moulin

DidotBrancion

Desnouettes

Georges
Brassens

Henri
Farman

Suzanne
Lenglen

Porte
d’Issy

Colonel
Fabien

Stade de France
Saint-Denis

Saint-Denis
Porte de Paris

Basilique
de St-Denis

Porte
de Saint-Ouen

Lamarck
Caulaincourt

Jules
Joffrin

Saint-Denis

Guy
Môquet

Porte de Clichy

Châtelet
Les Halles

Stalingrad

Marcadet
Poissonniers

Hôtel de Ville

Arts et
Métiers

Château
Rouge

Strasbourg
Saint-Denis

Saint-Mandé

Maisons-Alfort
Alfortville

Hoche

Marx
Dormoy

La Courneuve
Aubervilliers

Le Bourget

Parc
des Expositions

Jaurès

Place
des FêtesBelleville

Jourdain Télégraphe

Ourcq Porte
de Pantin

Jacques
Bonsergent Saint-Fargeau

Pelleport

Porte
de Bagnolet

Danube

Botzaris
Buttes

Chaumont

République

Parmentier

Sèvres
Babylone

Richelieu
Drouot

Palais Royal
Musée du

Louvre

Réaumur
Sébastopol

Raspail

Pyramides

Montparnasse
Bienvenüe

Mabillon

Cluny
La Sorbonne

Malakoff
Rue Étienne Dolet

Chaussée
d’Antin

La Fayette

Bonne
Nouvelle

Grands
Boulevards

Bourse  Sentier

Barbès
Rochechouart La Chapelle

Pigalle

Poissonnière

Liège

Notre-Dame
de-Lorette

Saint-Georges

Abbesses

Anvers

La Fourche

Place
de Clichy

Pereire–Levallois Blanche

Villiers

Opéra

Auber

Havre
Caumartin

Trinité
d’Estienne

d’Orves

Franklin
D. Roosevelt

Neuilly–Porte Maillot

Avenue Foch

Bir-Hakeim

Invalides

Pasteur

Pont
de l’Alma

Javel
André
Citroën

Javel

Michel
Ange

Molitor

La Muette

Michel
Ange

Auteuil

Boulainvilliers
Champ de Mars
Tour Eiffel

Champs
Élysées

Clemenceau

Trocadéro
Avenue

Henri Martin

Avenue
du Pdt Kennedy

Commerce

Félix Faure

Rue
de la Pompe Iéna

Ranelagh

Jasmin

Exelmans

Chardon
Lagache

Église
d’Auteuil

Duroc

La Motte
Picquet
Grenelle

Assemblée Nationale

Varenne

St-Michel
Notre-DameSolférino

Musée d’Orsay

Concorde Les Halles

Jussieu

Odéon

Étienne
Marcel

Vavin

Saint
Germain
des-Prés

Saint-Sulpice

St-Placide

Place
Monge

Pont Neuf
Tuileries

Notre-Dame
des-Champs

Luxembourg

Port-Royal

Louvre
Rivoli

St-Michel

Bastille

Daumesnil

Reuilly–Diderot

Père
Lachaise

Oberkampf

Quai de
la Rapée

Saint
Marcel Bercy

Filles
du Calvaire

Chemin Vert

St-Sébastien
Froissart

Rue
des Boulets

Charonne

Sèvres
Lecourbe

Cambronne

Pont Marie

Sully
Morland

Philippe
Auguste

Alexandre
Dumas

Avron

Voltaire

Quatre Septembre

Saint-Ambroise

Rue
Saint-Maur

Porte de
Vincennes

Vincennes

Maraîchers

Porte de Montreuil

Robespierre

Croix de Chavaux

Buzenval

Pyrénées

Laumière

Château
d’Eau

Porte Dorée

Porte de Charenton

Ivry
sur-Seine

Porte
de Choisy

Porte
d’Italie Porte

d’Ivry

Créteil–Université

Créteil–L’Échat

Maisons-Alfort
Les Juilliottes

Maisons-Alfort–Stade

Denfert
Rochereau

Maison
Blanche

Censier
Daubenton

Tolbiac

Le Kremlin
Bicêtre

Villejuif
Léo Lagrange

Villejuif
Paul Vaillant-Couturier

Glacière

Corvisart

Nationale

Chevaleret

Cité
Universitaire

Gentilly

Orly
OuestAntony

Malakoff
Plateau de Vanves

Mouton
Duvernet

Gaîté

Edgar
Quinet

Bd Victor

Issy

Meudon–Val-Fleury

Chaville–Vélizy

Porte
de St-Cloud

Pantin

Magenta

Laplace
Vitry
sur-Seine

Les Ardoines

Le Vert
de Maisons

Saint-Ouen

Les Agnettes

Gabriel Péri

Les Grésillons

Ledru-Rollin

Ménilmontant

Couronnes

Montgallet

Michel Bizot

Charenton–Écoles

Liberté

Faidherbe
Chaligny

École Vétérinaire
de Maisons-Alfort

St-Paul

Maubert
Mutualité

Cardinal
Lemoine

Temple

Château
Landon

Bolivar

Église de Pantin

Bobigny–Pantin
Raymond Queneau

Riquet

Crimée

Corentin Cariou

Porte de la Villette

Aubervilliers–Pantin
Quatre Chemins

Fort
d’Aubervilliers

Les
Gobelins

Campo
Formio

Quai
de la Gare

Cour
St-Émilion

Pierre et Marie
Curie

Dugommier

Bel-Air

Picpus

Saint-Jacques

Dupleix

Passy

Alésia

Pernety

Plaisance

Porte de Vanves

Convention

Vaugirard

Porte de Versailles

Corentin Celton

Volontaires

Falguière

Lourmel

Boucicaut

Ségur

Rue
du Bac

Rennes

Saint
François
Xavier

Vaneau

École
Militaire

La Tour
Maubourg

Avenue
Émile Zola

Charles
Michels

Mirabeau
Porte

d’Auteuil
Boulogne

Jean Jaurès

Billancourt

Marcel Sembat

Cité

Alma
Marceau

Boissière

Kléber
George V

Argentine

Victor Hugo

Les Sablons

Porte Maillot

Pont de Neuilly

Esplanade
de La Défense

Saint-Philippe
du-Roule

Miromesnil

Saint-Augustin

Courcelles

Ternes

Monceau

Rome
Malesherbes

Wagram

Porte de Champerret

Anatole France
Louise Michel

Europe

Le Peletier

Cadet

Pereire

Brochant

Mairie
de Clichy

Garibaldi

Mairie de Saint-Ouen

Carrefour
Pleyel

Simplon

Bérault

Richard
Lenoir

Goncourt

Bréguet
Sabin

Rambuteau

La Plaine
Stade de France

Arcueil–Cachan

Bourg-la-Reine

Bagneux

Madeleine

Bibliothèque
Fr. Mitterrand

Issy
Val de Seine

Orly

Porte
de Clignancourt

Gare
de Saint-Denis

Orry-la-Ville–Coye

Gare
de l’Est

Gare
de Lyon

Saint-Denis–Université

Porte
de la Chapelle

La Courneuve
8 Mai 1945

Aéroport
Charles de Gaulle

Mitry–Claye

Bobigny
Pablo Picasso

Pré
St-Gervais Mairie des Lilas

Mairie
de Montreuil

Gallieni

Louis
Blanc

Porte des Lilas

Gambetta

Gare du Nord

Charles
de Gaulle

Étoile

Pont de Levallois
Bécon

Porte
Dauphine

St-Germain
en-Laye La Défense

Boulogne
Pont de St-Cloud

Châtelet

Gare
d’Austerlitz

Nation

Château
de Vincennes

Créteil–Préfecture

Olympiades

Mairie d’Ivry

Malesherbes Melun

Massy–Palaiseau
Versailles–ChantiersRobinson

Dourdan
Saint-Martin-d’Étampes

Saint-Rémy
lès-Chevreuse

Place
d’Italie

Villejuif–Louis Aragon

Orly
Sud

Mairie d’Issy

Châtillon–Montrouge

Pont
de Sèvres

Gare Saint-Lazare

Gare
Montparnasse

Chelles
Gournay

Noisy-le-Sec

Haussmann
Saint-Lazare

Asnières–Gennevilliers
Les Courtilles

Saint-Quentin-en-Yvelines

Porte
d’Orléans

Balard

Versailles–Rive Gauche

Marne-la-Vallée

Boissy-Saint-Léger

Pontoise

Poissy

Cergy

Saint-Lazare

Tournan

Pont
du Garigliano

Créteil
Pointe du Lac

Parc des Expositions

CDG

Château de Versailles

Grande Arche

Parcs Disneyland

Paris
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1. Quel est le plus court chemin (en distance ou en temps) pour
se rendre d’une ville à une autre ?

2. Comment organiser un planning de taches ?

3. Peut-on mettre une rue en sens unique sans rendre impossible
la circulation en ville ?

4. Comment organiser une tournée d’un voyageur de commerce.



Rappel : Représentation d’un réseau de transport

▶ Nœuds : Stations

▶ Arêtes : Connexions physiques
entre les stations

▶ Poids des arêtes : Temps de
trajet, distance, ou coût de
correspondance

Considérations sur le calcul d’itinéraire :

▶ Est-ce que je peux atteindre une
station ?

▶ Si oui, comment puis-je minimiser
le temps de transport ?

D E F G HCBA

D E F G HCBA
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Funiculaire de
Montmartre

Tarification spéciale

                RER: au delà de cette limite,
en direction de la banlieue,
la tarification dépend de la distance. 
Les tickets t+ ne sont pas valables.

Légende

Pôle d’échange multimodal,
métro, RER, tramway

Correspondances

Fin de lignes
en correspondance

Meudon
sur-Seine

Parc
de St-Cloud

Les Coteaux

Les Milons

Suresnes
Longchamp

Belvédère

Puteaux

Musée
de Sèvres

Brimborion

Les
Moulineaux

Hôtel de Ville
de La Courneuve

Hôpital
Delafontaine Cosmonautes

La Courneuve
6 Routes

Cimetière
de St-Denis

Marché
de St-Denis

Basilique de
St-Denis

Théâtre
Gérard Philipe

Hôtel de Ville
de Bobigny

La Ferme

Libération

Escadrille Normandie–Niémen

Auguste Delaune

Pont
de Bondy

Petit
Noisy

Jean Rostand

Gaston Roulaud

Hôpital Avicenne

La Courneuve–8 Mai 1945

Maurice Lachâtre

Danton

Stade Géo André

Drancy–Avenir

Jacques-Henri
Lartigue

Poterne
des Peupliers

Stade
Charléty

Montsouris

Jean
Moulin

DidotBrancion

Desnouettes

Georges
Brassens

Henri
Farman

Suzanne
Lenglen

Porte
d’Issy

Colonel
Fabien

Stade de France
Saint-Denis

Saint-Denis
Porte de Paris

Basilique
de St-Denis

Porte
de Saint-Ouen

Lamarck
Caulaincourt

Jules
Joffrin

Saint-Denis

Guy
Môquet

Porte de Clichy

Châtelet
Les Halles

Stalingrad

Marcadet
Poissonniers

Hôtel de Ville

Arts et
Métiers

Château
Rouge

Strasbourg
Saint-Denis

Saint-Mandé

Maisons-Alfort
Alfortville

Hoche

Marx
Dormoy

La Courneuve
Aubervilliers

Le Bourget

Parc
des Expositions

Jaurès

Place
des FêtesBelleville

Jourdain Télégraphe

Ourcq Porte
de Pantin

Jacques
Bonsergent Saint-Fargeau

Pelleport

Porte
de Bagnolet

Danube

Botzaris
Buttes

Chaumont

République

Parmentier

Sèvres
Babylone

Richelieu
Drouot

Palais Royal
Musée du

Louvre

Réaumur
Sébastopol

Raspail

Pyramides

Montparnasse
Bienvenüe

Mabillon

Cluny
La Sorbonne

Malakoff
Rue Étienne Dolet

Chaussée
d’Antin

La Fayette

Bonne
Nouvelle

Grands
Boulevards

Bourse  Sentier

Barbès
Rochechouart La Chapelle

Pigalle

Poissonnière

Liège

Notre-Dame
de-Lorette

Saint-Georges

Abbesses

Anvers

La Fourche

Place
de Clichy

Pereire–Levallois Blanche

Villiers

Opéra

Auber

Havre
Caumartin

Trinité
d’Estienne

d’Orves

Franklin
D. Roosevelt

Neuilly–Porte Maillot

Avenue Foch

Bir-Hakeim

Invalides

Pasteur

Pont
de l’Alma

Javel
André
Citroën

Javel

Michel
Ange

Molitor

La Muette

Michel
Ange

Auteuil

Boulainvilliers
Champ de Mars
Tour Eiffel

Champs
Élysées

Clemenceau

Trocadéro
Avenue

Henri Martin

Avenue
du Pdt Kennedy

Commerce

Félix Faure

Rue
de la Pompe Iéna

Ranelagh

Jasmin

Exelmans

Chardon
Lagache

Église
d’Auteuil

Duroc

La Motte
Picquet
Grenelle

Assemblée Nationale

Varenne

St-Michel
Notre-DameSolférino

Musée d’Orsay

Concorde Les Halles

Jussieu

Odéon

Étienne
Marcel

Vavin

Saint
Germain
des-Prés

Saint-Sulpice

St-Placide

Place
Monge

Pont Neuf
Tuileries

Notre-Dame
des-Champs

Luxembourg

Port-Royal

Louvre
Rivoli

St-Michel

Bastille

Daumesnil

Reuilly–Diderot

Père
Lachaise

Oberkampf

Quai de
la Rapée

Saint
Marcel Bercy

Filles
du Calvaire

Chemin Vert

St-Sébastien
Froissart

Rue
des Boulets

Charonne

Sèvres
Lecourbe

Cambronne

Pont Marie

Sully
Morland

Philippe
Auguste

Alexandre
Dumas

Avron

Voltaire

Quatre Septembre

Saint-Ambroise

Rue
Saint-Maur

Porte de
Vincennes

Vincennes

Maraîchers

Porte de Montreuil

Robespierre

Croix de Chavaux

Buzenval

Pyrénées

Laumière

Château
d’Eau

Porte Dorée

Porte de Charenton

Ivry
sur-Seine

Porte
de Choisy

Porte
d’Italie Porte

d’Ivry

Créteil–Université

Créteil–L’Échat

Maisons-Alfort
Les Juilliottes

Maisons-Alfort–Stade

Denfert
Rochereau

Maison
Blanche

Censier
Daubenton

Tolbiac

Le Kremlin
Bicêtre

Villejuif
Léo Lagrange

Villejuif
Paul Vaillant-Couturier

Glacière

Corvisart

Nationale

Chevaleret

Cité
Universitaire

Gentilly

Orly
OuestAntony

Malakoff
Plateau de Vanves

Mouton
Duvernet

Gaîté

Edgar
Quinet

Bd Victor

Issy

Meudon–Val-Fleury

Chaville–Vélizy

Porte
de St-Cloud

Pantin

Magenta

Laplace
Vitry
sur-Seine

Les Ardoines

Le Vert
de Maisons

Saint-Ouen

Les Agnettes

Gabriel Péri

Les Grésillons

Ledru-Rollin

Ménilmontant

Couronnes

Montgallet

Michel Bizot

Charenton–Écoles

Liberté

Faidherbe
Chaligny

École Vétérinaire
de Maisons-Alfort

St-Paul

Maubert
Mutualité

Cardinal
Lemoine

Temple

Château
Landon

Bolivar

Église de Pantin

Bobigny–Pantin
Raymond Queneau

Riquet

Crimée

Corentin Cariou

Porte de la Villette

Aubervilliers–Pantin
Quatre Chemins

Fort
d’Aubervilliers

Les
Gobelins

Campo
Formio

Quai
de la Gare

Cour
St-Émilion

Pierre et Marie
Curie

Dugommier

Bel-Air

Picpus

Saint-Jacques

Dupleix

Passy

Alésia

Pernety

Plaisance

Porte de Vanves

Convention

Vaugirard

Porte de Versailles

Corentin Celton

Volontaires

Falguière

Lourmel

Boucicaut

Ségur

Rue
du Bac

Rennes

Saint
François
Xavier

Vaneau

École
Militaire

La Tour
Maubourg

Avenue
Émile Zola

Charles
Michels

Mirabeau
Porte

d’Auteuil
Boulogne

Jean Jaurès

Billancourt

Marcel Sembat

Cité

Alma
Marceau

Boissière

Kléber
George V

Argentine

Victor Hugo

Les Sablons

Porte Maillot

Pont de Neuilly

Esplanade
de La Défense

Saint-Philippe
du-Roule

Miromesnil

Saint-Augustin

Courcelles

Ternes

Monceau

Rome
Malesherbes

Wagram

Porte de Champerret

Anatole France
Louise Michel

Europe

Le Peletier

Cadet

Pereire

Brochant

Mairie
de Clichy

Garibaldi

Mairie de Saint-Ouen

Carrefour
Pleyel

Simplon

Bérault

Richard
Lenoir

Goncourt

Bréguet
Sabin

Rambuteau

La Plaine
Stade de France

Arcueil–Cachan

Bourg-la-Reine

Bagneux

Madeleine

Bibliothèque
Fr. Mitterrand

Issy
Val de Seine

Orly

Porte
de Clignancourt

Gare
de Saint-Denis

Orry-la-Ville–Coye

Gare
de l’Est

Gare
de Lyon

Saint-Denis–Université

Porte
de la Chapelle

La Courneuve
8 Mai 1945

Aéroport
Charles de Gaulle

Mitry–Claye

Bobigny
Pablo Picasso

Pré
St-Gervais Mairie des Lilas

Mairie
de Montreuil

Gallieni

Louis
Blanc

Porte des Lilas

Gambetta

Gare du Nord

Charles
de Gaulle

Étoile

Pont de Levallois
Bécon

Porte
Dauphine

St-Germain
en-Laye La Défense

Boulogne
Pont de St-Cloud

Châtelet

Gare
d’Austerlitz

Nation

Château
de Vincennes

Créteil–Préfecture

Olympiades

Mairie d’Ivry

Malesherbes Melun

Massy–Palaiseau
Versailles–ChantiersRobinson

Dourdan
Saint-Martin-d’Étampes

Saint-Rémy
lès-Chevreuse

Place
d’Italie

Villejuif–Louis Aragon

Orly
Sud

Mairie d’Issy

Châtillon–Montrouge

Pont
de Sèvres

Gare Saint-Lazare

Gare
Montparnasse

Chelles
Gournay

Noisy-le-Sec

Haussmann
Saint-Lazare

Asnières–Gennevilliers
Les Courtilles

Saint-Quentin-en-Yvelines

Porte
d’Orléans

Balard

Versailles–Rive Gauche

Marne-la-Vallée

Boissy-Saint-Léger

Pontoise

Poissy

Cergy

Saint-Lazare

Tournan

Pont
du Garigliano

Créteil
Pointe du Lac

Parc des Expositions

CDG

Château de Versailles

Grande Arche

Parcs Disneyland

Paris
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Rappel : Représentation d’un réseau de transport

▶ Nœuds : Stations

▶ Arêtes : Connexions physiques
entre les stations

▶ Poids des arêtes : Temps de
trajet, distance, ou coût de
correspondance

Considérations sur le calcul d’itinéraire :

▶ Est-ce que je peux atteindre une
station ?

▶ Si oui, comment puis-je minimiser
le temps de transport ?

D E F G HCBA

D E F G HCBA

4

3

2

1

5

6

7

8

4

3

2

1

5

6

7

8

Funiculaire de
Montmartre

Tarification spéciale

                RER: au delà de cette limite,
en direction de la banlieue,
la tarification dépend de la distance. 
Les tickets t+ ne sont pas valables.

Légende

Pôle d’échange multimodal,
métro, RER, tramway

Correspondances

Fin de lignes
en correspondance

Meudon
sur-Seine

Parc
de St-Cloud

Les Coteaux

Les Milons

Suresnes
Longchamp

Belvédère

Puteaux

Musée
de Sèvres

Brimborion

Les
Moulineaux

Hôtel de Ville
de La Courneuve

Hôpital
Delafontaine Cosmonautes

La Courneuve
6 Routes

Cimetière
de St-Denis

Marché
de St-Denis

Basilique de
St-Denis

Théâtre
Gérard Philipe

Hôtel de Ville
de Bobigny

La Ferme

Libération

Escadrille Normandie–Niémen

Auguste Delaune

Pont
de Bondy

Petit
Noisy

Jean Rostand

Gaston Roulaud

Hôpital Avicenne

La Courneuve–8 Mai 1945

Maurice Lachâtre

Danton

Stade Géo André

Drancy–Avenir

Jacques-Henri
Lartigue

Poterne
des Peupliers

Stade
Charléty

Montsouris

Jean
Moulin

DidotBrancion

Desnouettes

Georges
Brassens

Henri
Farman

Suzanne
Lenglen

Porte
d’Issy

Colonel
Fabien

Stade de France
Saint-Denis

Saint-Denis
Porte de Paris

Basilique
de St-Denis

Porte
de Saint-Ouen

Lamarck
Caulaincourt

Jules
Joffrin

Saint-Denis

Guy
Môquet

Porte de Clichy

Châtelet
Les Halles

Stalingrad

Marcadet
Poissonniers

Hôtel de Ville

Arts et
Métiers

Château
Rouge

Strasbourg
Saint-Denis

Saint-Mandé

Maisons-Alfort
Alfortville

Hoche

Marx
Dormoy

La Courneuve
Aubervilliers

Le Bourget

Parc
des Expositions

Jaurès

Place
des FêtesBelleville

Jourdain Télégraphe

Ourcq Porte
de Pantin

Jacques
Bonsergent Saint-Fargeau

Pelleport

Porte
de Bagnolet

Danube

Botzaris
Buttes

Chaumont

République

Parmentier

Sèvres
Babylone

Richelieu
Drouot

Palais Royal
Musée du

Louvre

Réaumur
Sébastopol

Raspail

Pyramides

Montparnasse
Bienvenüe

Mabillon

Cluny
La Sorbonne

Malakoff
Rue Étienne Dolet

Chaussée
d’Antin

La Fayette

Bonne
Nouvelle

Grands
Boulevards

Bourse  Sentier

Barbès
Rochechouart La Chapelle

Pigalle

Poissonnière

Liège

Notre-Dame
de-Lorette

Saint-Georges

Abbesses

Anvers

La Fourche

Place
de Clichy

Pereire–Levallois Blanche

Villiers

Opéra

Auber

Havre
Caumartin

Trinité
d’Estienne

d’Orves

Franklin
D. Roosevelt

Neuilly–Porte Maillot

Avenue Foch

Bir-Hakeim

Invalides

Pasteur

Pont
de l’Alma

Javel
André
Citroën

Javel

Michel
Ange

Molitor

La Muette

Michel
Ange

Auteuil

Boulainvilliers
Champ de Mars
Tour Eiffel

Champs
Élysées

Clemenceau

Trocadéro
Avenue

Henri Martin

Avenue
du Pdt Kennedy

Commerce

Félix Faure

Rue
de la Pompe Iéna

Ranelagh

Jasmin

Exelmans

Chardon
Lagache

Église
d’Auteuil

Duroc

La Motte
Picquet
Grenelle

Assemblée Nationale

Varenne

St-Michel
Notre-DameSolférino

Musée d’Orsay

Concorde Les Halles

Jussieu

Odéon

Étienne
Marcel

Vavin

Saint
Germain
des-Prés

Saint-Sulpice

St-Placide

Place
Monge

Pont Neuf
Tuileries

Notre-Dame
des-Champs

Luxembourg

Port-Royal

Louvre
Rivoli

St-Michel

Bastille

Daumesnil

Reuilly–Diderot

Père
Lachaise

Oberkampf

Quai de
la Rapée

Saint
Marcel Bercy

Filles
du Calvaire

Chemin Vert

St-Sébastien
Froissart

Rue
des Boulets

Charonne

Sèvres
Lecourbe

Cambronne

Pont Marie

Sully
Morland

Philippe
Auguste

Alexandre
Dumas

Avron

Voltaire

Quatre Septembre

Saint-Ambroise

Rue
Saint-Maur

Porte de
Vincennes

Vincennes

Maraîchers

Porte de Montreuil

Robespierre

Croix de Chavaux

Buzenval

Pyrénées

Laumière

Château
d’Eau

Porte Dorée

Porte de Charenton

Ivry
sur-Seine

Porte
de Choisy

Porte
d’Italie Porte

d’Ivry

Créteil–Université

Créteil–L’Échat

Maisons-Alfort
Les Juilliottes

Maisons-Alfort–Stade

Denfert
Rochereau

Maison
Blanche

Censier
Daubenton

Tolbiac

Le Kremlin
Bicêtre

Villejuif
Léo Lagrange

Villejuif
Paul Vaillant-Couturier

Glacière

Corvisart

Nationale

Chevaleret

Cité
Universitaire

Gentilly

Orly
OuestAntony

Malakoff
Plateau de Vanves

Mouton
Duvernet

Gaîté

Edgar
Quinet

Bd Victor

Issy

Meudon–Val-Fleury

Chaville–Vélizy

Porte
de St-Cloud

Pantin

Magenta

Laplace
Vitry
sur-Seine

Les Ardoines

Le Vert
de Maisons

Saint-Ouen

Les Agnettes

Gabriel Péri

Les Grésillons

Ledru-Rollin

Ménilmontant

Couronnes

Montgallet

Michel Bizot

Charenton–Écoles

Liberté

Faidherbe
Chaligny

École Vétérinaire
de Maisons-Alfort

St-Paul

Maubert
Mutualité

Cardinal
Lemoine

Temple

Château
Landon

Bolivar

Église de Pantin

Bobigny–Pantin
Raymond Queneau

Riquet

Crimée

Corentin Cariou

Porte de la Villette

Aubervilliers–Pantin
Quatre Chemins

Fort
d’Aubervilliers

Les
Gobelins

Campo
Formio

Quai
de la Gare

Cour
St-Émilion

Pierre et Marie
Curie

Dugommier

Bel-Air

Picpus

Saint-Jacques

Dupleix

Passy

Alésia

Pernety

Plaisance

Porte de Vanves

Convention

Vaugirard

Porte de Versailles

Corentin Celton

Volontaires

Falguière

Lourmel

Boucicaut

Ségur

Rue
du Bac

Rennes

Saint
François
Xavier

Vaneau

École
Militaire

La Tour
Maubourg

Avenue
Émile Zola

Charles
Michels

Mirabeau
Porte

d’Auteuil
Boulogne

Jean Jaurès

Billancourt

Marcel Sembat

Cité

Alma
Marceau

Boissière

Kléber
George V

Argentine

Victor Hugo

Les Sablons

Porte Maillot

Pont de Neuilly

Esplanade
de La Défense

Saint-Philippe
du-Roule

Miromesnil

Saint-Augustin

Courcelles

Ternes

Monceau

Rome
Malesherbes

Wagram

Porte de Champerret

Anatole France
Louise Michel

Europe

Le Peletier

Cadet

Pereire

Brochant

Mairie
de Clichy

Garibaldi

Mairie de Saint-Ouen

Carrefour
Pleyel

Simplon

Bérault

Richard
Lenoir

Goncourt

Bréguet
Sabin

Rambuteau

La Plaine
Stade de France

Arcueil–Cachan

Bourg-la-Reine

Bagneux

Madeleine

Bibliothèque
Fr. Mitterrand

Issy
Val de Seine

Orly

Porte
de Clignancourt

Gare
de Saint-Denis

Orry-la-Ville–Coye

Gare
de l’Est

Gare
de Lyon

Saint-Denis–Université

Porte
de la Chapelle

La Courneuve
8 Mai 1945

Aéroport
Charles de Gaulle

Mitry–Claye

Bobigny
Pablo Picasso

Pré
St-Gervais Mairie des Lilas

Mairie
de Montreuil

Gallieni

Louis
Blanc

Porte des Lilas

Gambetta

Gare du Nord

Charles
de Gaulle

Étoile

Pont de Levallois
Bécon

Porte
Dauphine

St-Germain
en-Laye La Défense

Boulogne
Pont de St-Cloud

Châtelet

Gare
d’Austerlitz

Nation

Château
de Vincennes

Créteil–Préfecture

Olympiades

Mairie d’Ivry

Malesherbes Melun

Massy–Palaiseau
Versailles–ChantiersRobinson

Dourdan
Saint-Martin-d’Étampes

Saint-Rémy
lès-Chevreuse

Place
d’Italie

Villejuif–Louis Aragon

Orly
Sud

Mairie d’Issy

Châtillon–Montrouge

Pont
de Sèvres

Gare Saint-Lazare

Gare
Montparnasse

Chelles
Gournay

Noisy-le-Sec

Haussmann
Saint-Lazare

Asnières–Gennevilliers
Les Courtilles

Saint-Quentin-en-Yvelines

Porte
d’Orléans

Balard

Versailles–Rive Gauche

Marne-la-Vallée

Boissy-Saint-Léger

Pontoise

Poissy

Cergy

Saint-Lazare

Tournan

Pont
du Garigliano

Créteil
Pointe du Lac

Parc des Expositions

CDG

Château de Versailles

Grande Arche

Parcs Disneyland

Paris
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Rappel : Représentation d’un réseau de transport

▶ Nœuds : Stations

▶ Arêtes : Connexions physiques
entre les stations

▶ Poids des arêtes : Temps de
trajet, distance, ou coût de
correspondance

Considérations sur le calcul d’itinéraire :

▶ Est-ce que je peux atteindre une
station ?

▶ Si oui, comment puis-je minimiser
le temps de transport ?

D E F G HCBA

D E F G HCBA

4

3

2

1

5

6

7

8

4

3

2

1

5

6

7

8

Funiculaire de
Montmartre

Tarification spéciale

                RER: au delà de cette limite,
en direction de la banlieue,
la tarification dépend de la distance. 
Les tickets t+ ne sont pas valables.

Légende

Pôle d’échange multimodal,
métro, RER, tramway

Correspondances

Fin de lignes
en correspondance

Meudon
sur-Seine

Parc
de St-Cloud

Les Coteaux

Les Milons

Suresnes
Longchamp

Belvédère

Puteaux

Musée
de Sèvres

Brimborion

Les
Moulineaux

Hôtel de Ville
de La Courneuve

Hôpital
Delafontaine Cosmonautes

La Courneuve
6 Routes

Cimetière
de St-Denis

Marché
de St-Denis

Basilique de
St-Denis

Théâtre
Gérard Philipe

Hôtel de Ville
de Bobigny

La Ferme

Libération

Escadrille Normandie–Niémen

Auguste Delaune

Pont
de Bondy

Petit
Noisy

Jean Rostand

Gaston Roulaud

Hôpital Avicenne

La Courneuve–8 Mai 1945

Maurice Lachâtre

Danton

Stade Géo André

Drancy–Avenir

Jacques-Henri
Lartigue

Poterne
des Peupliers

Stade
Charléty

Montsouris

Jean
Moulin

DidotBrancion

Desnouettes

Georges
Brassens

Henri
Farman

Suzanne
Lenglen

Porte
d’Issy

Colonel
Fabien

Stade de France
Saint-Denis

Saint-Denis
Porte de Paris

Basilique
de St-Denis

Porte
de Saint-Ouen

Lamarck
Caulaincourt

Jules
Joffrin

Saint-Denis

Guy
Môquet

Porte de Clichy

Châtelet
Les Halles

Stalingrad

Marcadet
Poissonniers

Hôtel de Ville

Arts et
Métiers

Château
Rouge

Strasbourg
Saint-Denis

Saint-Mandé

Maisons-Alfort
Alfortville

Hoche

Marx
Dormoy

La Courneuve
Aubervilliers

Le Bourget

Parc
des Expositions

Jaurès

Place
des FêtesBelleville

Jourdain Télégraphe

Ourcq Porte
de Pantin

Jacques
Bonsergent Saint-Fargeau

Pelleport

Porte
de Bagnolet

Danube

Botzaris
Buttes

Chaumont

République

Parmentier

Sèvres
Babylone

Richelieu
Drouot

Palais Royal
Musée du

Louvre

Réaumur
Sébastopol

Raspail

Pyramides

Montparnasse
Bienvenüe

Mabillon

Cluny
La Sorbonne

Malakoff
Rue Étienne Dolet

Chaussée
d’Antin

La Fayette

Bonne
Nouvelle

Grands
Boulevards

Bourse  Sentier

Barbès
Rochechouart La Chapelle

Pigalle

Poissonnière

Liège

Notre-Dame
de-Lorette

Saint-Georges

Abbesses

Anvers

La Fourche

Place
de Clichy

Pereire–Levallois Blanche

Villiers

Opéra

Auber

Havre
Caumartin

Trinité
d’Estienne

d’Orves

Franklin
D. Roosevelt

Neuilly–Porte Maillot

Avenue Foch

Bir-Hakeim

Invalides

Pasteur

Pont
de l’Alma

Javel
André
Citroën

Javel

Michel
Ange

Molitor

La Muette

Michel
Ange

Auteuil

Boulainvilliers
Champ de Mars
Tour Eiffel

Champs
Élysées

Clemenceau

Trocadéro
Avenue

Henri Martin

Avenue
du Pdt Kennedy

Commerce

Félix Faure

Rue
de la Pompe Iéna

Ranelagh

Jasmin

Exelmans

Chardon
Lagache

Église
d’Auteuil

Duroc

La Motte
Picquet
Grenelle

Assemblée Nationale

Varenne

St-Michel
Notre-DameSolférino

Musée d’Orsay

Concorde Les Halles

Jussieu

Odéon

Étienne
Marcel

Vavin

Saint
Germain
des-Prés

Saint-Sulpice

St-Placide

Place
Monge

Pont Neuf
Tuileries

Notre-Dame
des-Champs

Luxembourg

Port-Royal

Louvre
Rivoli

St-Michel

Bastille

Daumesnil

Reuilly–Diderot

Père
Lachaise

Oberkampf

Quai de
la Rapée

Saint
Marcel Bercy

Filles
du Calvaire

Chemin Vert

St-Sébastien
Froissart

Rue
des Boulets

Charonne

Sèvres
Lecourbe

Cambronne

Pont Marie

Sully
Morland

Philippe
Auguste

Alexandre
Dumas

Avron

Voltaire

Quatre Septembre

Saint-Ambroise

Rue
Saint-Maur

Porte de
Vincennes

Vincennes

Maraîchers

Porte de Montreuil

Robespierre

Croix de Chavaux

Buzenval

Pyrénées

Laumière

Château
d’Eau

Porte Dorée

Porte de Charenton

Ivry
sur-Seine

Porte
de Choisy

Porte
d’Italie Porte

d’Ivry

Créteil–Université

Créteil–L’Échat

Maisons-Alfort
Les Juilliottes

Maisons-Alfort–Stade

Denfert
Rochereau

Maison
Blanche

Censier
Daubenton

Tolbiac

Le Kremlin
Bicêtre

Villejuif
Léo Lagrange

Villejuif
Paul Vaillant-Couturier

Glacière

Corvisart

Nationale

Chevaleret

Cité
Universitaire

Gentilly

Orly
OuestAntony

Malakoff
Plateau de Vanves

Mouton
Duvernet

Gaîté

Edgar
Quinet

Bd Victor

Issy

Meudon–Val-Fleury

Chaville–Vélizy

Porte
de St-Cloud

Pantin

Magenta

Laplace
Vitry
sur-Seine

Les Ardoines

Le Vert
de Maisons

Saint-Ouen

Les Agnettes

Gabriel Péri

Les Grésillons

Ledru-Rollin

Ménilmontant

Couronnes

Montgallet

Michel Bizot

Charenton–Écoles

Liberté

Faidherbe
Chaligny

École Vétérinaire
de Maisons-Alfort

St-Paul

Maubert
Mutualité

Cardinal
Lemoine

Temple

Château
Landon

Bolivar

Église de Pantin

Bobigny–Pantin
Raymond Queneau

Riquet

Crimée

Corentin Cariou

Porte de la Villette

Aubervilliers–Pantin
Quatre Chemins

Fort
d’Aubervilliers

Les
Gobelins

Campo
Formio

Quai
de la Gare

Cour
St-Émilion

Pierre et Marie
Curie

Dugommier

Bel-Air

Picpus

Saint-Jacques

Dupleix

Passy

Alésia

Pernety

Plaisance

Porte de Vanves

Convention

Vaugirard

Porte de Versailles

Corentin Celton

Volontaires

Falguière

Lourmel

Boucicaut

Ségur

Rue
du Bac

Rennes

Saint
François
Xavier

Vaneau

École
Militaire

La Tour
Maubourg

Avenue
Émile Zola

Charles
Michels

Mirabeau
Porte

d’Auteuil
Boulogne

Jean Jaurès

Billancourt

Marcel Sembat

Cité

Alma
Marceau

Boissière

Kléber
George V

Argentine

Victor Hugo

Les Sablons

Porte Maillot

Pont de Neuilly

Esplanade
de La Défense

Saint-Philippe
du-Roule

Miromesnil

Saint-Augustin

Courcelles

Ternes

Monceau

Rome
Malesherbes

Wagram

Porte de Champerret

Anatole France
Louise Michel

Europe

Le Peletier

Cadet

Pereire

Brochant

Mairie
de Clichy

Garibaldi

Mairie de Saint-Ouen

Carrefour
Pleyel

Simplon

Bérault

Richard
Lenoir

Goncourt

Bréguet
Sabin

Rambuteau

La Plaine
Stade de France

Arcueil–Cachan

Bourg-la-Reine

Bagneux

Madeleine

Bibliothèque
Fr. Mitterrand

Issy
Val de Seine

Orly

Porte
de Clignancourt

Gare
de Saint-Denis

Orry-la-Ville–Coye

Gare
de l’Est

Gare
de Lyon

Saint-Denis–Université

Porte
de la Chapelle

La Courneuve
8 Mai 1945

Aéroport
Charles de Gaulle

Mitry–Claye

Bobigny
Pablo Picasso

Pré
St-Gervais Mairie des Lilas

Mairie
de Montreuil

Gallieni

Louis
Blanc

Porte des Lilas

Gambetta

Gare du Nord

Charles
de Gaulle

Étoile

Pont de Levallois
Bécon

Porte
Dauphine

St-Germain
en-Laye La Défense

Boulogne
Pont de St-Cloud

Châtelet

Gare
d’Austerlitz

Nation

Château
de Vincennes

Créteil–Préfecture

Olympiades

Mairie d’Ivry

Malesherbes Melun

Massy–Palaiseau
Versailles–ChantiersRobinson

Dourdan
Saint-Martin-d’Étampes

Saint-Rémy
lès-Chevreuse

Place
d’Italie

Villejuif–Louis Aragon

Orly
Sud

Mairie d’Issy

Châtillon–Montrouge

Pont
de Sèvres

Gare Saint-Lazare

Gare
Montparnasse

Chelles
Gournay

Noisy-le-Sec

Haussmann
Saint-Lazare

Asnières–Gennevilliers
Les Courtilles

Saint-Quentin-en-Yvelines

Porte
d’Orléans

Balard

Versailles–Rive Gauche

Marne-la-Vallée

Boissy-Saint-Léger

Pontoise

Poissy

Cergy

Saint-Lazare

Tournan

Pont
du Garigliano

Créteil
Pointe du Lac

Parc des Expositions

CDG

Château de Versailles

Grande Arche
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Vocabulaire : composantes connexes

▶ La relation “être joignable” est une relation d’équivalence.

▶ Les classes d’équivalence sont appelées les composantes
connexes.

0

1

2

3

4

5

6

▶ Un graphe est dit connexe s’il n’y a qu’une seule classe
d’équivalence.
▶ Autrement dit, tout sommet est joignable à partir de tout

sommet.

Retour sur l’exemple du temps tansport

Répondre à la question ”Est-ce que je peux atteindre une
station ?” revient à déterminer si la station de départ et la station
d’arrivée appartiennent à la même composante connexe du réseau.



Rappel : Représentation d’un réseau de transport

▶ Nœuds : Stations

▶ Arêtes : Connexions physiques
entre les stations

▶ Poids des arêtes : Temps de
trajet, distance, ou coût de
correspondance
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Funiculaire de
Montmartre

Tarification spéciale

                RER: au delà de cette limite,
en direction de la banlieue,
la tarification dépend de la distance. 
Les tickets t+ ne sont pas valables.

Légende

Pôle d’échange multimodal,
métro, RER, tramway

Correspondances

Fin de lignes
en correspondance

Meudon
sur-Seine

Parc
de St-Cloud

Les Coteaux

Les Milons

Suresnes
Longchamp

Belvédère

Puteaux

Musée
de Sèvres

Brimborion

Les
Moulineaux

Hôtel de Ville
de La Courneuve

Hôpital
Delafontaine Cosmonautes

La Courneuve
6 Routes

Cimetière
de St-Denis

Marché
de St-Denis

Basilique de
St-Denis

Théâtre
Gérard Philipe

Hôtel de Ville
de Bobigny

La Ferme

Libération

Escadrille Normandie–Niémen

Auguste Delaune

Pont
de Bondy

Petit
Noisy

Jean Rostand

Gaston Roulaud

Hôpital Avicenne

La Courneuve–8 Mai 1945

Maurice Lachâtre

Danton

Stade Géo André

Drancy–Avenir

Jacques-Henri
Lartigue

Poterne
des Peupliers

Stade
Charléty

Montsouris

Jean
Moulin

DidotBrancion

Desnouettes

Georges
Brassens

Henri
Farman

Suzanne
Lenglen

Porte
d’Issy

Colonel
Fabien

Stade de France
Saint-Denis

Saint-Denis
Porte de Paris

Basilique
de St-Denis

Porte
de Saint-Ouen

Lamarck
Caulaincourt

Jules
Joffrin

Saint-Denis

Guy
Môquet

Porte de Clichy

Châtelet
Les Halles

Stalingrad

Marcadet
Poissonniers

Hôtel de Ville

Arts et
Métiers

Château
Rouge

Strasbourg
Saint-Denis

Saint-Mandé

Maisons-Alfort
Alfortville

Hoche

Marx
Dormoy

La Courneuve
Aubervilliers

Le Bourget

Parc
des Expositions

Jaurès

Place
des FêtesBelleville

Jourdain Télégraphe

Ourcq Porte
de Pantin

Jacques
Bonsergent Saint-Fargeau

Pelleport

Porte
de Bagnolet

Danube

Botzaris
Buttes

Chaumont

République

Parmentier

Sèvres
Babylone

Richelieu
Drouot

Palais Royal
Musée du

Louvre

Réaumur
Sébastopol

Raspail

Pyramides

Montparnasse
Bienvenüe

Mabillon

Cluny
La Sorbonne

Malakoff
Rue Étienne Dolet

Chaussée
d’Antin

La Fayette

Bonne
Nouvelle

Grands
Boulevards

Bourse  Sentier

Barbès
Rochechouart La Chapelle

Pigalle

Poissonnière

Liège

Notre-Dame
de-Lorette

Saint-Georges

Abbesses

Anvers

La Fourche

Place
de Clichy

Pereire–Levallois Blanche

Villiers

Opéra

Auber

Havre
Caumartin

Trinité
d’Estienne

d’Orves

Franklin
D. Roosevelt

Neuilly–Porte Maillot

Avenue Foch

Bir-Hakeim

Invalides

Pasteur

Pont
de l’Alma

Javel
André
Citroën

Javel

Michel
Ange

Molitor

La Muette

Michel
Ange

Auteuil

Boulainvilliers
Champ de Mars
Tour Eiffel

Champs
Élysées

Clemenceau

Trocadéro
Avenue

Henri Martin

Avenue
du Pdt Kennedy

Commerce

Félix Faure

Rue
de la Pompe Iéna

Ranelagh

Jasmin

Exelmans

Chardon
Lagache

Église
d’Auteuil

Duroc

La Motte
Picquet
Grenelle

Assemblée Nationale

Varenne

St-Michel
Notre-DameSolférino

Musée d’Orsay

Concorde Les Halles

Jussieu

Odéon

Étienne
Marcel

Vavin

Saint
Germain
des-Prés

Saint-Sulpice

St-Placide

Place
Monge

Pont Neuf
Tuileries

Notre-Dame
des-Champs

Luxembourg

Port-Royal

Louvre
Rivoli

St-Michel

Bastille

Daumesnil

Reuilly–Diderot

Père
Lachaise

Oberkampf

Quai de
la Rapée

Saint
Marcel Bercy

Filles
du Calvaire

Chemin Vert

St-Sébastien
Froissart

Rue
des Boulets

Charonne

Sèvres
Lecourbe

Cambronne

Pont Marie

Sully
Morland

Philippe
Auguste

Alexandre
Dumas

Avron

Voltaire

Quatre Septembre

Saint-Ambroise

Rue
Saint-Maur

Porte de
Vincennes

Vincennes

Maraîchers

Porte de Montreuil

Robespierre

Croix de Chavaux

Buzenval

Pyrénées

Laumière

Château
d’Eau

Porte Dorée

Porte de Charenton

Ivry
sur-Seine

Porte
de Choisy

Porte
d’Italie Porte

d’Ivry

Créteil–Université

Créteil–L’Échat

Maisons-Alfort
Les Juilliottes

Maisons-Alfort–Stade

Denfert
Rochereau

Maison
Blanche

Censier
Daubenton

Tolbiac

Le Kremlin
Bicêtre

Villejuif
Léo Lagrange

Villejuif
Paul Vaillant-Couturier

Glacière

Corvisart

Nationale

Chevaleret

Cité
Universitaire

Gentilly

Orly
OuestAntony

Malakoff
Plateau de Vanves

Mouton
Duvernet

Gaîté

Edgar
Quinet

Bd Victor

Issy

Meudon–Val-Fleury

Chaville–Vélizy

Porte
de St-Cloud

Pantin

Magenta

Laplace
Vitry
sur-Seine

Les Ardoines

Le Vert
de Maisons

Saint-Ouen

Les Agnettes

Gabriel Péri

Les Grésillons

Ledru-Rollin

Ménilmontant

Couronnes

Montgallet

Michel Bizot

Charenton–Écoles

Liberté

Faidherbe
Chaligny

École Vétérinaire
de Maisons-Alfort

St-Paul

Maubert
Mutualité

Cardinal
Lemoine

Temple

Château
Landon

Bolivar

Église de Pantin

Bobigny–Pantin
Raymond Queneau

Riquet

Crimée

Corentin Cariou

Porte de la Villette

Aubervilliers–Pantin
Quatre Chemins

Fort
d’Aubervilliers

Les
Gobelins

Campo
Formio

Quai
de la Gare

Cour
St-Émilion

Pierre et Marie
Curie

Dugommier

Bel-Air

Picpus

Saint-Jacques

Dupleix

Passy

Alésia

Pernety

Plaisance

Porte de Vanves

Convention

Vaugirard

Porte de Versailles

Corentin Celton

Volontaires

Falguière

Lourmel

Boucicaut

Ségur

Rue
du Bac

Rennes

Saint
François
Xavier

Vaneau

École
Militaire

La Tour
Maubourg

Avenue
Émile Zola

Charles
Michels

Mirabeau
Porte

d’Auteuil
Boulogne

Jean Jaurès

Billancourt

Marcel Sembat

Cité

Alma
Marceau

Boissière

Kléber
George V

Argentine

Victor Hugo

Les Sablons

Porte Maillot

Pont de Neuilly

Esplanade
de La Défense

Saint-Philippe
du-Roule

Miromesnil

Saint-Augustin

Courcelles

Ternes

Monceau

Rome
Malesherbes

Wagram

Porte de Champerret

Anatole France
Louise Michel

Europe

Le Peletier

Cadet

Pereire

Brochant

Mairie
de Clichy

Garibaldi

Mairie de Saint-Ouen

Carrefour
Pleyel

Simplon

Bérault

Richard
Lenoir

Goncourt

Bréguet
Sabin

Rambuteau

La Plaine
Stade de France

Arcueil–Cachan

Bourg-la-Reine

Bagneux

Madeleine

Bibliothèque
Fr. Mitterrand

Issy
Val de Seine

Orly

Porte
de Clignancourt

Gare
de Saint-Denis

Orry-la-Ville–Coye

Gare
de l’Est

Gare
de Lyon

Saint-Denis–Université

Porte
de la Chapelle

La Courneuve
8 Mai 1945

Aéroport
Charles de Gaulle

Mitry–Claye

Bobigny
Pablo Picasso

Pré
St-Gervais Mairie des Lilas

Mairie
de Montreuil

Gallieni

Louis
Blanc

Porte des Lilas

Gambetta

Gare du Nord

Charles
de Gaulle

Étoile

Pont de Levallois
Bécon

Porte
Dauphine

St-Germain
en-Laye La Défense

Boulogne
Pont de St-Cloud

Châtelet

Gare
d’Austerlitz

Nation

Château
de Vincennes

Créteil–Préfecture

Olympiades

Mairie d’Ivry

Malesherbes Melun

Massy–Palaiseau
Versailles–ChantiersRobinson

Dourdan
Saint-Martin-d’Étampes

Saint-Rémy
lès-Chevreuse

Place
d’Italie

Villejuif–Louis Aragon

Orly
Sud

Mairie d’Issy

Châtillon–Montrouge

Pont
de Sèvres

Gare Saint-Lazare

Gare
Montparnasse

Chelles
Gournay

Noisy-le-Sec

Haussmann
Saint-Lazare

Asnières–Gennevilliers
Les Courtilles

Saint-Quentin-en-Yvelines

Porte
d’Orléans

Balard

Versailles–Rive Gauche

Marne-la-Vallée

Boissy-Saint-Léger

Pontoise

Poissy

Cergy

Saint-Lazare

Tournan

Pont
du Garigliano

Créteil
Pointe du Lac

Parc des Expositions

CDG

Château de Versailles

Grande Arche

Parcs Disneyland

Paris
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Considérations sur le calcul d’itinéraire :

comment puis-je minimiser le temps de transport ?

La fonction objectif varie selon le cas d’usage :

▶ On peut minimiser : le temps de trajet, les correspondances,
ou la distance

▶ On peut inclure des contraintes : accessibilité, capacité



Le problème du plus court chemin

Fait connu

Calculer un plus court chemin dans un
graphe pondéré (les poids sont sur les
arêtes) peuvent se faire en temps
polynomial O(|E |+ |V |).
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Funiculaire de
Montmartre

Tarification spéciale

                RER: au delà de cette limite,
en direction de la banlieue,
la tarification dépend de la distance. 
Les tickets t+ ne sont pas valables.

Légende

Pôle d’échange multimodal,
métro, RER, tramway

Correspondances

Fin de lignes
en correspondance

Meudon
sur-Seine

Parc
de St-Cloud

Les Coteaux

Les Milons

Suresnes
Longchamp

Belvédère

Puteaux

Musée
de Sèvres

Brimborion

Les
Moulineaux

Hôtel de Ville
de La Courneuve

Hôpital
Delafontaine Cosmonautes

La Courneuve
6 Routes

Cimetière
de St-Denis

Marché
de St-Denis

Basilique de
St-Denis

Théâtre
Gérard Philipe

Hôtel de Ville
de Bobigny

La Ferme

Libération

Escadrille Normandie–Niémen

Auguste Delaune

Pont
de Bondy

Petit
Noisy

Jean Rostand

Gaston Roulaud

Hôpital Avicenne

La Courneuve–8 Mai 1945

Maurice Lachâtre

Danton

Stade Géo André

Drancy–Avenir

Jacques-Henri
Lartigue

Poterne
des Peupliers

Stade
Charléty

Montsouris

Jean
Moulin

DidotBrancion

Desnouettes

Georges
Brassens

Henri
Farman

Suzanne
Lenglen

Porte
d’Issy

Colonel
Fabien

Stade de France
Saint-Denis

Saint-Denis
Porte de Paris

Basilique
de St-Denis

Porte
de Saint-Ouen

Lamarck
Caulaincourt

Jules
Joffrin

Saint-Denis

Guy
Môquet

Porte de Clichy

Châtelet
Les Halles

Stalingrad

Marcadet
Poissonniers

Hôtel de Ville

Arts et
Métiers

Château
Rouge

Strasbourg
Saint-Denis

Saint-Mandé

Maisons-Alfort
Alfortville

Hoche

Marx
Dormoy

La Courneuve
Aubervilliers

Le Bourget

Parc
des Expositions

Jaurès

Place
des FêtesBelleville

Jourdain Télégraphe

Ourcq Porte
de Pantin

Jacques
Bonsergent Saint-Fargeau

Pelleport

Porte
de Bagnolet

Danube

Botzaris
Buttes

Chaumont

République

Parmentier

Sèvres
Babylone

Richelieu
Drouot

Palais Royal
Musée du

Louvre

Réaumur
Sébastopol

Raspail

Pyramides

Montparnasse
Bienvenüe

Mabillon

Cluny
La Sorbonne

Malakoff
Rue Étienne Dolet

Chaussée
d’Antin

La Fayette

Bonne
Nouvelle

Grands
Boulevards

Bourse  Sentier

Barbès
Rochechouart La Chapelle

Pigalle

Poissonnière

Liège

Notre-Dame
de-Lorette

Saint-Georges

Abbesses

Anvers

La Fourche

Place
de Clichy

Pereire–Levallois Blanche

Villiers

Opéra

Auber

Havre
Caumartin

Trinité
d’Estienne

d’Orves

Franklin
D. Roosevelt

Neuilly–Porte Maillot

Avenue Foch

Bir-Hakeim

Invalides

Pasteur

Pont
de l’Alma

Javel
André
Citroën

Javel

Michel
Ange

Molitor

La Muette

Michel
Ange

Auteuil

Boulainvilliers
Champ de Mars
Tour Eiffel

Champs
Élysées

Clemenceau

Trocadéro
Avenue

Henri Martin

Avenue
du Pdt Kennedy

Commerce

Félix Faure

Rue
de la Pompe Iéna

Ranelagh

Jasmin

Exelmans

Chardon
Lagache

Église
d’Auteuil

Duroc

La Motte
Picquet
Grenelle

Assemblée Nationale

Varenne

St-Michel
Notre-DameSolférino

Musée d’Orsay

Concorde Les Halles

Jussieu

Odéon

Étienne
Marcel

Vavin

Saint
Germain
des-Prés

Saint-Sulpice

St-Placide

Place
Monge

Pont Neuf
Tuileries

Notre-Dame
des-Champs

Luxembourg

Port-Royal

Louvre
Rivoli

St-Michel

Bastille

Daumesnil

Reuilly–Diderot

Père
Lachaise

Oberkampf

Quai de
la Rapée

Saint
Marcel Bercy

Filles
du Calvaire

Chemin Vert

St-Sébastien
Froissart

Rue
des Boulets

Charonne

Sèvres
Lecourbe

Cambronne

Pont Marie

Sully
Morland

Philippe
Auguste

Alexandre
Dumas

Avron

Voltaire

Quatre Septembre

Saint-Ambroise

Rue
Saint-Maur

Porte de
Vincennes

Vincennes

Maraîchers

Porte de Montreuil

Robespierre

Croix de Chavaux

Buzenval

Pyrénées

Laumière

Château
d’Eau

Porte Dorée

Porte de Charenton

Ivry
sur-Seine

Porte
de Choisy

Porte
d’Italie Porte

d’Ivry

Créteil–Université

Créteil–L’Échat

Maisons-Alfort
Les Juilliottes

Maisons-Alfort–Stade

Denfert
Rochereau

Maison
Blanche

Censier
Daubenton

Tolbiac

Le Kremlin
Bicêtre

Villejuif
Léo Lagrange

Villejuif
Paul Vaillant-Couturier

Glacière

Corvisart

Nationale

Chevaleret

Cité
Universitaire

Gentilly

Orly
OuestAntony

Malakoff
Plateau de Vanves

Mouton
Duvernet

Gaîté

Edgar
Quinet

Bd Victor

Issy

Meudon–Val-Fleury

Chaville–Vélizy

Porte
de St-Cloud

Pantin

Magenta

Laplace
Vitry
sur-Seine

Les Ardoines

Le Vert
de Maisons

Saint-Ouen

Les Agnettes

Gabriel Péri

Les Grésillons

Ledru-Rollin

Ménilmontant

Couronnes

Montgallet

Michel Bizot

Charenton–Écoles

Liberté

Faidherbe
Chaligny

École Vétérinaire
de Maisons-Alfort

St-Paul

Maubert
Mutualité

Cardinal
Lemoine

Temple

Château
Landon

Bolivar

Église de Pantin

Bobigny–Pantin
Raymond Queneau

Riquet

Crimée

Corentin Cariou

Porte de la Villette

Aubervilliers–Pantin
Quatre Chemins

Fort
d’Aubervilliers

Les
Gobelins

Campo
Formio

Quai
de la Gare

Cour
St-Émilion

Pierre et Marie
Curie

Dugommier

Bel-Air

Picpus

Saint-Jacques

Dupleix

Passy

Alésia

Pernety

Plaisance

Porte de Vanves

Convention

Vaugirard

Porte de Versailles

Corentin Celton

Volontaires

Falguière

Lourmel

Boucicaut

Ségur

Rue
du Bac

Rennes

Saint
François
Xavier

Vaneau

École
Militaire

La Tour
Maubourg

Avenue
Émile Zola

Charles
Michels

Mirabeau
Porte

d’Auteuil
Boulogne

Jean Jaurès

Billancourt

Marcel Sembat

Cité

Alma
Marceau

Boissière

Kléber
George V

Argentine

Victor Hugo

Les Sablons

Porte Maillot

Pont de Neuilly

Esplanade
de La Défense

Saint-Philippe
du-Roule

Miromesnil

Saint-Augustin

Courcelles

Ternes

Monceau

Rome
Malesherbes

Wagram

Porte de Champerret

Anatole France
Louise Michel

Europe

Le Peletier

Cadet

Pereire

Brochant

Mairie
de Clichy

Garibaldi

Mairie de Saint-Ouen

Carrefour
Pleyel

Simplon

Bérault

Richard
Lenoir

Goncourt

Bréguet
Sabin

Rambuteau

La Plaine
Stade de France

Arcueil–Cachan

Bourg-la-Reine

Bagneux

Madeleine

Bibliothèque
Fr. Mitterrand

Issy
Val de Seine

Orly

Porte
de Clignancourt

Gare
de Saint-Denis

Orry-la-Ville–Coye

Gare
de l’Est

Gare
de Lyon

Saint-Denis–Université

Porte
de la Chapelle

La Courneuve
8 Mai 1945

Aéroport
Charles de Gaulle

Mitry–Claye

Bobigny
Pablo Picasso

Pré
St-Gervais Mairie des Lilas

Mairie
de Montreuil

Gallieni

Louis
Blanc

Porte des Lilas

Gambetta

Gare du Nord

Charles
de Gaulle

Étoile

Pont de Levallois
Bécon

Porte
Dauphine

St-Germain
en-Laye La Défense

Boulogne
Pont de St-Cloud

Châtelet

Gare
d’Austerlitz

Nation

Château
de Vincennes

Créteil–Préfecture

Olympiades

Mairie d’Ivry

Malesherbes Melun

Massy–Palaiseau
Versailles–ChantiersRobinson

Dourdan
Saint-Martin-d’Étampes

Saint-Rémy
lès-Chevreuse

Place
d’Italie

Villejuif–Louis Aragon

Orly
Sud

Mairie d’Issy

Châtillon–Montrouge

Pont
de Sèvres

Gare Saint-Lazare

Gare
Montparnasse

Chelles
Gournay

Noisy-le-Sec

Haussmann
Saint-Lazare

Asnières–Gennevilliers
Les Courtilles

Saint-Quentin-en-Yvelines

Porte
d’Orléans

Balard

Versailles–Rive Gauche

Marne-la-Vallée

Boissy-Saint-Léger

Pontoise

Poissy

Cergy

Saint-Lazare

Tournan

Pont
du Garigliano

Créteil
Pointe du Lac

Parc des Expositions

CDG

Château de Versailles

Grande Arche

Parcs Disneyland
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En utilisant l’algorithme précédent, peut-on calculer un chemin
entre 2 stations de métro sachant que

1. l’usager veut minimiser son temps de transport

2. ou l’usager veut minimiser le nombre de changements ;

3. ou l’usager veut minimiser le temps consacré aux
chanchements ;

4. ou l’usager veut éviter de changer à une station fixée



Plan
Les graphes : un outil pour la modélisation

Terminologie sur les graphes

Les graphes classiques
Les graphes planaires
Graphes bipartis
Les graphes complets
Les arbres
Structure de graphes

Représentation des graphes
Matrice d’adjacences
Liste de successeurs

Affectation d’étudiants dans les hôpitaux
Description & Formalisation
Quel type d’objects il faut calculer ?
Extension : et si les acteurs avaient des préférences

Conclusion



Les graphes planaires

Un graphe est dit planaire si tous les sommets sont adjacents deux
à deux : tout couple de sommets disjoints est relié par une arête.



Exemple 1 : Coloriage de graphe.
▶ Allouer des fréquences GSM correspond à colorier les sommets

d’un graphe (planaire).
▶ sommets : des émetteurs radio.
▶ arête entre u et v : le signal de u perturbe v ou

réciproquement.
▶ couleur : fréquence radio.

▶ Le problème de coloriage d’un graphe : colorier les sommets
d’un graphe de telle sorte qu’il n’y ait aucune arête entre deux
sommets d’une même couleur.

Un coloriage avec 4 couleurs
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Graphes bipartis
Un graphe est biparti si son ensemble de sommets V peut être
partitionné en deux sous-ensembles disjoints A et B tels que :
▶ Chaque arête connecte un sommet de A à un sommet de B

▶ Aucune arête n’existe entre les sommets à l’intérieur de A ou
à l’intérieur de B

A B Graphe biparti complet K3,3

Exemples du monde réel :

▶ Réseaux Auteur-Article dans la recherche académique

▶ Évaluations Utilisateur-Film dans les systèmes de
recommandation

▶ Appariement Emploi-Candidat dans les plateformes de
recrutement

▶ Inscriptions Étudiant-Cours dans les systèmes éducatifs



Exemple 2 : Les couplages de graphe.

Un couplage M d’un graphe G = (V ,E ) est un ensemble d’arêtes
deux á deux non adjacentes :

∀(a, a′) ∈ M2, a ̸= a′ ⇒ a ∩ a′ = ∅ .

Un graphe peut posséder plusieurs couplages.

Un couplage maximal Un couplage maximum

Calculer le couplage dans un graphe biparti permet d’affecter

▶ des tâches à des employés ;

▶ des étudiants à des universités (Parcours Sup (mariage
stable)), etc.



Les graphes complets

Un graphe est dit complet si tous les sommets sont adjacents deux
à deux : tout couple de sommets disjoints est relié par une arête.

Exemple : Organisation de compétitions sportives

Dans un tournoi où chaque équipe affronte toutes les autres
exactement une fois, le calendrier peut être modélisé par un
graphe complet.

A

B

C D

E

Tournoi K5

▶ Chaque sommet : une équipe

▶ Chaque arête orientée : un match

▶ Sens de la flèche : vainqueur

▶ Permet de calculer le classement
final
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Les graphes bipartis complets Km,n

Un graphe biparti G = (A ∪ B,E ) est dit complet si :

▶ A et B sont deux ensembles disjoints de sommets

▶ Chaque sommet de A est connecté à tous les sommets de B

A B

K5,3

▶ Notation : Km,n

▶ m = |A|, n = |B|
▶ Nombre d’arêtes : m × n



Exemple de graphes bipartis complets

Dans les réseaux neuronaux à connexions complètes, chaque
neurone d’une couche est connecté à tous les neurones de la
couche suivante, formant une structure de graphe biparti complet.

Couche
d’entrée

Couche
cachée 1

Couche
cachée 2

Couche
de sortie

▶ Exemple : K4,4 entre la couche d”entrée et la couche cachée 1,

▶ Remarque : les poids des arêtes correspondent aux paramètres
d’apprentissage du réseau.



Les arbres sont partout !

▶ Un graphe connexe sans cycle est appelé un arbre.
▶ Un graphe sans-cycle est appelé une forêt :

▶ chacune de ses composantes connexes est un arbre.

▶ Dès qu’on a des objets, des relations entre objets, et pas de
cycle, on a donc un arbre ou une forêt.

0

1

2

3

4

5

6

▶ Les arbres sont omniprésents en informatique.
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Quelques propriétés sur les arbres

Soit G = (V ,E ) un graphe.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

▶ G est un arbre ;

▶ G est connexe, mais ne l’est plus si on enlève n’importe
laquelle de ses arêtes ;

▶ G est connexe et |E | = |V | − 1 ;

▶ G est sans cycle et |E | = |V | − 1 ;

0

1

2

3

4

5

6



Propriété

Propriété

Si G est un arbre, alors G est connexe et |E | = |V | − 1

Preuve : par récurrence sur le nombre d’arêtes m.

▶ si m = 0 : c’est vrai (le graphe = un sommet)
▶ Supposons que ce soit vrai pour les arbres de m arêtes ou

moins.

1. Soit T un arbre avec m + 1 arêtes.
2. Soit a une arête de T : Construisons A l’arbre T privé de a
3. A a deux composantes connexes A1 et A2.

4. On applique l’hypothèse de récurrence à A1 et à A2

car m1 = n1 − 1 et m2 = n2 − 1
5. m1 +m2 + 1 = m n1 + n2 = n
6. Donc m = n1 − 1 + n2 − 1 + 1 = n − 1
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moins.

1. Soit T un arbre avec m + 1 arêtes.
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Structure de graphes : sous-graphe

Un sous-graphe de G consiste à considérer seulement une partie
des sommets de V et les arêtes induites par E .
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Structure de graphes : graphe partiel

Un graphe partiel de G consiste à ne considérer qu’une partie des
arêtes de E .
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Structure de graphes : graphe partiel

Un graphe partiel de G consiste à ne considérer qu’une partie des
arêtes de E .
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Remarques

Soit G = (V ,E ) avec V = {1, 2, . . . , n},
▶ G est connexe si il a possède comme un graphe partiel un

arbre couvrant tous les sommets
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123 4

567 8

9
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Affectation d’étudiants dans les hôpitaux
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Quel type d’objects il faut calculer ?
Extension : et si les acteurs avaient des préférences
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Représentation des graphes : matrice d’adjacence

Soit G = (V ,E ) avec V = {1, 2, . . . , n},
▶ G peut être représenté par une matrice M n × n.

Mi ,j =

{
1 si (i , j) ∈ E
0 sinon

0

1

2

3

4

5

6



0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0





Représentation des graphes : liste de successeurs

▶ On associe à chaque sommet i , la liste des sommets j tels que
(i , j) ∈ E .

0

1

2

3

4

5

6

▶ L[0] = (1)

▶ L[1] = (0, 5)

▶ L[2] = ()

▶ L[3] = (4, 6)

▶ L[4] = (3, 6)

▶ L[5] = (1)

▶ L[6] = (3, 4)



Meilleure représentation ?

▶ Matrice : mémoire O(n2)

▶ Listes : mémoire O(n +m)
où n nombre de sommets, m nombre d’arêtes.

▶ Quelle est la meilleure représentation ?
Cela dépend du contexte.

La méthode plus efficace est

Tester si (u, v) est dans le graphe. matrice d’adjacences
Tester si calculer le degré de v liste de successeurs
Stocker des graphes denses matrice d’adjacences
Stocker des graphes creux liste de successeurs
Insérer ou supprimer des arêtes matrice d’adjacences



Les réseaux du monde réel sont des graphes creux.

Observation clé : La plupart des réseaux du monde réel sont creux
(sparses) :

Degré moyen≪ |V | − 1

Réseau Nœuds Arêtes Type Degré moyen Densité
Internet (niveau AS) 50 000+ 200 000+ Non orienté ∼8 3, 2× 10−4

Réseau de citations 3M+ articles 30M+ citations Orienté ∼10 3, 3× 10−6

Réseau social 2,9G utilisateurs 500G+ connexions Orienté ∼170 5, 9× 10−8

Interactions protéiques 20K+ protéines 300K+ interactions Non orienté ∼15 1, 5× 10−3

▶ Densité = 2|E |
|V |(|V |−1) (non orienté) ou |E |

|V |(|V |−1) (orienté)

▶ Même les réseaux massifs ont un nombre limité de connexions
par nœud

▶ Permet un stockage efficace (listes d’adjacence)
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Affectation d’étudiants dans les hôpitaux

▶ un ensemble H de hôpitaux

Chaque hôpital u a un poste à pouvoir.

▶ un ensemble E d’étudiants.

Chaque étudiant s postule à un ensemble Xs de postes.

Objectif : trouver une affectation d’étudiants respectant certaines
contraintes.
Par exemple :

▶ H = {Avignon,Bordeaux ,Cachan}
▶ E = {Sandrine,Teo,Zoe}
▶ XSandrine = {Avignon,Bordeaux}, XTeo = {Bordeaux ,Cachan},

XZoe = {Avignon,Bordeaux}.
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Affectation d’étudiants dans les hôpitaux

En entrée :

▶ un ensemble H de hôpitaux

▶ un ensemble E d’étudiants.

Objectif : trouver une affectation d’étudiants

Question : Comment modéliser ce problème ?

Sous forme de graphe G = (V ,E )

▶ V = E ∪ H
▶ e = (s,u) ∈ E si s postule chez u

Avignon

Bordeaux

Cachan

Sandrine

Téo

Zoé

Question : Comment modéliser une affectation ?
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Définition d’un couplage

Soit un graphe simple non orienté G = (V ,E )
Un couplage M est un ensemble d’arêtes deux à deux non
adjacentes :

∀(a, a′) ∈ M2, a ̸= a′ ⇒ a ∩ a′ = ∅ .

Terminologies :

▶ Les sommets incidents à une arête de G sont les sommets
couplés, apparié ou couverts par M.

▶ Le couplage M sature U, si U est un ensemble des sommets
couplés par M.



Les différents couplages

▶ Un couplage maximal est un couplage M ayant la propriété
que si une arête e est ajoutée, alors M ∪ {e} n’en est pas.

▶ Un couplage maximum est un couplage contenant le plus
grand nombre possible d’arêtes.

Un graphe peut posséder plusieurs couplages maximum.

Couplage maximal Couplage maximum



Affectation d’étudiants dans les hôpitaux

En entrée :

▶ un ensemble H de hôpitaux

▶ un ensemble E d’étudiants.

Objectif : trouver une affectation d’étudiants

Question : Comment modéliser ce problème ?

Sous forme de graphe G = (V ,E )

▶ V = E ∪ H
▶ e = (s,u) ∈ E si s postule chez u

Avignon
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Téo

Zoé

Question : Comment modéliser une affectation ? un couplage



Remarques

Observation : Il existe plusieurs affectations.
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Question : Comment choisir une affectation ?
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Question : Comment choisir une affectation ?

en considérant une fonction à optimiser.
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Question : Comment choisir une affectation ?

en maximisant le nombre de postes à pourvoir.
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Remarques

Observation : Il existe plusieurs affectations.
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Question : Comment choisir une affectation ?

en maximisant le nombre de postes à pourvoir.

Donc il faut construire un couplage maximum.

En utilisant la méthode hondroise en O(|V |3)) opérations



Affectation d’étudiants dans les hôpitaux

En entrée :

▶ un ensemble H de hôpitaux

▶ un ensemble E d’étudiants.

▶ Chaque acteur (hôpital/étudiant) v a des préférences

l’acteur v préfère a à b a ≻v b

Objectif : trouver une affectation d’étudiants

en tenant compte des préférences des acteurs

Question : Comment tenir compte des préférences ?
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Objectif : trouver une affectation d’étudiants

en tenant compte des préférences des acteurs
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Comment tenir compte des préférences ?

Avignon

Bordeaux

Cachan

Sandrine

Téo

Zoé

S ≻ T ≻ Z

T ≻ S ≻ Z

S ≻ T ≻ Z

B ≻ A ≻ C

A ≻ B ≻ C

A ≻ B ≻ C

Plusieurs solutions existent : Trouver une affectation d’étudiants

▶ en prenant les k premiers choix des universités.
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Téo

Zoé
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Téo

Zoé
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Avignon

Bordeaux

Cachan

Sandrine

Téo
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▶ Construire le graphe G = (V ,E ) avec V = E ∪ H et si
e = (s,u) ∈ E si s postule chez u

et s est dans le k premiers choix de l’université.
▶ Construire un couplage maximum
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Avignon

Bordeaux

Cachan

Sandrine

Téo
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Comment tenir compte des préférences ?

Avignon

Bordeaux

Cachan

Sandrine

Téo

Zoé

S ≻ T ≻ Z

T ≻ S ≻ Z

S ≻ T ≻ Z

B ≻ A ≻ C

A ≻ B ≻ C

A ≻ B ≻ C

Plusieurs solutions existent : Trouver une affectation d’étudiants

▶ en prenant les k premiers choix des universités.
▶ Construire le graphe G = (V ,E ) avec V = E ∪ H et si

e = (s,u) ∈ E si s postule chez u

et s est dans le k premiers choix de l’université.
▶ Construire un couplage maximum
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Avignon

Bordeaux

Cachan

Sandrine

Téo

Zoé
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▶ en prenant les k premiers choix de tous les acteurs.

▶ ....



Comment tenir compte des préférences ?

Avignon

Bordeaux

Cachan

Sandrine

Téo

Zoé

S ≻ T ≻ Z

T ≻ S ≻ Z

S ≻ T ≻ Z

B ≻ A ≻ C

A ≻ B ≻ C

A ≻ B ≻ C

Plusieurs solutions existent : Trouver une affectation d’étudiants

▶ en prenant les k premiers choix des universités.

▶ en prenant les k premiers choix de tous les acteurs.

▶ ....

Question : et si les étudiants ne sont pas coopératifs ?
Reformulation : Compte tenu d’un ensemble de préférences parmi
les hôpitaux et les étudiants, concevoir un processus d’admission
décentralisé.



Affectation d’étudiants dans les hôpitaux

Objectif : Compte tenu d’un ensemble de préférences parmi les
hôpitaux et les étudiants, concevoir un processus d’admission
décentralisé.
Un couple (s,u) est une paire bloquante pour un couplageM si :

1. (s,u) /∈M,

2. s ≻uM(u)

3. u ≻sM(s)

Affectation stable : Affectation sans aucune paire bloquante.

▶ Condition naturelle et souhaitable.

▶ L’intérêt personnel individuel empêche tout accord entre
l’hôpital et l’étudiant.



Exemple : Affectation d’étudiants

▶ H = {Avignon,Bordeaux ,Cachan}
▶ E = {Sandrine,Teo,Zoe}

Avignon S ≻ T ≻ Z

Bordeaux T ≻ S ≻ Z

Cachan S ≻ T ≻ Z

SandrineB ≻ A ≻ C

TéoA ≻ B ≻ C

ZoéA ≻ B ≻ C

Les paires suivantes A− T , B − S , C − Z sont-elles bloquantes ? non
C’est une affectation stable
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Exemple : Affectation d’étudiants

▶ H = {Avignon,Bordeaux ,Cachan}
▶ E = {Sandrine,Teo,Zoe}

Avignon S ≻ T ≻ Z

Bordeaux T ≻ S ≻ Z

Cachan S ≻ T ≻ Z

SandrineB ≻ A ≻ C

TéoA ≻ B ≻ C

ZoéA ≻ B ≻ C

Les paires suivantes A− T , B − S , C − Z sont-elles bloquantes ? non
C’est une affectation stable



Algorithme de Gale-Shapley

1. initialise le couplageM comme le couplage vide

2. tant qu’il existe un hôpital u non-affecté et qu’il n’a pas
demandé à tout sa liste faire

2.1 s← le premier étudiant de sa liste que u n’a pas encore
demandé

2.2 si s n’est pas saturé alors

insérer le couple (s,u) dans le couplage

2.3 Sinon

2.3.1 si s préfère u à sa demande courante u′ = M(s)
alors alors remplacer le couple (s, u′) par (s, u)
sinon sinon rejeter cette demande

3. Retourner le couplageM



Exemple : Exécution de l’algorithme de Gale-Shapley

Avignon

Bordeaux

Cachan

Sandrine

Téo

Zoé

S ≻ T ≻ Z

T ≻ S ≻ Z

S ≻ T ≻ Z

B ≻ A ≻ C

A ≻ B ≻ C

A ≻ B ≻ C



Propriétés de l’algorithme de Gale-Shapley

Observation 1. Les hôpitaux proposent aux étudiants par ordre de
préférence décroissante.
Observation 2. Une fois qu’un étudiant est apparié, il ne devient
plus jamais non apparié. Il ne fait que changer de choix
Observation 4. La boucle Tant que est itérée au plus |H| · |E|.
Observation 5. L’ensembleM retourné par l’algorithme est bien
couplage car

▶ Seul un hôpital non-apparié fait une proposition.

▶ Un étudiant garde uniquement la meilleur proposition qu’il a
reçu.



Propriétés de l’algorithme de Gale-Shapley

Observation 1. Les hôpitaux proposent aux étudiants par ordre de
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préférence décroissante.
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▶ Un étudiant garde uniquement la meilleur proposition qu’il a
reçu.



Propriétés de l’algorithme de Gale-Shapley

(Ici on suppose qu’il y a autant d’ hôpitaux que d’étudiants. Tous
les étudiants postulent à toutes les universités.)

Lemme
Tous les hôpitaux sont appariés dans le couplageM retourné par
l’algorithme.

Corollaire
Tous les étudiants sont appariés.

Corollaire
Tous les étudiants sont appariés.



Propriétés de l’algorithme de Gale-Shapley

(Ici on suppose qu’il y a autant d’ hôpitaux que d’étudiants. Tous
les étudiants postulent à toutes les universités.)

Lemme
Tous les hôpitaux sont appariés dans le couplageM retourné par
l’algorithme.

Preuve par contradiction :

▶ Supposons qu’il existe un hôpital u non-apparié.

▶ Il existe aussi un étudiant s non-apparié

▶ s n’a jamais reçu de proposition par l’observation 2.

▶ Par conséquence u n’a pas fait de proposition à s.

▶ Comme u n’est pas apparié, u a du proposé à tous les
étudiants (et aussi à s).

▶ D’où la contradiction.
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Propriétés de l’algorithme de Gale-Shapley

(Ici on suppose qu’il y a autant d’ hôpitaux que d’étudiants. Tous
les étudiants postulent à toutes les universités.)

Lemme
Tous les hôpitaux sont appariés dans le couplageM retourné par
l’algorithme.
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▶ Supposons qu’il existe un hôpital u non-apparié.
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L’algorithme de Gale-Shapley

Lemme
Le couplageM retourné par l’algorithme n’admet pas de paire
bloquante

Preuve : Soit (u, s) qui ne sont pas dansM.

Cas 1 : u n’a jamais fait de proposition à s.

u préfèreM(u) à s.
(u, s) n’est pas une paire bloquante deM

Cas 2 : u a fait une proposition à s.

s a rejeté la proposition u
s préfèreM(s) à u.
(u, s) n’est pas une paire bloquante deM



L’algorithme de Gale-Shapley

Lemme
Le couplageM retourné par l’algorithme n’admet pas de paire
bloquante

Preuve : Soit (u, s) qui ne sont pas dansM.

Cas 1 : u n’a jamais fait de proposition à s.

u préfèreM(u) à s.
(u, s) n’est pas une paire bloquante deM

Cas 2 : u a fait une proposition à s.

s a rejeté la proposition u
s préfèreM(s) à u.
(u, s) n’est pas une paire bloquante deM

Donc si dans les deux cas, (u, s) n’est pas une paire bloquante de
M, alors le lemme est prouvé.
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L’algorithme de Gale-Shapley

Lemme
Le couplageM retourné par l’algorithme n’admet pas de paire
bloquante

Preuve : Soit (u, s) qui ne sont pas dansM.

Cas 1 : u n’a jamais fait de proposition à s.
u préfèreM(u) à s.
(u, s) n’est pas une paire bloquante deM

Cas 2 : u a fait une proposition à s.
s a rejeté la proposition u
s préfèreM(s) à u.
(u, s) n’est pas une paire bloquante deM



L’algorithme de Gale-Shapley

Théorème [Gale-Shapley 1962]

L’algorithme de Gale-Shapley retourne une affectation stable pour
n’importe quelle instance du problème.

Remarque : Il y a plusieurs applications liées aux problèmes de
marriage stable.
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Extension : et si les acteurs avaient des préférences
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Thèmes abordés pendant cette séance.

▶ Graphes : notation + représentation
▶ Comment modéliser un problème :

▶ affectations des étudiants
▶ utilisation d’algorithmes classiques

▶ Trouver des instances qui permettent de mettre à défaut
l’utilisateur.

▶ Complexité en terme de mémoire et en terme d’opérations

La semaine suivante les algorithmes gloutons
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