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Réservation des ressources (path auctions)

e Un réseau : G = (V,E) avec capacités c: E — R
e Un ensemble de requétes R définit (chemin, demande, budget)
e Un administrateur.

Objectif global : affecter le plus grand nombre de ressources en
maximisant le bénéfice de I'administrateur (coiit social).

réseau avec un ens. de requétes
sélectionnées.

Comment convaincre les participants de révéler leur
réelle demande et leur réelle valuation ?

e Trouver des mécanismes qui permettent d'allouer les chemins
au bon prix.

o Par exemple : les mécanismes de VCG.

Contexte

Encheres
Mécanisme vérace
Mécanismes véraces : encheres de Vickrey

Algorithme d'approximation.
Algorithme d’allocation
Propriétés des encheres de Vickrey.
Allocation de ressources pour une aréte.

Le probleme du plus court chemin

Conclusion

Analogie avec les enchéres combinatoires

Enchére combinatoire (Allocation des ressources)
Enoncé

e un ens. de m objets U (de m arétes £ )
o 1 ens. de n participants (requétes) (N)
o Chaque participant (requéte) i a
o une fct de valuation (privée) t; pour chaque sous-ensemble

S C U (1 chemin de capacité c¢;)
e une fct de déclaration d; pour chaque S C U (pour ce chemin)

Objectif

o allouer les objets de fagon a maximiser le coiit social
(w =23, d;(S) avec S; le lot affecté a j )
o déterminer le paiement pour chaque participant.

[llustration : un objet (ou une aréte de capacité 1)



lllustration : un objet (ou une aréte de capacité 1)

o 1 objet (V)

lllustration : un objet (ou une aréte de capacité 1)

o 1 objet (V)
o 2 participants (N = {Alice,Bob})
e Alice : tajice = 40, dajice = 25,
® Bob : tgop = 24, dpop = 19,
e 2 questions :
Qui remporte ?

Et a quel prix?

lllustration : un objet (ou une aréte de capacité 1)

o 1 objet (V)

e 2 participants (N = {Alice,Bob})
e Alice : tajice = 40, dajice = 25,
® Bob : tgep = 24, dpop = 19,

e 2 questions :

Qui remporte ? celui qui a fait la
meilleur annonce
Et & quel prix? sa déclaration

Scénario : Alice remporte |'objet au prix de 25

e Gain d' Alice : upyice =40 —25=15
e Gain de Bob : uge, =0
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lllustration : un objet (ou une aréte de capacité 1)

e 1 objet (U)

o 2 participants (N = {Alice,Bob})
e Alice : tajice = 40, dajice = 25,
® Bob : tgop = 24, dpop = 19,

e 2 questions :

Qui remporte ? celui qui a fait la
meilleur annonce
Et a quel prix? sa déclaration

Scénario : Alice remporte |'objet au prix de 25

e Gain d' Alice : uprice =40 —25=15
e Gain de Bob : uge, =0



Définition : mécanisme

Données

o un ensemble de m objets (U)
o un ensemble de n participants () avec les vecteurs f et d

Un mécanisme est caractérisé par

N

1. un algorithme d’allocation x : x;(d) le lot affecté a i

2. une fonction de paiement p : le participant i doit honorer
—

g
pi(d) pour le lot x;(d)

valuation — paiement  si xi(d)#0

L'utilité pour i :u; = .
0 sinon

Mécanisme vérace

Un mécanisme (x, p) est vérace si quelque soit le participant /, la
stratégie t; de “dire la vérité” est une meilleure stratégie, i.e :

Vd vecteur de déclarations, u;(t;, d—;) > u;(d;, d_;)

avec d_; vecteur de déclarations de tous les participants sauf celui
de /.

Encheres de Vickrey pour un object

Données :

® n joueurs voulant acquérir un objet O

o vecteur de type f et de déclarations d
Objectif global (colit social) : déterminer un prix le plus haut
possible.

[ . maximiser t; — prix si i acheéte O
Objectif local pour i : u; = { i~ P

0 sinon
Description du mécanisme :
1. Algorithme d’allocation : celui qui a donné la meilleure offre.
2. Algorithme de paiement : la seconde meilleure offre.

prix = max{d; : j # argmax{d;}}

Définition : mécanisme

Données

o un ensemble de m objets (U)

e un ensemble de n participants () avec les vecteurs ¢ et d

Un mécanisme est caractérisé par

.
1. un algorithme d’allocation x : x;( d) le lot affecté a i

2. une_fonction de paienEnt p : le participant i doit honorer
pi(d) pour le lot x;(d)

ti(d) —pi(d) si x(d)#0

L'utilité pour i : u; = .
0 sinon

Retour a |'exemple : Enchere vérace?

o 1 objet (U)

e 2 participants (N = {Alice, Bob})
e Alice : tajice = 40, dajice = 25,
® Bob : tgo, = 24, dgop = 20,

® 2 questions :

Qui remporte ? Et a quel prix?
Scénario : Alice remporte |'objet au prix de 25
Gain d’ Alice : Upjce =40—25=15

allocation = premier prix

. . n'est pas vérace.
prix = declaration P

Le mécanisme {

[llustration
valeur qu'il est | valeur qu'il utilité
prét a mettre déclare pi | ui=ti—p;
ti d;
Stratégie “dire la vérité' pour Alice
joueur Alice 40 40 19 21
joueur Bob 24 19 0 0




Illustration

Illustration

Les encheres de Vickrey sont des mécanismes véraces

Theorem (Vickrey73)

Les mécanismes VVCG sont des mécanismes véraces.

e Pour la déclaration :

0 j perd
>~—vw

déclaration

valeur qu'il est | valeur qu'il utilité valeur qu'il est | valeur qu'il utilité
prét a mettre déclare pi | ui=ti—pi prét a mettre déclare pi | ui=ti—p;
ti d; ti d;
Stratégie “dire la vérité’ pour Alice Stratégie “dire la vérité' pour Alice
joueur Alice 40 40 19 21 joueur Alice 40 40 19 21
joueur Bob 24 19 0 0 joueur Bob 24 19 0 0
Stratégie “Sous-estimer le prix' pour Alice Stratégie “Sous-estimer le prix' pour Alice
joueur Alice 40 25 19 21 joueur Alice 40 25 19 21
joueur Bob 24 19 0 0 joueur Bob 24 19 0 0
Stratégie “Sous-estimer le prix' pour Alice
joueur Alice 40 14 0 0
joueur Bob 24 19 14 10
11 11

Encheres de Vickrey généralisées (GVA).

Soit d le vecteur des déclarations.
e La fonction d’allocation est de maximiser la somme des
valeurs déclarées pour les acheteurs.
e Chaque acheteur regoit la prime correspondant a la somme
correspondant au gain si il participe.

d—j

o Pour son utilité :
0

J gagne

seconde meilleure offre

L déclaration

prix;(d) = valeur déclarée -(Valeur de I'ensemble avec LUI -
Valeur de I'ensemble SANS LUI)

g utilité = 0
%

d_

Résultat sur I'allocation de ressources

Enoncé

e Un réseau :

T
utilité fixée

J
seconde meilleure offre

Theorem (Vickrey73)

Les mécanismes généralisées VCG sont des mécanismes véraces.

Mécanisme vérace : pour les cas polynomiaux

G = (V,E) avec capacités c : E — R

e Un ensemble de requétes R définit (chemin, demande, budget) H 1 aréte ‘ Chemin ‘ Arbre ‘ Graphe
requéte Poly Poly
Objectif : unitaire || mécanisme | mécanisme
Trouver un mécanisme vérace { algo d’allocation, fct de paiement ) vCG VCG
) ) ) requéte
Quelque résultats sur |'algorithme d'allocation : non-
‘ H 1 aréte ‘ Chemin ‘ Arbre ‘ Graphe unitaire
requéte Poly Poly NP-Complet NP-Complet
unitaire (algo (algo 1/4-approx. | O(1/+/n)-approx Dans les problémes ol le probléme d’affectation est polynomial, les
glouton) | dynamique) [2003] [1999] encheres VCG généralisées peuvent s'appliquer.
requéte | NP-Complet | NP-Complet | NP-Complet NP-Complet Que se passe-t-il pour les cas non-polynomiaux ?
non- 1/2-approx | 1/3-approx. | 1/48-approx. | O(1/+/n)-approx
unitaire | FPTAS [2002] [2003] [1999]




Enchere de Vickrey : propriété

Définition
La fonction d'allocation est monotone si pour chaque le participant
J et pour Vd_j,

Si j gagne en déclarant dj = (s, d),
alors,
Jj gagne aussi déclarant d; = (s',d’) avec s’ C's, d' > d.

Remarque : La fonction d'allocation pour les enchéres de Vickrey
est monotone

0 d;
J déclaration

d_ J gagne

Enchere de Vickrey : la valeur critique

Theorem (Nisan02)

Soit A un algorithme d'allocation monotone. Pour n'importe d_j;, il
existe une unique valeur critique vc(d_;) € RU oo+, tel que
Vv; > vc(d_;), j gagne sinon il perd.

Preuve :
0 ) )
°. o - déclaration
J P(‘IdT T1 gagne

Enchere de Vickrey : |a valeur critique

Theorem (Nisan02)

Soit A un algorithme d'allocation monotone. Pour n'importe d_j;, il
existe une unique valeur critique vc(d_;) € R U oo+, tel que

Yv; > ve(d_;), j gagne sinon il perd.

Preuve :

0
_ déclaration

j perd! tj gagne

Enchere de Vickrey : la valeur critique

Theorem (Nisan02)

Soit A un algorithme d'allocation monotone. Pour n'importe d_j, il
existe une unique valeur critique vc(d_;) € R U oo+, tel que

Yv; > ve(d_;), j gagne sinon il perd.

Preuve :
0 . .
_ _ " déclaration
J pcrdt T] gagne

Enchere de Vickrey : la valeur critique

Theorem (Nisan02)

Soit A un algorithme d’allocation monotone. Pour n'importe d_;, il
existe une unique valeur critique vc(d_;) € RU oo+, tel que

Vv; > ve(d—;), j gagne sinon il perd.

Preuve :

0

° déclaration

i perdT t J gagne

Enchere de Vickrey : la valeur critique

Theorem (Nisan02)

Soit A un algorithme d'allocation monotone. Pour n'importe d_j, il
existe une unique valeur critique vc(d_;) € R U oo+, tel que

Yv; > ve(d_;), j gagne sinon il perd.

Preuve :

0
_ déclaration

- j perd 4 J gagne
ve(d; )T N




Enchere de Vickrey

o la valeur seuil = max{d; : j # arg max{d;}}.
0 J perd déclaration
" -
0 1 j gagne
- ve(d—j)
Definition

La fonction de paiement associé a un algorithme d'allocation
monotone A est basée sur la valeur critique.

pj=ve(d—;) sijgagne
pj=0 sinon (j perd)

Allocation de ressources pour une aréte.

Analogie avec le probleme du sac-a-dos :
e un sac-a-dos de capacité b

Données : e n objets de poids sy, ...,s, et
de valeurs di,...,d,
Question : Calculer un ensemble S C {1,...,n} tel que 3, d;
soit maximum tel que > ;g5 < b

Exemple de I'algorithme glouton avec I'ordre “sj—‘

DDDD

Sa¢ 91/3 31/5 12/2 7/2

Mécanisme vérace.

Théoreme
Tout mécanisme tel que

1. la fonction d'allocation A est monotone
2. la fonction de paiement A est basée sur la valeur critique.

est vérace.

Théoreme
Les mécanisme VCG est un mécanisme vérace.

1/2-approximation [Mu'alem et Nisan 2002]

Considérons I'algorithme suivant [Johnson1973] MAX (A1, Az) :
e Soit A; : I'algorithme glouton utilisant I'ordre suivant “:{'

I
e Soit Ay : I'algorithme glouton utilisant I'ordre suivant d;

e retourne la solution qui est la meilleur de des deux.

Théoréme : L'algorithme d'allocation MAX(A;, A2) est une
1/2-approximation

Comment construire un mécanisme vérace sachant que cet
algorithme sera la fonction d'allocation ?

Exemple de I'algorithme glouton avec |'ordre “Z—_"‘

DDDD

sac 21T/3 31/5 12/2 7/2



Exemple de |'algorithme glouton avec I'ordre “sj—f‘

DDDD

sac 21/3 31/5 12/2 7/2

Exemple de I'algorithme glouton avec I'ordre "Z—‘

DUDD

Sa¢ 9173 31/5 12/2 7/2

Propriété de I'algorithme glouton A; utilisant I'ordre r

Algorithme A; monotone ? oui car
o Considérons la configuration ol j gagne en déclarant (s; : dj)
e Gagne-t-il en déclarant (s] : d) avec s < sj et d/ < d;?

r({(s): d)) < r({sj : dj)

DDDD DDUD

Sa¢ 21/3 31/5 12/2 7/2

Exemple de I'algorithme glouton avec I'ordre ‘f—_"‘

DDDD

Sac 91/3 31/5 12/2 7/2

Exemple de I'algorithme glouton avec I'ordre “:—‘

DUDD

53¢ 91/3 31/5 12/2 7/2

Propriété de I'algorithme glouton A; utilisant I'ordre r

Algorithme A; monotone ? oui car
o Considérons la configuration ol j gagne en déclarant (s; : dj)
o Gagne-t-il en déclarant (s : df) avec s} < sj et dj < d;?

r((sj = df)) < r((s;: dj))

DDDD He UD

sac 21/3 31/5 12/2 7/2 sac 21/3 7/1 31/5 12/2



Propriété de I'algorithme glouton A; utilisant I'ordre r

Algorithme A; monotone ? oui car
o Considérons la configuration ol j gagne en déclarant (s; : dj)
e Gagne-t-il en déclarant (s] : dj) avec s} < sj et df < d;?

r({(s): d)) < r({sj < dj)

DUDD e UD

sac 21/3 31/5 12/2 7/2 Sa¢ 91/3 7/1 31/5 12/2

Propriété de I'algorithme glouton A; utilisant I'ordre r

Algorithme A; monotone ? oui car
o Considérons la configuration ol j gagne en déclarant (s; : dj)
o Gagne-t-il en déclarant (s : d) avec s < sj et d < d;?

r({sf = d) < r({s: d)))

DDDD e UD

Sac 91/3 31/5 12/2 7/2 Sa¢ 91/3 7/1 31/5 12/2

Fonction d’allocation monotone

A algo. gl ilisant I e
MAX(Al,Ag) _ max( 1 algo. glouton utilisant I'ordre EE > ]

Ay algo. glouton utilisant |'ordre d;

Remarque
Le maximun de deux ou plus fonctions d’allocation monotone n'est
pas monotone.

Propriété de I'algorithme glouton A; utilisant I'ordre r

Algorithme A; monotone ? oui car
 Considérons la configuration oli j gagne en déclarant (s; : dj)
o Gagne-t-il en déclarant (s : df) avec s} < sj et dj < d;?

r({(s) d)) < r((sj : )

DUDD e UD

Sa¢ 21/3 31/5 12/2 7/2 Sa¢ 2173 7/1 31/5 12/2

Propriété de I'algorithme glouton A; utilisant I'ordre r

Algorithme A; monotone ? oui car
o Considérons la configuration ol j gagne en déclarant (s; : dj)
o Gagne-t-il en déclarant (s} : dj) avec s] < sj et dj < d;?

r((s}: df)) < r({s;: d))

DDDD e DD

Sa¢ 91/3 31/5 12/2 7/2 Sa¢ 91/3 7/1 31/5 12/2

Fonction allocation monotone bitonique
Définition :
La fonction d'allocation monotone est bitonique par rapport a son
colit social si pour d_; :

cout social

déclaration

Lemme [Mu'alem et Nisan 2002] :

Un algorithme qui consiste a sélectionner le maximum de 2 ou +
d'algorithme bitonique est un algorithme monotone.



I'algorithme glouton A; utilisant I'ordre r est bitonique

o Configuration : 7 exemplaires d'un i objet et
déclarations = (< 1:7>,<3:19>,<2:12>,<2:7>),
o liste des gagnants = (< 1:7>,<3:19>,<2:12>),

e Pour le participant < 3:19 > :
cotit social

34 o
26

valeur-critique , .
— déclaration
0 10.5 15

En résumé

H 1 aréte ‘ Chemin ‘ Arbre ‘ Graphe ‘
requéte Poly Poly en cours NP-Complet
unitaire || mécanisme | mécanisme | 1/4-approx. | O(1/y/n)-approx

VCG VCG [2002]
requéte || 1/2-approx | 1/3-approx
non- FPTAS [2006] O(1/+/n)-approx
unitaire [2005] [2002]
28
C'est-a-dire

Données :

Objectif global : le & court chemin C = {x,a, m, y} de poids 7
Objectif local :

e cout(b) = cout(c) = cout(g) =0
e cout(a) =4 et cout(m) =3

1/2-approximation

Considérons I'algorithme suivant MAX (A1, A7) :
e Soit A; : I'algorithme glouton utilisant I'ordre suivant ‘g"—"‘
e Soit Ay : I'algorithme glouton utilisant I'ordre suivant dj

o retourne la solution qui est la meilleur de des deux.

Théoreme : Le mécanisme
o ayant MAX (A1, Az) comme sa fonction d'allocation

e ayant sa fonction de paiement basée sur la valeur critique de
MAX (A1, A2)

est vérace.

Probleme du plus court chemin

Données : un graphe G = (V, E)
e Un sommet w est un agent w
o Chaque sommet w a un type t,, (un poids)
e deux sommets de x et y distincts

Objectif global :

Trouver un chemin C de + court chemin entre x et y.
Objectif local de w :

minimiser le colit de w avec
si C ne traverse pas w

cout(w) = .
(w) ty si C traverse w

Le mécanisme sur le plus court chemin.

- . — .
o A(d) : algo. du @ court chemin avec d comme poids.
o Fixons i et d_;. Lg—x = la longueur du pcc si d; = x.
e Posons C; = —Lg—0 + Lg—o0 €t
o définission la prime

o C; siiest dans le plus court chemin

Pi= 0 sinon

o Chaque agent veut maximiser u; = p; + v;.



[llustration : max u; = p; + v;

Y Si I'agent a ne dit pas la vérité et déclare 8,
85—y
b

e pour les agents ¢,g,m (¢ pcc) : pi=0et u; =0
e pour 'agent a (€ pcc) : p; =T et u; =3
° FL’a = —La,~0 2’ La,=4o0 e pour 'agent a (¢ pcc) : p; =0 et u, =0.
o Lyo=3¢etly oo =0deypp=10 ) : ]
o v:ﬂ:O— t, = 7:aet+ua _ 362g0 " L’agent a ne tire pas profit de son mensonge
e pour I'agent m (€ pcc) : pm =5 et up =2
o Ly—o=di=4etLy,—1oc=0dsp=9
® Ppm=—4+9=5etup=—tn+5>-3+5>0
33

Illustration : max u; = p; + v;

Si tout le monde choisit de dire la vérité,

Signification de la stratégie dominante

O 24—
. 0,
3 g/_m

m
“dire la verité"

Illustration : max u; = p; + v;

Si I'agent 4 ne dit pas la vérité et déclare 0.5,

Stratégie “déclarer 0.5 au lieu de 2"

e stratégie dominante s; : Vd_; ,Vd; , u,-(s,-, d,,') > Ll,‘(d,', d,,')
o stratégie que 4 a d’annoncer 0.5 n'est pas dominante car

e pour I'agent 4 (€ pcc) : ps =1 et ug = —3. ui(si,d-;) < wi(ti,d-;)
® pa=—Lla=0+ Lay=too = —6+7=1
o U =-441<0 -4+l = 0

L'agent 4 ne tire pas profit de son mensonge

mécanisme vérace ? Preuve du Lemme.

Lemme 1 : GG = —Lg.—0 + Lg=+c0 €St une valeur seuil : . . .
. ! ] du point 2 : par contradiction : supp. que i € pcc.

1. di < C; = I'agent i est dans le plus court chemin. /

2. d; > C; = I'agent i n'est pas dans le plus court chemin. ¢ longueur du pcc = dj + Lg,—o N/

3.t = C,' = V(?, LI,'(&) =0. ¢ Donc d; + Ld’:0 s Ld,v:+oo c‘\})—g 4

i . iction : ; e Doncd; < G N - m
Preuve du point 1 : par contradiction : supp. que / gpcc. ! ! d:=8,C=-54+10
ad D du point 3 :

e Sii¢ pcc, alors uj=0

e longueur du pcc = Lg— i
0.
o Sij€pcc, ui=—ti+ C =0.

e Donc Lg— o < Lg—0 + d; ey -
(=4 & m

* Done G < d; 4= 05,C——6+7
i =05, =—



mécanisme vérace ?

Proposition 1 : le mécanisme est vérace.
Preuve :
e uj(x,d_;) = utilité de I'agent i quand i annonce x.
o Sit; < Gi. Vd;, ui(t;) > ui(d;)
o jdéclare t; : i € pcc et ui(t)) =vi+pi=—t;+C >0.
o i déclare d; : ui(t;) > ui(d;)
° d; <G :ié€pccetu(d)=—ti+ C = ui(t;)
i € pcc dans les deux cas (le gain = la prime)
o di > G :i¢pccetu(d)=0
ui(ti) > ui(d;)

Conclusion

o Réservation de chemins avec mécanismes véraces :
probleme d'allocation + probléme de paiement
e Probleme d'allocation = probléme du sac-a-dos (algorithmes
d'approximation ayant de “bonnes” des propriétés)
o L'objectif ici est d'inciter les participants a dévoiler leurs
besoins/valuation

Mais pas de maximiser le revenu de
["administrateur ! 1]

Preuve de la Proposition

e Sit; > C :Vd;, Ll,'(t,') > u;(d,-)
o idéclare t; : u;(t;) =0 car i ¢ pcc.
o i déclare d; : ui(t;) > ui(d;)
e d; <G i€ pec. Doncui(d) =—ti+ G <0 =ut;)
° d > GC;i¢pccet0=u(t) = u(d)

Question ?
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