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Objectif de la préesentation

METTRE UN ensemble d’éléments fixés dans

des sacs de méme
capacité en utilisant le moins possible de

Sacs.
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Plan

1. Présentation du probleme.

2. Algorithme glouton d’approximation.

3. Inapproximation.

4. Remarqgue sur le codage des données.
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Petit rappel sur la complexité:

Définition:
Un IT = (Dy, Y1) correspond
a un ensemble d’'instance Dy

et a un sous-ensemble Y1 C Dy d'instances positives.

REMARQUE:
Probleme de décision # probleme de construction.
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Enoncé du probléme Bin Packing:

INSTANCE:
un ensemble B de boites

une fonction taille w : B — N
un entier c

un entier &
QUESTION:
Existe-t-il un rangement R des boites de B

dans £ sacs de capacite ¢?
Remarque: Un rangement R est une application B — [1...k]
tel que

1. R(b) = j signifie que la boite b est placée dans le sac ;.

2. Vj € [1"'k]7ZbEBIR(b):jw(b) <c
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Definition de la classe NP

Définition: Une relation binaire R(x,y) est

si il existe un polynome Poly tel que étant donnée x et
y, on peut determiner si R(x,y) = 1 en temps Poly(|x|)

Définition: Un probleme de décision Il = (Dy, Yi7) est dans
si et seulement si il existe une relation binaire R(x, y)
est polynomiale tel que

Va € D, x € Yy Sl et seulement si dy tel que R(x,y) =1
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Exemple d’un probleme dans N P.

Le probleme Bin packing est dans NP car:
xr = une instance de Bin packing

y = un rangement.

R(x,y): D X ens_de_rangement — {0, 1} verifie en
temps polynomiale que le rangement y est correct par
rapport a I'instance x.

Rappel: Un probléme de décision II = ( Dy, Y77) est dans si et
seulement si il existe une relation binaire R(:I:, y) est polynomiale tel que

Va € Drg, x € Y7y si et seulement si Jy tel que R(x,y) = 1
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Deéfinition: Transformation polynomiale

Un probleme Pb1 est plus simple gu’'un probleme Pb2 (noté
Pbl < Pb2) : s’ll existe une fonction f : Dpp; — Dppe QUi S€
calcule en temps polynomial telle que

v € Ypyp ssi f(x) € Ypyo
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Résultats a venir.

. Le probleme du bin Packing est NP-complet.
. Un algorithme glouton est une 2-approximation.

. Il n’existe pas d’algorithmes polynomiaux.
d’approximation pour le probleme Bin Packing ayant un
rapport de 3/2 —e.
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Complexité

Théoreme 1: Le probleme du Bin Packing est NP-complet.
Preuve:

1. Probleme est dans NP.

2. Réduction avec le probleme Partition:
INSTANCE:
un ensemble S = {s1,...,5m}

une fonction de poids W : S — N
QUESTION:

Existe-t-il une partition de S en 2 sous-ens S; et S,
2 sesy, W(S) = 2 ses, WI(s)
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Complexité

Théoreme 1: Le probleme du bin Packing est NP-complet.
Preuve:

1. Probleme est dans NP.

2. Réduction avec le probleme Partition:
INSTANCE:
un ensemble S = {s1,...,5m}

une fonction de poids W : S — N
QUESTION:

Existe-t-il une partition de S en 2 sous-ens S; et S,
2 sesy, W(S) = 2 ses, WI(s)

[
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Complexité

Théoreme 1: Le probleme du bin Packing est NP-complet.
Preuve:

1. Probleme est dans NP.

2. Réduction avec le probleme Partition:
Définissons la transformation polynomial F

B=S

Vs € S,w(s) = W(s)

c = ZSGSQW(S)

F(S, W) =

k=2
[
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[llustration de la transformation

Partition Bin Packing
S =Aay,az,as,a4,as5} B ={a1,a2,as3,a4,a5}
Wiar,az, a3, as,a5)= {6,7,2,4,1} — W (a1,az, a3, as,a5)= {6, 7, 2
c=10, k=2
Réponse: oui car Réponse: oui car

= {arai)
= {a9, a3, a5} “ i \mlg“
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Plan

1. Présentation du probleme.

2. Algorithme glouton d’approximation.

3. Inapproximation.

4. Remarqgue sur le codage des données.
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Comment résoudre un pb. NP-complet?

Difficulté a trouver un algorithme polynomiale si le
probleme est NP-complet.
Existance de 2 approches de résolutions: peut convenir

1. un algo. exponentiel si la taille de I'instance est
petite.

2. un algo. polynomial trouvant une solution “presque”
optimale.
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Petit rappel sur la complexité:

Un I1
est défini de la facon suivante:

e Dy : un ensemble d’'instances.

e S1i(/): un ensemble fini non-vide de solutions pour
chague instance I de Dy

e une fonction d’évaluation mp

Pour chaque instance I de Dy, et pour chaque
candidat o € Spy(1) :

mm ([, o) estla valeur de la solution (un rationnel).
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Petit rappel sur la complexité:

Si le probleme II est un probleme de minimisation, alors la
pour l'instance I de Dy est la ou une
solution ¢* € Spy([) tel que

Vo € Su(l), mu(l,0") <mp(l,o0)

Notons OPTy(I) = my(1,0™)

Un algorithme A est un de II si
pour toute instance I de Dy, A retourne un o € Spp(1)
optimal.

Notons dans ce cas A(I) = my(L, o) pour le o retourné.
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Rapport d’approximation.

Soit IT un prob. de minimisation. Soit I une instance de Dy

Le d’'un algorithme A est RA(1) = 01;4}9([).
Le R4 pour un

algorithme d’approximation est defini:

Ra=inf{r>1:Ra(I) <r, VI € Dy}
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"algorithme Next Fit.

, unens. B ={by,...,b,} de boites,
ENTREE:

une fonction w : B — N, un entier c

SORTIE: Un entier k
ALGORITHME:

1. j=1
2. Pour i allant de 1 a n faire
(a) Sib; peut étre mis dans S;, S; «— S; U {b;}
(b) Sinon
. j—j+1
Il S — {b;}
3. retourner j
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[llustration de I’algo. Next Fit.

deux entiers «, et n tel que n = 4o,
unens. B = {b,...,b,} de boites,
une fonction w tel que w(B) = {a, 1,0,1,...,a, 1}

INSTANCE:

c = 2x
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[llustration de I’algo. Next Fit.

deux entiers «, et n tel que n = 4« ,

unens. B = {b,...,b,} de boites,

INSTANCE: _
une fonction w tel que w(B) = {a, 1,0,1,...,a, 1}
c =2«

SOLUTION OPTIMALE: o + 1
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[llustration de I’algo. Next Fit.

deux entiers «, et n tel que n = 4« ,

unens. B = {b,...,b,} de boites,
INSTANCE:

une fonction w tel que w(B) = {a, 1,a,1, ...,

c = 2u
SOLUTION OPTIMALE: @ + 1 ET SOLUTION FOURNI PAR LALGO: 2«

1boitedecap 1

/

I I 1 boite de capa

~— 20 sacs _—
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o, 1]
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icteur d’approximation de I’algo. Next Fi

Théoreme 2: Lalgorithme Next Fit retourne une solution a un
facteur 2 de I'optimal.
Preuve:

s Notons 5 =), zw(b) et k la valeur retournée par 'algo.
s OPT > (/c
s Considérons i tel que b; € S; et b1 € Sjy1
s llexiste atelque a <0 <ibp €S,
o Zézaw( )<cetc< ZZH w(b) < 2c
s Globalement, kc < 230 w(b) donc k < 23/c < 20PT

[

Le probléme du Bin Packing(remplissage de sacs) — p.20/6!



_"algorithme First Fit Decreasing.

] un ens. B de boites, une fonction w : B — N
ENTREE: _
un entier ¢

SORTIE: Un entier k

ALGORITHME!:
1. Trier B ={by,...,b,} dans I'ordre décroissant en fct de w
2. k:=1,5:=1(
3. Pour ¢ allant de 1 a n faire
(a) Sib; peut étre mis dans un sac S; avec j < k, inserer
(b) Sinon

i. créer un nouveau sac Sy (Sps1 := 0)
li. insérer b; dans S, et réeactualiser k (k := k+ 1)
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[llustration de I’algorithme

EXeEMPLE: ¢ = 10, w(by) = 7, w(b2) = 6, w(bg) = w(by) = 3,
w(bs) = w(bg) = 2.

o

k=1



[llustration de I’algorithme

EXeEMPLE: ¢ = 10, w(by) = 7, w(b2) = 6, w(bg) = w(by) = 3,
w(bs) = w(bg) = 2.

o

[_®

k=1



[llustration de I’algorithme

EXeEMPLE: ¢ = 10, w(by) = 7, w(b2) = 6, w(bg) = w(by) = 3,
w(bs) = w(bg) = 2.

v b

[_®

k=2



[llustration de I’algorithme

EXeEMPLE: ¢ = 10, w(by) = 7, w(b2) = 6, w(bg) = w(by) = 3,
w(bs) = w(bg) = 2.

v b

i b [

k=2



[llustration de I’algorithme

EXeEMPLE: ¢ = 10, w(by) = 7, w(b2) = 6, w(bg) = w(by) = 3,
w(bs) = w(bg) = 2.

v b

i b [

> [2]

k=3



[llustration de I’algorithme

EXeEMPLE: ¢ = 10, w(by) = 7, w(b2) = 6, w(bg) = w(by) = 3,
w(bs) = w(bg) = 2.

v b

i b [

(o]

k=3



Facteur d’approximation

Théoreme 3: Lalgorithme First Fit Decreasing retourne une
solution a un facteur 2 de I'optimal.

REMARQUE

Proposition 1: OPT > (3. w(b;))/c.

Car la borne inférieure correspond a une solution ou tous
les sacs sont pleins.
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Facteur d’approximation

Théoreme 3: Lalgorithme First Fit Decreasing retourne une
solution a un facteur 2 de 'optimal.

Preuve:

Cas 1 oU w(b,) > ¢/2: I'algorithme glouton est optimal.

s 5

1 element par sac.

EXEMPLE: ¢ = 10, w(by) = 8, w(ba) =7, w(bs) =5, w(by) =5
[
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Facteur d’approximation

Théoreme 3: Lalgorithme First Fit Decreasing retourne une
solution a un facteur 2 de I'optimal.

Preuve:

Cas 1 oU w(b,) > ¢/2: I'algorithme glouton est optimal.
s | )
s 5

1 element par sac.

EXEMPLE: ¢ = 10,w(by) = 8, w(b) =7, w(bg) =5, w(by) =5
L]
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Facteur d’approximation

Théoreme 3: Lalgorithme First Fit Decreasing retourne une
solution a un facteur 2 de I'optimal.

Preuve:

Cas 1 oU w(b,) > ¢/2: I'algorithme glouton est optimal.
s | )
s 5
s B

Au plus 2 éléments par sac.

EXEMPLE: ¢ = 10,w(by) = 8, w(b) =7, w(bg) =5, w(by) =5
L]
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Facteur d’approximation

Théoreme 3: Lalgorithme First Fit Decreasing retourne une
solution a un facteur 2 de I'optimal.

Preuve.

Cas 1 o0 w(b,) > ¢/2: I'algorithme glouton est optimal.
s | 0
S, | 0
s__ B | b |

Au plus 2 éléments par sac.

EXEMPLE: ¢ = 10,w(by) = 8, w(b) =7, w(bg) =5, w(by) =5
L]
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Suite de la preuve.

Théoreme 3: Lalgorithme First Fit Decreasing retourne une
solution a un facteur 2 de I'optimal.

Cas 2 o0 w(by) < ¢/2:

Soit b; la boite pour laquelle le sac k a éete cree.

1. capacité des k& — 1 premiers sacs remplis (= c(k — 1))
= place vide (P) + place occupée (O)

(@) P < (k—1w(b)
(b) O < Z?zl,i;éj w(bi)

2. c(k—=1) <> jw(b)+wj)(k—1) < OPTc+ (k—1)c/2
Considerons uniguement le cas ouU (w(b;) < ¢/2)

3. k—1<20PT — k <20PT

Le probléme du Bin Packing(remplissage de sacs) — p.25/6!



Considerons I’exemple

deux entiers «, et n tel que n = 5a,

unens. B = {b,...,b,} de boites,

une fonction w tel que Vi, 1 < iaw(b;) = 1/2 + ¢,
Vi, 1 <i<a,w(b)=1/2+¢,
Vi,a+1<i<2a,w(b;) =1/4+4 2¢,
Vi,2a+1 <1 < 3a,w(b;) = 1/4 + ¢,
Vi,3a+ 1 <11 < ba,w(b;) =1/4 — 2e,

INSTANCE:

c = 2

SOLUTION OPTIMALE: = %oz

11

SOLUTION FOURNI PAR LALGO:. = FO&
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Plusieurs questions se posent alors. ..

1. Peut-on améliorer la borne inférieure de la prop.1?

2. Peut-on mieux évaluer le rapport d’approximation de
I'algorithme First Fit Decreasing ?

3. Peut-on trouver un algorithme ayant un meilleur rapport
d'approx.?
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Plusieurs questions se posent alors. ..

1. Peut-on améliorer la borne inférieure de la prop.1?non

2. Peut-on mieux évaluer le rapport d’approximation de
I'algorithme First Fit Decreasing ?

3. Peut-on trouver un algorithme ayant un meilleur rapport
d'approx.?

Solution optimale Sol ution obtenue par I’ algorithmu

ElEE s ZHE
[ = 25 | [ 25 [ &l 221

| a3 |

c=8,w(a)) =w(a2) =w(az) =2, w(ay) = w(as) = 3,

w (a’6 ) - 4 Le probléme du Bin Packing(remplissage de sacs) — p.27/6!



Plusieurs questions se posent alors. ..

1. Peut-on améliorer la borne inférieure de la prop.1?non

2. Peut-on mieux évaluer le rapport d’approximation de
I'algorithme First Fit Decreasing ?peut-etre mais il est
au moins égal a 3/2.

3. Peut-on trouver un algorithme ayant un meilleur rapport
d'approx.?

Solution optimale Sol ution obtenue par I’ algorithm

EEE e 2N
[ = 25 | [ 35 [ ] 2]

== |

C = 8, w(al) = ’UJ(G/Q) — ’UJ(G/B) — 21 w(a4) Le:prob@#(u%;ki@_@mﬁ?%sagedesacs)-p.27/es




Plan

1. Présentation du probleme.

2. Algorithme glouton d’approximation.

3. Inapproximation.

4. Remarqgue sur le codage des données.
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Définition de

Soit IT un probleme de minimisation.

Une gap-introducting réduction a partir de 3-SAT vers I1
corresponds a 2 parametres f et «. La réduction transforme
une instance de 3-SAT, ¢ en une de II noté z telle que

Si ¢ est satisfiable, OPT(z) < f(z)
Si ¢ n'est pas satisfiable, OPT(x) > a(|x]) f(z)

REMARQUE: La réduction montre qu’ il n’existe pas
d’algorithme d’approximation de rapport «(|z|) si P # NP
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Explication de la remarque.

La reductionR montre qu’ il n'existe pas d’algorithme
d’approximation de rapport a(|x|) SI P # NP

1. Soit A un algo. poly. d’approx. de rapport r < «a(|z|)
pour II.

2. Construisons un algorithme A’ pour 3-SAT

(@) =z — R(¢)

(b) a(z) — A(x)

(c) Sia(x) < a(lz])f(x), retourner VRAI

(d) Sinon a(x) > a(|x|)f(x) retourner FAUX .

3. Algo. A’polynomial = contradiction avec P # NP
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[ llustration

Par réduction,

OPT(X) s psatistiable  opT1(x) g cp\non satifiable

/
i i i >
0 f(x) o (|x])f(x)

Si A(x) < alz])f(x), alors ¢ est satisfiable, car

OPT(X)
N AKX

>0
i ] l >

0 f(x) a(|x])f(x)

Si A(x) > a(|z]) f(z), alors ¢ n'est pas satisfiable, car

OPT(X)
\ A(X)

=z ».
[ [ >

0 f(x) a(|x])f(x)
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Definition du probleme Partition.

INSTANCE:
un ensemble S = {s1,...,sm}

une fonction de poids W : S — N
QUESTION:

Existe-t-il une partition de S en 2 sous-ens S et S
23651 W(S) — ZSESQ W(S)
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Transformation

oBJecTIF. Transformer 1 instance de Partition en 1 instance
du Bin Packing.

B=S
Transformation F(S, W) = Vs € S, w(s) = W(s)
C = ZSES W(S)
- 2

Proposition 1: ~ Soit Z une instance du probleme partition.
Soit 7' = F(7) (instance du probleme bin packing).
= 2SI Z = (S,W) possede une partition,

la solution de 7’ _
> 3 sinon
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Preuve

B=2S
Transformation F (S, W) = Vs € S,w(s) = W(s)
o 2ses W)
o 2

Proposition 1:  Soit Z une instance du probleme partition.
Soit 7' = F(Z) (instance du probleme bin packing).
= 2SI Z = (5,YV) possede une partition,

la solution de 7’ _
> 3 sinon

Preuve.

1. Si S peut se partitionner équitable en 2 sous
ensembles, alors dans Z’, 1 sac = 1 partition.

2. Sinon, Il faut au moins 3 sacs.
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Resultat d’inapproximabilité.

Théoreme 3:  SI P # NP, Il n’existe pas d’algorithme
polynomiale d’approximation pour le probleme Bin Packing
ayant un rapport inferieure a 3/2 — e.

Preuve: par I'absurde.

Soit A un algo. poly. d'approx. pour Bin Packing ayant
un rapport a < 3/2 — .

Construisons un algorithme A" qui résoud le probleme
partition a partir de A.
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Algorithme A'.

ENTREE: un ens. S, une fonction W

SORTIE: un booleen
ALGORITHME:

1. 7/ = F(I)
2. Appliquer 'algo. A sur l'instance 7.
3. Sile nombre de sacs est > 3, retourner faux,

4. sinon, retourner vral.

Complexité: ?
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Algorithme A'.

ENTREE: un ens. S, une fonction W

SORTIE: un booleen
ALGORITHME:

1. 7/ = F(I)
2. Appliquer 'algo. A sur l'instance 7.
3. Sile nombre de sacs est > 3, retourner faux,

4. sinon, retourner vral.

Complexité: dependant de la complexité de A et de F
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Algorithme A'.

ENTREE: un ens. S, une fonction W

SORTIE: un booleen
ALGORITHME:

1. 7/ = F(I)
2. Appliquer 'algo. A sur l'instance 7.
3. Sile nombre de sacs est > 3, retourner faux,

4. sinon, retourner vral.

Complexité: polynomiale
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Resultat d’inapproximabilité.

Théoreme 3:  SI P # NP, Il n’existe pas d’algorithme
polynomiale d’approximation pour le probleme Bin Packing
ayant un rapport inferieure a 3/2 — e.

Preuve: par I'absurde.

Soit A un algo. poly. d’appro. pour Bin Packing ayant un
rapport a < 3/2 — .

A’ est un algo. polynomial

Si A(T") < (3/2 —€)OPT(Z') alors,

e SIOPT(T") < 3alors A(I) < (3/2 —¢€)2
e SIOPT(Z') >3 alors 3 < A(I)

[
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Resultat d’inapproximabilité.

Théoreme 3:  SI P # NP, Il n’existe pas d’algorithme
polynomiale d’approximation pour le probleme Bin Packing
ayant un rapport inferieure a 3/2 — e.

Preuve: par I'absurde.

Soit A un algo. poly. d’appro. pour Bin Packing ayant un
rapport a < 3/2 — .

A’ est un algo. polynomial résolvant le prob. partition a
partir de A.

Contradiction avec I'hypothese que P £ N P.
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Son appartenance a la classe PTAS?

Une conséquense du théoreme pecédent:

Théoreme 3:  SI P # NP, le probleme Bin Packing
N'appartient pas a la classe PTAS .

RapPPEL: Soit P un probleme dans NPO. Un algorithme A est
un schema d’approximation en un temps polynomial pour P
si pour n'importe quelle instance = de P, et pour n'importe
rationnel » > 1, alors .4 ayant comme entré (x,r) retourne
une solution ayant un rapport inferieure a . en un temps
polynomial en |z|.
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Plan

1. Présentation du probleme.

2. Algorithme glouton d’approximation.

3. Inapproximation.

4. Remarque sur le codage des données.
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lgo. résouvant le prob. Bin packing (£ =

un ens. B de boites, une fonction w : B — N

un entier c

SORTIE: UN booléen
ALGORITHME DYNAMIQUE:

ENTREE:

Soit T : n x ¢ X ¢ un tableau booléen initialisé a F.

Ti, w1, wz] =V signifie qu’ll existe un rangement des
premieres boites telle que

1. les boites du sac 1 occupe w; de capacite.

2. les boites du sac 2 occupe w, de capacité.

T[Z — 1,11]1 — w(bz),wg] =V
ouTi—1,w,ws —wb)) =V
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lgo. résouvant le prob. Bin packing (k£ =

] un ens. B de boites, une fonction w : B — N
ENTREE: _
un entier ¢

SORTIE: UN booléen
ALGORITHME:

1. Soit T : n x ¢ x ¢ un tableau booléen initialisé partout a F..
2. T[1,w(by), 0] :=T[1,0,w(by)] :== V

3. Pour 7 allant de 2 a n faire

(a) Pour 5, k allant de 0 a ¢ faire
. SiT|i—1,7,k] ==V alors
T, 7 +w(b), k] =V sij+w() <c
T, 5,k +w(b)] ==V sik+wb) <c

4 . Reto u rn er Vral SI T [77/7 * : *] — v SI N O N fau Xp:robléme du Bin Packing(remplissage de sacs) — p.42/6!
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Complexité de I’algorithme.

] un ens. B de boites, une fonction w : B — N
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1. Soit T : n x ¢ x ¢ un tableau initialisé a F. 0(n x ¢*) op.
2. T[1,w(by),0] :=T[1,0,w(by)] :=V; 0(1) opérations.
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Complexité de I’algorithme.

] un ens. B de boites, une fonction w : B — N
ENTREE: _
un entier ¢

SORTIE: UN booléen
ALGORITHME:

1. Soit T : n x ¢ x ¢ un tableau initialisé a F. 0(n x ¢*) op.
2. T[1,w(by),0] :=T[1,0,w(by)] :=V; 0(1) opérations.
3. Pour i allant de 2 a n faire0(n x ¢*) opérations.

(@) Pour j, k allant de 0 a ¢ faire 0(¢*) opérations.
. SiT[i—1,j,k] ==V alors 0(1) opérations.
T, 7 +w(b;), k] =V sij+w() <c
T, 5,k +w(b)] ==V sik+wb) <c

4. Retourner vrai si T'[n, x. %] = V sinon fauxegfsengepsipigeye s -pae
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[llustration de I’algorithme.
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[llustration de I’algorithme.

) =2, w(ag) = w(as) = 3, w(ag) =1
c=28

w(ay) = w(az) = w(
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En resumé

Il existe un algorithme qui effectue 0(n x ¢?) opérations et
qui résout le probleme de décision Bin Packing:

INSTANCE:
un ensemble B de boites

une fonction capacité w : B — N

un entier ¢ et un entier k = 2
QUESTION:
Existe-t-il un rangement des boites de B

dans £ sacs de capacite ¢?

Le probléme du Bin Packing(remplissage de sacs) — p.45/6!



En resumé

Il existe un algorithme qui effectue 0(n x ¢?) opérations et
qui résout le probleme de décision Bin Packing:

INSTANCE:
un ensemble B de boites

une fonction capacité w : B — N

un entier ¢ et un entier k = 2
QUESTION:
Existe-t-il un rangement des boites de B

dans £ sacs de capacite ¢?
Est-il polynomial?

Le probléme du Bin Packing(remplissage d

e sacs) — p.45/6!



Comment coder les entiers ?

Entiers: n

1. codage en binaire :|n| = log n.
2. codage exceptionnellement en unaire:|n| = n.

Représentation
décimal 13

binasire 1 011

unaire © © ©¢ ©¢ ©¢ ©¢ ©¢ ¢ ©¢ ¢ ¢ © ©
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En resumé

Il existe un algorithme qui effectue 0(n x ¢?) opérations et
qui résout le probleme Bin Packing (avec k=2).
EST-IL POLYNOMIAL?

1. Evaluation de la taille de I'instance:
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En resumé

Il existe un algorithme qui effectue 0(n x ¢?) opérations et
qui résout le probleme Bin Packing (avec k=2).
EST-IL POLYNOMIAL?

1. Evaluation de la taille de I'instance:
INSTANCE:
un ensemble B de boites

une fonction capacité w : B — N

un entier ¢ et un entier £ = 2
(a) Sientier codé en binaire : |I| = O(n X logac)
(b) Sientier codé en unaire: |I| = O(n X ¢
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En resumé

Il existe un algorithme qui effectue 0(n x ¢?) opérations et
qui résout le probleme Bin Packing (avec k=2).
EST-IL POLYNOMIAL?

1. Evaluation de la taille de I'instance:

(a) Sientier codé en binaire : |I| = O(n X logac)
(b) Sientier codé en unaire: |I| = O(n X ¢)

2. Evaluation de O(n x ¢?) :
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En resumé

Il existe un algorithme qui effectue 0(n x ¢?) opérations et
qui résout le probleme Bin Packing (avec k=2).
EST-IL POLYNOMIAL?

1. Evaluation de la taille de l'instance:
(a) Sientier codé en binaire : |I| = O(n X logac)
(b) Sientier codé en unaire: |I| = O(n X ¢)

O(c x |I]) <O(|I|*) codage unaire

2. O(n x ?) =
( ) O(c x el codage binaire
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En resumé

Il existe un algorithme qui effectue 0(n x ¢?) opérations et
qui résout le probleme Bin Packing (avec k=2).
EST-IL POLYNOMIAL?

1. Evaluation de la taille de l'instance:
(a) Sientier codé en binaire : |I| = O(n X logac)
(b) Sientier codé en unaire: |I| = O(n X ¢)
O I) <O(|I]*) codage unaire
2 O(nx @) — (e x [I]) < O(|I]%) g€ unal
O(c x el codage binaire

3. Il est polynomial si les entiers sont codés en unaire.
Mais pas polynomial si le codage binaire des entiers.
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Plan

1

2

4. Remarque sur le codage des données.

S}

. Présentation du probleme.

. Algorithme glouton d’approximation.

. Inapproximation.

. Divers.

Le probléme du Bin Packing(remplissage de sacs) — p.48/6!



Algo. d’approx. sur le bin packing

SQUELETTE DE UALGORITHME

1. Elimininer les boites de petites tailles.

2. Regrouper les boites telles que le nombre de types de
boites soit constant

3. Trouver I'optimal pour I'instance restreinte.
4. Dégrouper les boites.

5. Inserer les boites de petites tallles

Le probléme du Bin Packing(remplissage de sacs) — p.49/6!



Algo. sur un ens restreint d’instances.

Proposition 1:  Soit un rational 1 > § > 0 fixé, soit / un
entier positif fixé. Considérons une restriction du probleme
bin packing

1. dans lagquelle un élément est de taille au plus § x ¢ avec
¢ la capacité d’'un sac.

2. et dans laquelle le nombre d’éléments distincts est K.

Il existe un algorithme polyndmial tel que résoud
optimalement ce probleme restreint.

NoTaTion: le probleme de bin packing (K, d)-restreint.
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Preuve de la Proposition 1.

Soit 7 une instance du probleme (K, J)-restreint.

1. Une instance peut étre défini par un entier ¢ et par un
H
vecteur I = (sy:n1,82:n2,...,5K : NK)

» n;. hombre de boites de type s;.

s c estla capacité d’'un sac.

2. Exemple d’une instance (3, 3/8)-restreinte.

Une instance définit par T = (3:4,5:2,7:1)etc=8
s Cette instance contient 3 types d’éléments

o 4é
e 26
o 16é

ements de taille 3
ements de taille 5
ement de taille 7
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Preuve de la Proposition 1.

Soit 7 une instance du probleme (K, §)-restreint.
1. Une instance peut étre défini par un entier ¢ et par un
vecteur J = ($1:Mm1,82 :n2,...,SK : NK)
» n;. hombre de boites de type s;.
s c estla capacité d’'un sac.
2. Un type de sac peut étre défini par un vecteur d’entiers
T = (t1,t2,...,tx) tel que
o Ce sac contient t; boites de type s;.
Py Zfil t; X 8, <c

o Vi:1<i1<K,0xc<s;
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Preuve: Type de sac

1. Un type de sac peut étre défini par un vecteur d’entiers

—

t = (t1,t2,...,tx) tel que
o Ce sac contient t; boites de type s;.
Py Zfil t; X s, <c
o Vi:1<i< K, oxc<s
H
2. remarque pour chaque t
Vi :

S; 1
zlt<5221? K}

1
Zz’zl li < 3
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Preuve de la Proposition 1.

1. Remarque: pour chaque ¢ : 32X #; < 1.

2. Donc le nombre ¢ de maniere pour choisir K entiers tel
que la somme est inferieure ou égal a |1/J] est:

. ( K +|1/5) )
[1/4]
3. Inst. (3, 3/8)-restreinte: T = (3:4,5:2,7:1)etc=8

D
s K =3, L1/5J2,don0q<2>10

s ENn fait, il existe 6 types de sacs possibles:
(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0),(2,0,0)
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Preuve de la Proposition 1.

. ¢ (nb de types de sacs) dépends de K etde §

. Une solution acceptable y = (y1,...,y,) OU
s y; represente un sac du type i.
s 0 <y; <n avecn nombre d’élements ( boites).

. Nombre de solutions acceptables borné par O(n?) avec
n = nbre de boites

. Algorithme= Enumérer toutes les solutions possibles et
selectionner 'optimale.

Complexité: O(n’p(n)) avec p un polynome en n
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Algo. d’approximation.

. Soit I une telle instance telle que B = {b1,...,b,} est
trié dans l'ordre décroissant en fct de w.

. Ya <n,m=|2], partionner les n boites en m + 1
groupes G; avec G = {b(;_1)a+1, - - - bia } €t

Gm+1 — {meH—la e 7bn}-

. Instance J = Instance I modifiée:

tous les éléments dun méme groupe i, 2 <i<m-+1a
la capacité la plus grande de ce groupe dans /.

. J possede m types differents de boites.

. Application de l'algorithme optimal sur J.
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Exemple: grouper

Soit z = ((9,9,8,7,6,6,5,4,3,3,3),¢) et o = 3
Transformer l'instance = en une instance restreinte z,:
Instance de départ = = ((9,9,8,7,6,6,5,4,3,3,3),¢)
G1=1{9,9,80 Go={7,6,61 G3={54,3} Gs={3,3}
lissage
Go={7,7,7F G3={5,55} G4=1{3,3}
Instance restreinte: », = ((7,7,7,5,5,5, 3, 3), ¢)
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Comparaison entre I’optimal de / et de J.

1. Chaque rangement de I peut étre remplace par un
rangement de J:
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Comparaison entre I’optimal de / et de J.

1. Chaque rangement de I peut étre remplace par un
rangement de J:

Si b € G; est rangeé dans le sac j pour l'instance I,
alors, il existe une boite ' € G;,1 est rangé dans le
sac j pour I'instance J

|nstance | Instance J
x=((9,9,8,7,6,6,5,4,3,3,3),12) Xg=((7,7,7,5,5,9,3,3),12)
) 3 o A
T 3 A
7 NN 5 1
NN A N N
e 1] NN




Comparaison entre I’optimal de / et de J.

1. Chaque rangement de I peut étre remplace par un
rangement de J:

m*(J) < m*(I)

2. Chaque rangement de J peut étre transformé en un
rangement de [ plus « sacs:
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Comparaison entre I’optimal de / et de J.

2. Chaque rangement de J peut étre transformeé en un
rangement de [ plus « sacs:

| nstance J Instance|

xg=((7,7,7,5,5,5,3,3),12) x=((9,9,8,7,6,6,5,4,3,3,3),12)

77 5 & 3

T 5 A
5 N[ ] — 5 e 1]
7 ] 7 ST ]
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8 I
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Comparaison entre I’optimal de / et de J.

Donc:



Traltement des petites boites.

. Soit 7 une instance du bin packing, et ¢ € (0,1/2]

. Is= Instance obtenue par elimination des boites de
capacité < J x c.

3. Soit R un rangement optimal de I utilisant M sacs.

. Utilisation I'approche FirsT FIT pour construire un
rangement R’ pour I.
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Traltement des petites boites.

1. Soit I une instance du bin packing, et § € (0, 1/2]

2. I5= Instance obtenue par élimination des boites de
capacité < J x c.

3. Soit R un rangement optimal de I utilisant M sacs.

4. Utilisation I'approche FirsT FiT pour construire un
rangement R’ pour I.

QuesTioN: Comment évaluation du nombre de sacs crées
par I'algorithme First FIT?
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2 cas possibles.

1. Aucun sac a été créé par l'algorithme FirsT FiT: R’
utilise M sacs.

2. Sinon Soit M’ le nbre de sacs créé par cette procédure:
(a) Tous les sacs de M’ U M excepté 1 a une place vide

au plus dc.
(b) Donc
(1 B 5)(M—|—M/ B 1) < Zyzlcw(bi) < m*([)
(M4 M) < ——m* (D) +1 < (1+28)m*(I) + 1
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2 cas possibles.

1. Aucun sac a été créé par l'algorithme FirsT FiT: R’
utilise M sacs.

2. Sinon Soit M’ le nbre de sacs créé par cette procédure:

(a) Tous les sacs de M’ U M excepté 1 a une place vide
au plus dc.

(b) Donc (M + M") < (1+4+20)m*(I)+1
(c) En conclusion, la solution est calculée en tps
polynomial tel que le nombre de sacs est majoré par

mazx(M, (1 4+ 26)m™(I) + 1)
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Algorithme

ENTREE: 1 Instance I: n boites, entier ¢, rational 1 < r < 2.
SorTIE: Une solution tel que la mesure rOPT + 1
ALGORITHME!:

1. 0 «— (r—1)/2
J «— I\ {de boites de cap. < ic}

a < {(T‘?Q”/] avec n’ de nbre de boites de J.

J'. instance obtenue par groupement par « boites de J
Trouver la solution optimale pour J’
Inserer les « premiere boites dans o houveaux sacs

Appliquer Algo First Fit pour inserer les petites boites.

© N o 0~ W D

retourner le rangement obtenu.
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Conclusion

Théoreme 4: Lalgorithme précedent est un schéma
d’approximation en temps polynomiale asymptotiguement .
PREUVE
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Conclusion

Théoreme 4: Lalgorithme précedent est un schéma
d’approximation en temps polynomiale asymptotiguement .
PREUVE

s Algorithme polynomiale
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Conclusion

Théoreme 4: Lalgorithme précedent est un schéma
d’approximation en temps polynomiale asymptotiguement .
PREUVE
s Algorithme polynomiale
s Construire les nouvellles instances J et J': O(n).

s calculer I'optimal de J": O(nip(n))
® ¢ dependde r
# p estun polynome.
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Conclusion

Théoreme 4: Lalgorithme précedent est un schéma
d’approximation en temps polynomiale asymptotiguement .
PREUVE

s Algorithme polynomiale

s Qualité de la solution notée m(I):
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Conclusion: Evaluation de la qualité.

1. au depart, instance I eto = (r — 1)/2

2. J < Elimininer les boites de petites tailles (< dc) .

r—1)*n/

3. J' < Regrouper les boites en o = {( 5 W boites +
lissage.

4. Trouver I'optimal pour I'instance restreinte J'.
5. Adapter la sol. pour J.

6. Inserer les boites de petites tallles
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Conclusion: Evaluation de la qualité.

1. au depart, instance I eto = (r — 1)/2

2. J < Elimininer les boites de petites tailles (< dc) .
m*(J) < m*(I)

3. J' «— Regrouper les boites en o = {(f'“_é)zq boites +
lissage.

4. Trouver I'optimal pour l'instance restreinte J'. m*(.J’)
5. Adapter la sol. pour J.m(J) =m*(J') + «a

6. Inserer les boites de petites tallles
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Conclusion: Evaluation de la qualité.

1. au depart, instance I eto = (r — 1)/2

2. J < Elimininer les boites de petites tailles (< dc) .
m*(J) < m*(I)

3. J' «— Regrouper les boites en o = P“?Z”W boites +
lissage.

4. Trouver I'optimal pour l'instance restreinte J'. m*(.J’)

5. Adapter la sol. pour J.m(J) =m*(J') + «a

6. Inserer les boites de petites tallles
m(Il) = max(m(J), (1 4+ 20)m*(I) + 1)
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Conclusion: Evaluation de la qualité.

1. m(J) =m*(J') +aavec a = {(r_é)zn,—‘
2. tous les éléments de J ont une capacité > jc avec
o= (r—1)/2.
Donc dn’ < m*(J) car & < z’?ééw(b) < m*(J)

C

3. a< T L < (r—1)x o/ +1< (r—1)m*(J) +1
4. a < (r—1)m*(J)+1
5. Doncm(J) <rxm*(J)+1
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Conclusion: Evaluation de la qualité.

Théoreme 4: Lalgorithme précedent est un schéma
d’approximation en temps polynomiale asymptotiguement .
PrReuve: Qualité de la solution notée m(1)?

1. m(I) = max(m(J),(1+20)m*(I)+ 1) avec s = (r — 1)/2.
2. m(J) <rxm*(J)+1

3. m(I) <max(r x m*(J)+1,(14+20)m*(1) + 1)

4. m(I) < max(r x m*(J)+ 1, rm*(I)+ 1) avecr =20 + 1
5. m(I) <rm*(I)+ 1 avec m*(J) < m*(I)
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