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Enchere de Vickrey

Données
> n joueurs veulent un objet O
» Un objet a une valeur réelle (privée) t; pour chaque joueur i
» Chaque joueur i donne son prix d; dans une enveloppe scéllée.
Déroulement

1. Phase d'affectation: déterminer Gagnant celui qui a donné la
meilleure offre

2. Phase de déterminer le prix :fixer Prix: la deuxieme meilleure
offre.



[llustration

valeur qu'il est | valeur qu'il

prét a mettre déclare
joueur 1 10 5
Jjoueur 2 8 8
joueur 3 4 6

Qui remporte? le joueur 2 au prix de 6.



Enchere de Vickrey

Données:
» n joueurs voulant acquerir un object O
> vecteur de type t et de déclarations d

Objectif global : déterminer un prix le plus haut possible.
maximiser t; — prix si i achéte O
0 sinon

Valeur du prix: max{d; : j # arg max{d;}}

Objectif local pour i: u; =



[llustration

valeur qu'il est | valeur qu'il | p; | uj = ti — pi | prix
prét a mettre déclare
joueur 1 10 5 0 0 6
joueur 2 8 8 6 2 6
joueur 3 4 6 0 0 6
Stratégie “dire la vérité’
Joueur 1 10 10 8 2 8
Jjoueur 2 8 8 0 0 8
Jjoueur 3 4 4 0 0 8




[llustration

valeur qu'il est

valeur qu'il | p;j | u; = tj — p; | prix
prét a mettre déclare
joueur 1 10 10 0 0 10
joueur 2 8 11 10 -2 10
joueur 3 4 6 0 0 10
Stratégie “dire la vérité’

joueur 1 10 10 8 2 8
Jjoueur 2 8 8 0 0 8
Jjoueur 3 4 6 0 0 8




Le mécanisme

Données:
» Soit G un ensemble d’'objects
» Soit P un eniemble de n acheteurs (vecteurs de type f et de
déclarations d )
utilité du joueur i: u; = t(s) — paiement
Un mécanisme est caractérisé par

1. un algorithme d’allocation alloc: al/oc,-(?) le lot affecté au

i
joueur i en fct. des déclarations d = {d1,...,dn}
N
2. une fonction de paiement prix: prix;( d ) le prix que le joueur i
-
doit honnorer en fct. des déclarations d = {di,...,dn}

L'utilité pour i: u; = t(al/oc,-(?) - prix,-(?) si a//oc,-(?) # 0
sinon u; =0



Mécanisme vérace

Un mécanisme (alloc, prix) est vérace si ¥ agent i, “dire la vérité"
est une stratégie dominante, i.e:

Vd vecteur de déclarations, u;(t;, d—;) > ui(d;, d—;)
En d'autre terme, V? le vecteur de déclarations,
t(alloci(t;, d—;)) — prix;(ti, d—;) > t(alloci(d)) — prix;(d)

Théoreme: L'encheres de Vickrey est un mécanisme vérace.



Enchéres de Vickrey généralisées (GVA).

Soit d le vecteur des déclarations.

» La fonction d’allocation est de maximiser la somme des
valeurs déclarées pour les acheteurs.

n
alloc(d) = argmaxac Atiocation Z di(ai(d))
i=1
Rappel: a;(d) correspond 3 lot affecté 3 i par allocation a
» Chaque acheteur recoit la prime correspondant a la somme
correspondant au gain si il participe.

prixj-(c_j) = valeur déclarée -(Valeur de I'ensemble avec sa
déclation - Valeur de I'ensemble SANS sa déclation)

Formellement,

prixj(d Z di(gi(d Z di(gi(Z))

i=1jF#i i=1,jF#i

ol zj = d; pour j# iet zi(s)=0Vse G



liere lllustration

» Un objet R en 4 copies.
» 3 joueurs Alice, Bob, Sam:

1. Alice et Bob : veulent 2 copies aux prix de 8
2. Sam veut 3 copies au prix de 15

» affectation optimale: 2 copies pour Alice, Bob
» Sans Alice, ou Bob : 3 copies pour Sam (15)
» payement pour Alice, ou Bob = 7= 8+ (16 — 15)=



2ieme lllustration: GVA non robuste aux joueurs fictifs

» 2 joueurs Alice, Bob:

» Alice : 2 au prix de 20
» Bob : 2 au prix de 30

» affectation : Bob
» prix=30 — (30 — 20) =20

» 3j. Alice, Bob, Sam:
» Alice: 2 au prix de 20
» Bob : 1 au prix de 15
» Sam : 1 au prix de 15

» affectation : Bob, Sam
> prix=15—(30—-20) =5



Enchéres de Vickrey généralisées (GVA).

Théoréme: GVA est un mécanisme vérace.



Probleme du plus court chemin

Données: un graphe G = (V. E)
» Un sommet w est un agent w
» Chaque sommet w a un type t,, (un poids)
» deux sommets de x et y distincts

Objectif global:

Trouver un chemin C de + court chemin entre x et y.
Objectif local de w:

minimiser le colit de w avec
0 si C ne traverse pas w

cout(w) = .
(w) t, si C traverse w



C'est-a-dire

Données:
X (4 (5) y
a b

C g m

Objectif global: le & court chemin C = {x,a, m,y} de poids 7
Objectif local:

> cout(b) = cout(c) = cout(g) =0

» cout(a) = 4 et cout(m) =3



Constatation:
Si les agents déclarent eux mémes leur types, alors
» ils auront intérét a tout faire pour ne pas étre sur le plus court
chemin
» ils vont déclarer des poids tres élévés,

o— ) b®?
s

T ={4,5,3,4,3}
£

d ={8,5,3,4,3}

type
déclaration

Probléeme: I'interét global diverge de I'interét “local”.

Comment imposer aux agents de dire la vérité ?

en donnant des primes!!!



Constatation:

Si les agents déclarent eux mémes leur types, alors

» ils auront intérét a tout faire pour ne pas étre sur le plus court
chemin

» ils vont déclarer des poids tres élévés,

Probleme: interét global diverge de I'interét “local”.

Comment imposer aux agents de dire la vérité ?

en donnant des primes!!!



Enchere de Vickrey : Analogie

Données: vecteur de type t et de déclara-
tions d voulant un objet O

Objectif global : déterminer un prix. (trou-

ver le plus court chemin) u

Fct d'utilité pour j: maximiser
{ t; — p; siiachete O
uj = .
0 sinon
Prime pour i: /

pi = { max{d; : j # i} sii achete O

0 sinon



Formalisation:

Données: un graphe G = (V, E) de n sommets

» Chaque sommet (agent) w a
tw un type privé
dw un type déclaré
dw(tw) une fonction d'utilité déclaré

» deux sommets de x et y distincts

Objectif global: Trouver un algorithme A(?) qui retourne
1. un chemin C en fct des déclarations d = {d1,...,dn}
2. et des primes p,, par agent w dépendant de 7

0 siwegC

Objectif local de w: vy (ty) = { b dwecC



Définition: mécanisme

Données: Chaque agent w possede des donnés privées t,, et
publique d,,, et une fonction d'utilité v,,.
Un mécanisme est caractérisé par

N
1. un algorithme A(d) qui retourne un résultat a partir des
—
déclarations d = {di,...,dn}

-
2. des primes p,, par agent w dépendant de d



Déroulement

1. n agents ayant un type t; et déclaration d; pour i
—
2. mécanisme renvoie A(d)

3. w recoit la prime p,, dépendant de d et de A(g)) et w
—
calcule vy, (tw, A(d))

4. Objectif de w: maximiser u,, = py, + v



[llustration

T ={4,53,4,3} d ={8,53,4,3} A(d) = {x,c,g,m,y}



Le mécanisme sur le plus court chemin.

— . — .
A(d) : algo. du & court chemin avec d comme poids.
Fixons i et d_;. Lg—x = la longueur du pcc si d; = x.

Posons C; = —Lg—0 + Lg—+oco €t

vV v v Y

définission la prime
| G siiest dans le plus court chemin
P 0 sinon

v

Chaque agent veut maximiser u; = p; + v;.



lllustration: max u; = p; + v;

Si tout le monde choisit de dire la vérité,

m

> pour les agents ¢, g, m (¢ pcc): pi=0et u; =0
» pour l'agent a (€ pcc): p,=Tetu,=3

» pa = —Ldg—0+ Log,=1+

> Lda:O =3et Lda:+oo = Uc—g—m = 10

> v,=—t,=—4etu,;=3>0
» pour l'agent m (€ pcc): pm =5 et uy =2

> Ly—o=di=4et Lg,—too =dap =9

> pp=—-4+9=5etuy=—-t,+5>-34+5>0



lllustration: max u; = p; + v;

Si I'agent a ne dit pas la vérité et déclare 8,

(5—Ly

» pour l'agent a (¢ pcc): p, =0 et u, = 0.
L'agent a ne tire pas profit de son mensonge



lllustration: max u; = p; + v;

Si I'agent 4 ne dit pas la vérité et déclare 0.5,

() ()
X a4 b5 y

0.
Sy

» pour l'agent 4 (€ pcc): ps =1 et ug = 3.
> pp=—Lg—0+ Lm0 = —6+7=1
> uy=-44+1<0

L'agent 4 ne tire pas profit de son mensonge



Les mécanismes véraces

Un mécanisme est vérace si V i, “dire la vérité” est une stratégie
dominante, i.e:

Vd_; \Vd; , ui(ti,d—;) > ui(d;, d_;)

Un mécanisme est strictement vérace si il est vérace et s'il n'existe
pas d'autre stratégie qui soit toujours aussi bonne que dire la vérité:

Vdi # t;i, 3d_;, ui(ti,d_;) > ui(di,d_;)



Signification de la stratégie dominante

Stratégie “dire la verité” “déclarer 0.5 au lieu de 2"
> stratégie dominante s;: Vd_; ,Vd; , ui(s;, d—;) > ui(d;, d—;)
> stratégie que 4 a d'annoncer 0.5 n'est pas dominante car
ui(si,d—i) < ui(ti, d_;)
N—_—— N—_——
441 < 0



mécanisme vérace ?

Lemme 1: GG = —Lg—0 + Lg—too €st une valeur seuil :
1. d; < C; = I'agent i est dans le plus court chemin.
2. d; > C; = l'agent i n'est pas dans le plus court chemin.
3. ti= G = Vd,ui(d) = 0.

Preuve du point 1 : par contradiction : supp. que i ¢ pcc.
7\ @

X 4)
» longueur du pcc = Lg—1o0 a\% f
0.
» Donc Ly—yoo < Lg—0 + di 3—
> ! cl3 g/ m
» Donc C; < d;

d,':0.5,C,':—6—|—7




Preuve du Lemme.

du point 2 : par contradiction : supp. que i € pcc.

» longueur du pcc = d; + Lg—o
» Donc d; + Lg=0 < Lg=+o00
» Donc d; < G

du point 3 :
» Sii ¢ pcc, alors uj =0
» Siie€pcc, uy=—ti+ C =0.



mécanisme vérace ?

Proposition 1: le mécanisme est vérace.
Preuve :
> ui(x,d_;) = utilité de I'agent i quand /i annonce x.
» Sit; <.
» jdéclare t; : i € pcc et ui(t) =vi+pi=—t+ C >0.
» | déclare d; :
> d < C:i¢e pcc et u,-(d,-) =—t+GC= U,'(t,')
i € pcc dans les deux cas (le gain = la prime)
> di>C:i¢ pecetu(d)=0
ui(ti) > wi(di)



Preuve de la Proposition

» Sit; > Ci: Vdi, ui(ti) > ui(di)
» i déclare t; : u;(t;) =0 car i ¢ pcc.
» i déclare d; : ui(t;) > ui(d;)
» di < C ;i€ pcc. Donc U,'(d,‘) =—-t+CG<0= u,-(t,-)
> di>GC i ¢ pcc et 0 = u,-(t,-) = u,-(d,-)



Probleme du single-minded bidder

Ennoncé
1. un ensemble d'objets G et un ensemble d'acheteurs P
2. un acheteur b est caratérisé par un couple (s, a) ol s est un
ensemble d'objects O et a le prix du lot.
fonctions: P — G s(b) =s
fonction a: P — prix a(b) = a
3. hypotheése du principe du tout ou rien: un acheteur veut
acheter tout le lot ou rien.



Algorithme glouton sur |'affectation

1. L «+ liste triée des acheteurs suivant |'ordre s ‘1/2

2. Examiner dans |'ordre chaque acheteur b de L

Si b peut encore acquerir tous ces objets qu'il demande alors,
ces objects lui seront affectés.

Sinon aucun object lui est affecté.



Rapport d'approximation

Théoreme: L'algorithme glouton AG sur I'affectation approxime
'allocation optimale OPT avec un facteur de |k|'/? avec k = |G].

OPT < AG|k|*/?
Preuve:

» Supposons que les 2 solutions n'ont aucun d'acheteurs en
commun. Notons r; = ‘S“’ﬁ
(]

> AG = icac i = (Xicac 3 = (Cicac rAlsil)?
> OPT =Y copr rilsil'’? < (Cicopr P)? %< (Xicopr IsiDY/?
> OPT < (Xicopr rP)Y/? x (k)2



suite de la preuve

2 2
> Prouvons que (3 ;copt ) < (Xicac r71sil)
» Considérons un acheteur i dans |'affectation de OPT et il
n'appartient pas a AG.

» Ceci implique que £ € s; est déja alloué a un acheteur j € AG
avec rj < r;
» Comme par définition, deux acheteurs dans OPT n’ont pas
d’'object en commun,
I'acheteur j a au plus empéché |s;| acheteurs d'acquerir

(> ) <)

icOPT;



lere lllustration

2 objects a et b, 3 joueurs Alice, Bob, Sam
Alice = ({a},10), Bob = ({a, b}, 19), Sam = ({b},8),
L = {Alice, Sam, Bob}

affectation non optimale par I'algo. glouton = {Alice, Sam}

vV v . v v Y

affectation optimale = {Bob}



Adaption de la fct des paiments VCG pour I'algo glouton?

» 2 objects aet b

» 3 joueurs Alice, Bob, Sam avec
Alice = ({a},10), Bob = ({a, b},19), Sam = ({b},8),
> affectation par I'algo. glouton = {Alice, Sam}

> Sans Alice: affectation par I'algo. glouton = {Bob}
> “prix'= 10 — (18 — 19)
> prix pour Sam := 0
> San Sam: affectation par I'algo. glouton = {Alice}
> “prix’= 8 — (18 — 10) = 0

inadaptation du paiement de VCG pour I'algo glouton pour |'affection.




mécanisme vérace avec |'affectation gloutonne

1. Soit L la liste triée (par ordre décroissant).

2. n(j) : I'acheteur apres j recalé a cause de j mais satisfait si j
n'était pas la. Formellement

n(j) = min{i:j > i,s(j)Ns(i) # 0,V 0 <il+#
Jj, € alloue = s(¢) Us(i) =0}

L'algorithme de distribution des primes est le suivant:

> j recoit 0 si il est non satisfait ou si n(j) n’existe pas.

> si il existe un n(j) et si j est servi, alors il paie |s| x c(n(})).



Résultat principal

Theorem
Le mécanisme composé de I'algo affectation et du schéma de
paiement est vérace pour le probléme single-minded bidders.

Preuve:

1. Principe du tout ou rien : oui.

2. Propriété de monotonocité : s C gj, s’ Cs, v/ > v, s’ C gl.
3. principe de la valeur critique:
4

. principe de la participation : oui.



lere lllustration

2 objets a et b et 3 acheteurs.

R = ({a},10), G = ({a,b},19), B = ({b},8),
liste L={R,G,B} : R et B acceptés et G refusé.
Si R ne participait pas, alors G accepté:R paie 9.5.
G et B payent 0.

vV v v v Y



2ieme lllustration

2 objets a et b et 3 acheteurs.
R = ({a},20), G = ({b},15), B = ({a, b}, 20),
liste L={R,G,B} : R et G acceptés et B refusé.

Si R ne participait pas, alors B toujours refuséR paie 0. ldem
pour pour G.

G paie 0!l

vV v v Y

v



