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RESUME. Le probleme de la construction d’arbre de plus courts chemins est étudié en présence
de noeuds ayant des métriques propres. Ce probléme est dérivé du probleme de routage inter-
domaine ot chaque noeud (ou systeme autonome -AS ) a sa propre politique de routage. Ici,
nous reprenons la modélisation de Griffin et al sous forme de jeu en ’étendant au fait qu’il
puisse exister des coalitions. Ensuite nous caractérisons une condition nécessaire sur l’exis-
tence d’un tel arbre. Finalement, nous présentons un algorithme auto-stabilisant sur une ins-
tance possédant un arbre de plus courts chemins dans ce contexte.

ABSTRACT. The shortest path tree problem are studied in the context that each node has this own
metric. This problem is connected to inter-domain routing where each node (AS) has policy-
based metric. Here, we extend the work of Griffin et al. In fact, we also considere that there
exist some coalitions. Next, we characterize the structure of the instance having such tree.
Finally, we present a self-stabilizing algorithm and we show that it converges to a solution of
an instance if it instance contains such shortest path tree.
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1. Introduction

Le probleme de la construction d’arbre de plus courts chemins enracinés en un
sommet u dans un graphe G = (V, E) a été étudié de fagon intensive dans le cadre
centralisé (I’algorithme a une vue globale du graphe). Deux principaux algorithmes
ont trouvés : celui de Bellman et Ford (Cormen et al., 2001) et celui de Dijkstra
(Dijkstra, 1971). Par la suite, des variantes distribuées (chaque noeud a une vue lo-
cale du graphe : son voisinage et son propre état) de ces algorithmes ont été réalisées,
puis adaptées aux réseaux sous forme de protocole de routage.

Les protocoles de routage construisent les chemins permettant d’achemeniner les
données entre deux endroits du réseaux. Par exemple, le protocole Routing Infor-
mation Protocol (RIP) correspond a une adaptation de I’algorithme de Bellman et
Ford, et le protocole Open Shortest Path First (OSPF') a celui de Dijkstra (voir
(Huitema, 2001)). En effet les protocoles de routage dynamiques des réseaux locaux
(une seule entité gérante) tel que RIP et textttOS PF sont essentiellement basés sur
des algorithmes distribués pour la résolution du probleme du plus court chemin. Dans
le cadre du réseau Internet, ce n’est plus le cas. En effet, Internet est composé de sys-
teémes autonomes (Autonomous System) qui s’échangent des messages afin de pouvoir
assurer le routage. Chaque AS correspond a un ensemble de réseaux et de routeurs
sous une administration unique et posséde sa propre politique de routage (correspon-
dant aux préférences de cette adminitration d’utiliser une partie du réseau)

Actuellement, le protocole de routage Border gateway protocol BG P est utilisé
pour le routage dans I’Internet. En effet, il permet & chacun de ses AS d’utiliser ses
propres politiques de routage pour déterminer ces propres routes. Par conséquent, il
peut diverger dans le sens ou les différentes politiques de routage sont en conflit et
cela implique une certaine instabilité des routes. Dans (Griffin et al., 2002), la stabi-
lité des routes est étudiée. Il y est prouvé qu’étant donné une fonction de préférence
par sommet, le probleme de stabilité des routes est NP-complet. De plus, des proprié-
tés sur les instances ayant des routes stables y sont extraites et, a partir de cela, un
algorithme autostabilisant (simple) est donné. Par la suite, dans (Griffin et al., 2000),
un algorithme détectant des cycles liés a des conflits de politiques grice a I’historique
des chemins. Plusieurs améliorations ont été trouvées en utilisant des mécanismes de
jetons (Ahronovitz et al., 2006), en utilisant des algorithmes aléatoires (Ibrahim et
al., 2004).

Dans (Dasgupta et al., 2006), le probleme a été étendu au fait que les sommets
pourraient avoir les mémes politiques de routage. Il a été prouvé que ce probleme
était NP-complet (Cohen et al., 2008) méme si uniquement deux types de politiques
de routage étaient présents et dans (Dasgupta et al., 2006), un algorithme faiblement
auto-stabilisant a été donné. Le travail présenté dans cet article est une extention de ces
travaux. Il étudie la construction (auto-stabilisante) distribuée d’un arbre de plus courts
chemins dans le contexte ou des sommets de graphes peuvent former une coalition.

Le document s’organise de la fagon suivante. La section suivante est une présen-
tation formelle de notre probleme. Dans la section [3| nous présenterons des condi-
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tions suffisantes sur des instances possedant des arbres stables. Ensuite, dans les sec-
tionsdet[5] nous présentons un algorithme autostabilisant construisant un arbre stable.

2. Probleme du plus court chemin concurrent

Dans cette section, nous présentons notre modele et les notations que nous allons
utiliser par la suite.

Nous considérons le probleme du plus court chemin dans un graphe G = (V, E)
avec V correspondant a ’ensemble des sommets et F a celui des arétes. Dans 1’al-
gorithmique classique, des algorithmes centralisés et des algorithmes distribués voire
auto-stabilisants (voir (Tel, 2000)) existent pour résoudre ce probleme. Quel que soit
le modele retenu (centralisé ou distribué), les sommets collaborent pour construire
une structure minimisant la méme fonction objective. Or ces algorithmes ne sont pas
adaptables si chaque nceud suit son propre objectif. C’est le cadre de cette étude.

En effet, nous supposerons ici que tous les sommets de V" ont d’abord un but com-
mun : construire un arbre couvrant enraciné en un sommet distingué noté r. Chaque
aréte portant des colits différents associés aux différents sommets, chaque sommet a
par ailleurs pour objectif de minimiser le cofit de son chemin dans I’arbre a destination
de r. Ceci peut entrainer des conflits entre les ensembles de sommets définis par une
métrique commune.

Plus précisement, 1’ensemble des sommets V' est découpé en p parties disjointes

P

V1,V1,Va, ..., V, telque V = |J V;. Dans un souci de simplification, nous considé-
i=1

rons que chaque élément de cette partition correspond a une couleur. Les arétes sont

pondérées par un poids de chaque couleur. Formellement, les arétes du graphe G pos-
sedent un poids, et donc le graphe G est pondéré par la fonction w : E — N*P. Pour
chaque entier 7 € [1...p], la fonction w; : E — N* est définie comme

Ve € E, w;(e) = z; si et seulement si w(e) = (x1,...,%i,...,Tp)

Le coiit du chemin C,,_,,, d’origine u et de destination v pour la couleur ¢ est

wv(cu—w) = Z w; (6)

e€Cy_sy

Un arbre couvrant 7" de G posséde un unique chemin 7;,_,,, entre n’importe quelle
paire de sommets (v,u). Le but de cet article est de construire un arbre couvrant
stable c’est-a-dire non améliorable en cofit pour chaque sommet. En effet, I’objectif
de chaque sommet v est de minimiser le colit pour sa couleur ¢ de son chemin vers
la racine r . Nous notons cost(v) = w;(T,—,,) le colit & minimiser du sommet v de
couleur ¢ (i.e. appartenant a V;).

La construction de 1’arbre couvrant est faite par la sélection d’un de ses arcs sortant
par chaque sommet non racine du graphe. Par conséquent, un sommet peut potentiel-
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lement améliorer son coiit en changeant 1’arc sélectionné. Une telle modification ne
doit pas nuire pas a la propriété de connexité de I’arbre couvrant (voir figure|[T).

Nous formulons maintenant les définitions de sommet et d’arbre stables. Un som-
met v est stable pour un arbre 7" s’il ne peut pas choisir un autre voisin z € I'g(v) qui
lui permettrait de diminuer son cofit cost(v) dans I’arbre 7" engendré.

Définition 1 (Sommet stable) Soir G = (V| E) un graphe pondéré par une fonction
w: E — N*P er r un sommet distingué de V. Soit P une partition de V composée de
p parties V.= UY_, Vi. Soit T un arbre couvrant de G. Le sommet v € V; est stable
dans T pour la métrique w si et seulement si v satisfait la condition suivante :

Vz € Tg(v), cost(v) = wi(Ty—r) < w;i((v,2)) + w;(Teer)

Considérons un graphe de trois sommets {r,v1,v2} avec Vi = {vy,r} et Vo =
{v2}. Les cofits sont représentés grice aux couleurs sur a la ﬁgure Le premier dessin
représente 1’instance du graphe sans construction d’arbre. Les deux autres dessins
représentent des choix différents d’arétes par les sommets menant aux arbres 77 et 75.
La couleur du noeud étant reportée sur 1’aréte sélectionnée. Le sommet vs est stable
dans I’arbre T}. En effet, son cofit dans 77 est 2 tandis que s’il choisit I’aréte (ve, 1),
le chemin allant v5 lui coutera 3. De méme, le sommet v, est stable dans 1’arbre T}
car s’il choisit une autre aréte, il n’existe plus de chemin le reliant a .

1) 1) »3)

Instance arbre stable T} arbre stable 715

Figure 1. Instance ayant deux arbres stables T} et T

On dira qu’un arbre T’ est stable si tous les nceuds sont stables.

Reprenons I'exemple précédent (représenté par la figure[I). Comme nous 1’avons
dit précédemment, les sommets V; et V5 sont stables dans 7} et donc par définition
de la stabilité d’un arbre, T} est stable. De plus, en utilisant les méme arguments que
précédemment, 75 est stable.

Par contre, il existe des cas ou il n’existe pas d’arbre stable. Par exemple, en adap-
tant I’exemple donné dans (Griffin et al., 2002), considérons un graphe de quatre som-
mets {r, vg,v1,v2} avec Vo = {wg,r}, Vi = {v1} et Vi = {vy} représenté par la
figure [2| Pour chacun des sommets v; avec j € {0,1,2} le plus court chemin est de
colit 2, il passe par le voisin v(; 4 1)moa3- Le chemin de poids immédiatement supérieur
est le chemin direct a la racine qui cofite 3. Tout autre chemin est de poids supérieur
a 4. Un arbre couvrant du graphe contient nécessairement au moins I’une des arétes
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. Figure 3. Instance n’admettant aucun arbre
Figure 2. Instance n’admettant aucun g 1,1,

arbre stable.

(v;,7). Sous I’hypothese que le nceud v; soit sélectionné I’aréte (v;,r) (chemin de cofit
3), le sommet v(;_1)moq 3 N'est stable que s’il sélectionne I'arréte (v(;_1)mod 3, V5)
car c’est le chemin le plus court. De plus, le sommet v(;{1)moq 3 NE peut sélectionner
son plus court chemin et se voit contraint de choisir le chemin de poids 3 directement
vers la racine. En conséquence le nceud v; n’est pas stable car en choisissant 1’aréte
(U, V(j+1)mod 3)- il peut maintenant atteindre un chemin de cofit 2 inférieur a 3. Nous
venons de démontrer qu’aucun arbre couvrant de ce graphe ne peut étre stable.

De plus, dans (Cohen et al., 2008), méme si il y a deux couleurs (p = 2), il
existe des instances qui ne posseédent pas d’arbre stable : voir par exemple I’instance
représentée par la figure[2]que 1’on étudira plus longuement dans la section 3]

Analogie avec la théorie des jeux

Dans notre contexte, chaque sommet a son I’objectif correspondant & celui de sa
couleur. Cet optique est proche de celle de la théorie des jeux permettant de modéliser
la concurrence entre deux joueurs. C’est pour cette raison que nous introduisons ici
certains concepts de base de la théorie des jeux.

Un jeu (non-répété) est composé d’un ensemble de joueurs J ayant chacun un
ensemble de stratégies pures noté \S; pour le joueur ¢ € J. Un profil pure de stratégies
s = (s1,...,8y) est un vecteur qui contient toutes les stratégies pures des joueurs
ou chaque joueur ¢, ¢ € I choisit la stratégie s;. Pour chaque profil s, chaque joueur
¢ € J a une fonction de préférence u; dépendant des stratégies jouées de tous les
autres joueurs. Un équilibre de Nash est un profil s = (s1, ..., s,) tel que

Vi Vs, €8, wi(s1,-cc ,Siy ey 8n) > ui(S1, 00,8k, 8n)
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La table [T représente la correspondance entre les différentes notions introduites
dans la section 2] et la théorie des jeux.

Théorie des jeux | Probléme de plus court chemin
Joueurs | Sommets du graphe
Coalition | Ensembles des sommets d’une méme couleur
Ensemble de stratégies | Ensembles des arcs sortants
Fonction de préférence | Opposé de la fonction du colit
Equilibre de Nash | Arbre stable

Tableau 1. Correspondance entre la théorie des jeux et notre probléme

Résultats de la littérature

Dans (Cohen et al., 2008), il a été prouvé que
Théoreme 1 Décider si il existe un arbre stable est NP-complet méme si p = 2.
Dans (Dasgupta et al., 2006), il a été prouvé que

Théoreme 2 Pour p = 2, s’il existe un arbre stable dans G avec une métrique w, un
algorithme faiblement auto-stabilisant le construit.

A notre connaissance, aucun résultat sur des propriétés d’existence d’arbre stable
sur les instances n’a été trouvé lorsque le nombre de couleurs (coalisions) est faible.
Par contre, dans (Griffin et al., 2002), lors de la premicre étude d’instabilité des routes,
le probleme est presque semblable au notre en supposant que personne n’est dans
notre coalision. Leur exemple le plus petit ayant aucun arbre stable est composé de
trois sommets et donc en analogie de notre probleme a trois couleurs. C’est pour cette
raison nous étudions particulierement le cas ol le nombre de coalitions est égale a 2.

3. Condition d’existence d’un arbre stable

Dans (Cohen et al., 2008), il a été prouvé que déterminer si il existait un arbre
stable est NP-complet. C’est donc pour cette raison que dans cette section, nous allons
concentrer sur des conditions suffisantes de 1’existence d’arbre stable.

Tout d’abord, nous allons présenter des résultats préliminaires sur des instances
simples du probleme.
3.1. Résultats préliminaires

Lemme 1 Soit G = (V, E) un graphe et u un sommet de V. Soit P une partition de
V ayant deux éléments Vy et Va. Soit w une fonction de E — N2,
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Soit v un sommet appartenant a V; avec i € {1,2} tel qu’il existe un plus court
chemin entre v et r selon la métrique w; composé uniquement de sommets de V; (a
Pexception de la destination ), alors tous les arbres stables dans G contient un plus
court chemin entre v et r dans la métrique w;

Preuve : Soit pcc = {vy, ..., v1,u} un plus court chemin entre v et u dans la métrique
w; composé uniquement de sommets de V; (Vj,v; € V;) avec vy = v. Nous allons
prouver ce lemme par récurrence sur le parametre /.

Si ¢ = 1 alors w;(pcc) = w;(v1,r). Soit T' un arbre stable tel que (vy,7) ¢ T.
Comme v est stable dans 7', on a

VzeTa(), Y. wile) <wi((vi,2)+ Y. wile)

e€Ty, —r ecT. .,

Comme r € I'g(vy),ona ) ., w;(e) < w;(u,v1) < w;i(pee). Done T relie
vy]—r

7 a v; par un plus court chemin via la métrique w;.
Supposons que le lemme soit vrai pour tout 7 < £.

Soit T un arbre stable. Par hypothese de récurrence, T relie r a vy par un plus
court chemin via la métrique w;. Comme vy est stable dans 7', on a

VzeTa(v), Y. wile) Swil(ve,2)+ Y. wile)

eGTw_w eeT, .,

Comme v;—1 € Tg(ve), on a ZeeTuPr wile) < wi((ve—1,2)) +
> cer._., wile) < wi(pce). Done T relie r & vy par un plus court chemin via la
métrique w;.

Théoreme 3 Soit G un graphe et soit w une fonction de pondération. Soit une par-
tition de V' de deux éléments V1, et V5 telle que V1 contient un unique sommet x. Il
existe toujours un arbre couvrant stable enraciné en r dans G.

Preuve : Si z = r, alors on se trouve dans le probleme classique de la construction
de I’arbre couvrant de plus court chemin utilisant la métrique wy. Maintenant, nous
supposerons que x # r. Ce théoréme est prouvé par induction sur le degré d de x.

Cas ou d = 1 : Tout arbre de plus court chemin utilisant la métrique wo est un
arbre stable car x a une unique aréte incidente.

Supposons que le théoréme soit vrai pour les graphes dont le degré de x est infé-
rieur strict a d.

Cas d’induction : Soit 21, . . ., 24 les voisins de z. Soit pcc; un plus court chemin
entre x et u passant par z; selon la métrique ws. Par simplicité, les voisins sont triés
de fagon croissante en fonction de ws (pec;).

Considérons le graphe construit G; de la fagcon suivante
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= V(G1) =V(G) et E(G1) = E(G)\{(2,21)}
—w'(e) = w(e) pour Ve € E(G)
Par hypothése d’induction, il existe un arbre stable 7" dans G'; selon la métrique w’.

Supposons que T n’est pas stable dans G selon la métrique w. Par définition de w’ et
(G1, seul le sommet x ne peut pas étre stable : donc

wi((z,z)+ Y wi(e)< Y wile) [1]

e€T} eeT}

z]—T T—T

Considérons T qui est une copie de T en remplagant = par z;. Maintenant x est
stable dans 7". Nous allons démontrer que 7" est stable dans G selon la métrique w.
Soit Y =Vn{y:zeT, ,}

Tout d’abord, tous les sommets V\Y sont stables. Maintenant concentrons nous
sur les sommets y € V5 de Y. Soit ¢ le voisin de y tel qu’il appartient au chemin Tylﬁr.
Nous avons

— g est stable dans G pour la métrique w’ (car x # y), on a

vseDM\t}, 3 wale) < 3 wale) +wa((s,y)) 2]

e€T! eeT!

. 3o
— Par définition, on a

Y wae)= Y wale) twn((w,z))+ Y wale) (3]

e€Ty .r ecT} ecT}!

y—x z1—T

Le chemin 77} _,,. reliant r & z; appartenant 2 7" est un plus court chemin pour
la métrique wo car tous les sommets de ce chemin sont stables et ils appartiennent au
méme ensemble V5 (voir le lemme|1)).

Z wa(e) + wa((x, 21)) = wa(peer) [4]

ecT}?

z1—T

En combinant les équations [3|etd] on obtient

Z wa(e) = Z wa(€e) + wa(peey) [5]

e€Ty —r eeT}

w—x
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Par définition Vz; € T'¢(x), on a wa(pee;) > wa(peer) En combinant la remarque
précédente et I” équation 5] on a

Z wo(e) = Z wa(e) + wa(peer) < Z wa(€) + wa(pee;)  [6]

e€Ty_.r e€T} ., e€Ty) .,
D owale) < D wa(e)+ Y wale) [7]
e€Ty ., e€Ty_,, eeT} |,
> wa(e) < D wale) 8]
e€Ty—r e€T) .,

En combinant les équations [2] et [8] on peut déduire que y est stable dans I’arbre
T pour la métrique w. Donc T est stable dans G pour la métrique w. Ceci conclut la
preuve.

Maintenant, nous allons définir un type de graphes dans lequel il n’existe pas tou-
jours des arbres stables.

3.2. Graphes de type dispute wheel (''roue de la discorde'’)

Définition 2 Un graphe G est un graphe de type roue ayant k rayons si et seulement
si il existe un sous-ensemble U(G) = {ug,uy ..., up—1} de sommets de V tel que
pour tout sommet u; de U(QG), il existe

— un unique chemin Q; reliant u; a r ne traversant aucun autre sommet de U.

— un unique chemin R; reliant w; a w41 ne traversant aucun autre sommet de
U(G).

Les indices doivent étre interprétés comme modulo k. La figure 4| correspond a une
représentation graphique de graphe de type roue.

Définition 3 Une instance du probléme du plus court chemin concurrent est dit une
dispute wheel de taille k si elle se définit de la facon suivante
— G est un graphe de type roue ayant k rayons
— les sommets sont partitionnés en deux sous-ensembles V1 et Vy
— la métrique w satisfait les propriétés suivantes telles que pour tout 7,0 < 7 <
k—1,
1) u; et uj41 ne sont pas de méme couleur.

2) si j > 0, en supposant i la couleur u;, alors
wi(R;) + wi(Rjt1) + wi(Qj42) > wi( Q) > wi(Ry) + wi(Qj+1)
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3)sij =0, alors
wa(Ro) +w2(Q1) > w2(Qo) > w2(Ro) + wa(Ry - Q2)
en supposant que ug est de couleur 2.

On peut remarquer que 1’instance réprésentée dans la figure 2] est une instance de
type dispute wheel de taille 4. 11 suffit de constater que les sommets v;, j € {1,2,3}
jouent le role de u; avec Q; = {v;,r} et Rj = {vj,vj;41}. Le sommet vy a le
role de wug car wa(Ro) + wa(Q1) > wa(Qo) > wa(Rp) + w;(Ry - Q2) en posant
Ry = {v4,v1}, Qo = {v4,r}. Pour chaque sommet v;, j € {1,2,3} de couleur ¢
la propriété we(R;) + we(Rj41) + we(Qj12) > we(Q;) > we(R;) + wi(Qe1) est
satisfaite.

De plus, comme nous 1’avons précisé dans la section 2} aucun arbre couvrant n’est
stable. Pour le prouver, il suffit de faire un raisonnement par 1’absurde. S’il existe
un arbre couvrant 7', T' contient au moins une aréte incidente en r. Supposons qu’il
contient ’aréte (vq, 7). Cela implique qu’il contient aussi I’aréte (v1,vs) puisque le
plus court chemin entre v; et  dans la métrique w; est {(v1, v2), (ve, ) }. En utilisant
le méme argument 7" doit aussi contenir I’aréte (v4, v1). Afin que v3 soit stable, 7" doit
contenir I’aréte (v3,7) qui entraine I’instabilité du sommet v,. Donc T ne contient
pas I’aréte (vz, 7). On peut faire le méme raisonnement pour les arétes (v;,r), avec
i€ {1,3,4}.

Figure 4. un graphe de type roue

Maintenant, a partir des instances de type dispute wheel, nous allons définir une
condition suffisante pour déterminer si un graphe G contient un arbre stable.

Théoreme 4 Soit G un graphe ne contenant aucune dispute wheel et soit w une fonc-
tion de pondération. Soit une partition de deux éléments Vy et Vs telle que V) contient
deux sommets notés x1, xs. Il existe toujours un arbre couvrant stable vers r dans G.

Preuve : Sans perte de généralité, nous supposerons que r € V5. Considérons le som-
met 1 ayant d voisins dans G que I’on notera 21, . . ., z1. On raisonnera par récurrence
sur d pour prouver qu’il existe un arbre stable dans G pour la métrique w.
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Cas ou d = 1 : il suffit de calculer ’arbre stable 7" dans le graphe G privé de x
avec la métrique w (il en existe un par le théoreme [3). Ensuite il suffit d’ajouter I’aréte
incidente a x; dans I’arbre 7T'. 1l est facile de voir que 1’arbre ainsi calculé est stable
dans G avec la métrique w.

Supposons que le théoreme soit vrai pour les graphes dont le degré de x; est infé-
rieur strictement a d.

Cas d’induction : Nous allons prouver par contradiction que la propriété est vraie
pour le cas d’induction en supposant qu’il n’existe pas d’arbre stable dans G selon la
métrique w. Nous allons construire une suite d’arbres jusqu’a obtenir un arbre stable
dans G selon la métrique w (c’est-a-dire jusqu’a obtenir une contradiction). Pour cela
nous introduisons les notations suivantes :

—br(2,T) = minIGFG(z) (wi(, 2) + wi(Te—r)).
- BR(z,T) = argmingerg ) (wi(x, 2) + wi(Tp—r)).

avec z un sommet de V' de couleur 7 et T" un arbre couvrant de G.

Soient z1, ..., z} les voisins de 2. Considérons le graphe construit G; de la fagon
suivante :

- V(G1) = V(G) et E(G1) = BE(G)\{(z1,21)}
—w'(e) = w(e) pour Ve € E(Gq)

Comme G ne contient aucun graphe de type roue, G1 n’en possede pas non plus.
Par hypothese d’induction, il existe un arbre stable T dans G; selon la métrique w’.
Comme T est un arbre couvrant dans G, T()) n’est pas donc stable dans G selon
la métrique w (par hypothese de contradiction). Seul le sommet x; ne peut pas étre
stable. De plus, 1’arbre 7! a les propriétés suivantes :

(1) seul le sommet x; est non-stable dans 7! selon la métrique w.
Q) Vz € Ta(z1), wao (TEr) < wo(TEH0) + wa(z, 1) (stabilité de 2)
Ces propriétés résultent de la facon que 7" a été construit.

A partir de 7)), nous allons contruire un arbre couvrant tel que z; sera stable.
Considérons I’arbre T qui est une copie de T(1) i I’exception que le pere de x; dans
T est 2} (car 2} € BR(x1,T™)). Dans I’arbre T", le sommet x; est stable.

wi (TY,) 4wy (z,21) < wy (TEL,) [9]

T1—T

Comme z1 et x5 sont de méme couleur, le sommet x5 1’est aussi est stable. Par
hypothese, comme aucun arbre couvrant n’est stable, cela implique que des sommets
de V5 ne sont pas stables : seul les sommets voisins de x1 peuvent étre non-stables

dans T". Par I’équation [9], les sommets y de V3 non-stables dans T " sont tels que

1 € T;l_))r et par conséquent z; € T;HT.
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Nous allons transformer I'arbre 7" en un arbre que I’on notera T?) en rendant
les sommets de V5 non-stables sans changer I’arc sortant de x. A partir de I'en-
semble U/ des voisins non-stables de x; dans T’ /, nous considérons un sommet v tel
que br(v,T") < br(y, T ) pour tout y € U. Nous transformerons 1’arbre T" afin qu’un
sommet de BR(v, T/) soit le pere de v. Ce nouvel arbre a des sommets non-stables
voisins de z; ou de v appartenant a V5. Nous effectuons la méme opération avec un
autre sommet non-stable, ainsi de suite jusqu’il n’existe plus de sommet non stable
dans V5. Cet arbre existe car par cette transformation, les sommets de V5> ne peuvent
pas redevenir non-stable dans cette suite d’arbres puisque les plus courts chemins
se basent sur la métrique wy. L’algorithme ci-dessous décrit plus formellement cette
transformation :

Entrée : un graphe G avec une pondération w et une partition de som-
/
mets, un arbre T

Sortie : un arbre couvrant

Instructions :
DT T
2) U « ens. de sommets non stables dans 7" privé des sommets de V7 ;
3) tant que U/ non-vide faire

a) Trier en ordre croissant la liste I/ en fonction de 1’ordre suivant < :
x = y si et seulement si

MAN e o (2) (W2(2, 2) —l—wg(Tzl;r)) <minerg (y) (w2 (y, 2) —l—wg(TZ/;r))

b) Soit v le premier sommet de la liste ¢/

¢) Changer I’arc sortant de v dans T" tel que v deviennent stable.

d) réactualiser I’ensemble U

1 . . .
4) retourner I’arbre T ainsi construit ;

Par hypothése, 1’arbre 7'®) ainsi construit n’est pas stable : il a les propriétés sui-
vantes :

1) seul le sommet x5 n’est pas stable.

)Ty
sont stables.)

= Tﬁ)_)u (ceci est du au fait que tous les sommets de V5 dans T;E(P_,u

L’instabilité de x5 dans T(?) a pu étre causé par un de ces deux cas :
Cas1:wy(T,, .,) < wg(TI(}LT). Cela implique qu’il existe y; un sommet de V5 tel
2)

que Ty(Q_),,. + T; et tel qu’il existe z € BR(x2, T?)) avec y; € T3,

—r

Cas2:wy(T, _,) > wg(TQS}LT). Cela implique qu’il existe y; un sommet de V5 tel

1 —T

que Ty(i),« #* T‘;HT ettel queyy, € 7T,

To—T

Traitons les deux cas.
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Cas 1 : Supposons que y; € Va est tel que Ty(z_)w # TyQT et tel qu’il existe z €

BR(z2,T®) avec y; € 72, Parla propriété (2) de I’arbre T2 et par définition de

Yy1,0na

wy(TP.,,) + wa(TE,) < wr(TEL.,) [10]
wi(TE,) +wi (T2,) < wi(T2.,) [11]

A partir de T(®), nous allons contruire un arbre T" tel que x5 sera stable. Consi-
dérons ’arbre 7' qui est une copie de 7(?) a I’exception que le pere de x5 dans T
est maintenant z. Dans I’arbre 7" , le sommet x5 est stable.

En fait, nous sommes en train de construire un sous-graphe de G correspondant a
une dispute wheel ol y; (resp. x2) est u; (resp. u;11) avec j # 0. Maintenant, il reste
a trouver quel est le sommet qui joue le role de wy.

Par définition 7" n’est pas stable mais pour tout sommet de V7, il ’est. Larbre
T peut étre transformé en un arbre T3) afin de rendre tout sommet de V5 stable en
utilisant les mémes arguments pour transformer 1’arbre T' en T? . Cest-a-dire pour
tout sommet y de V> non stable dans T”, on a

"

y—r Yy—r

En utilisant les mémes arguments, seul le sommet x; est non-stable dans T3) . Nous
allons considérer deux cas :

/

Cas 1.1: wy (T, ) > wa(TS2,)

To—T
Cas 1.2: wy (T, _,) < wa(T2L.,)
Remarque : il est impossible que wo (T;;Hr) = wy (TJEELT) Sitel estle cas, T serait
stable. Cela contredit les hypotheses. Traitons les deux cas.
Cas 1.1 : Supposons que wg(T;;_),,) > wa (T, ;£§)~>7‘) Par définition, les sommets non-

stables dans 7" sont des sommets y de V5 tel que z9 € T . et par conséquent

Yy—r
T € Ty(a,«. On peut déduire que pour tout sommet instable i dans 7'(2)

" "

wo (TP, )+ wa (T2, ) +we (T ) < wo(T, ., ) +wa(T,, ) [13]

Yy—x2 T2—Y1 Yi1—T Yy—x2 T2 —T

7

wa(T),,) < wa(Ty_,,) +wa(Th, )  [14]

1= Yy—To To—T

1

Comme x; n’est pas stable dans TG) | il existe y2 € (T, ) tel que yo est non

T1—T

stable dans 7" . Cela signifie qu’il existe z € BR(z1, T®) tel que
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wi (TE.) + wi (TE) < wi(TEy,) + wi (TSP, Par définition de la stabilité
de T dans Gy, on a wy (T4,) = wy (TEL.) + wy (T2),)

Nous avons construit une dispute wheel de taille 4 avec y5 qui joue le role de ug .
Ceci contredit notre hypothese de départ. Donc, ce cas est impossible.

"

Cas 1.2 : Supposons que wg(ng)_,r) > wo (T, ). Par définition, les sommets non-

To—T
stables y dans T" vont changer d’arc sortant afin que x5 € Ty@m Comme x; n’est

pas stable dans 73, il n’existe pas y; € (T;ér) tel que 2 est non stable dans T".

Si tel était le cas, x; serait stable dans TG,

Soit z € BR(x1, T®). Ona wy (TX'.,) = wy(T)..) + wy (T, par défini-

tion. Soit y5 instable dans T’ (2) tel que yz € Tz(i)r. En combinant toutes les inégalités,

wi(TE.) + wi(TE,) + wi(TE,,) + i (THL,) < wi(TEL,)  [15]

T1—= Z2—=Y2 Ya2—T2 To2—T T1—T

wz(T(Q) ) < w1 (T(Q) ) + w1 (T(Q) ) [16]

T1—=T T1—Y2 Ya2—r

Nous avons construit une dispute wheel de taille 4 avec x1 qui joue le role de v .
Ceci contredit notre hypothese de départ. Donc, ce cas est impossible.

Cas 2 : 11 faut raisonner de la méme fagon que le cas 1. Ce cas est aussi impossible.

Dongc, le cas d’induction est prouvé. On peut en déduire le théoréme.

Théoreme 5 Un graphe ne contenant pas une dispute wheel implique I’existence d’un
arbre stable.

Preuve : La preuve du théoréme correspond a une double récurrence. La premiere est
sur le nombre de sommets de V7 dont le cas de base correspond au théoreme (4, Pour
le cas d’induction, il suffit de reprendre la preuve du théoréme [den considérant que la
taille de la dispute wheel ne peut pas excéder 2|V1|.

4. Description de I’algorithme résolvant le probleme du plus court chemin
concurrent

Le but de cette section est de décrire 1’algorithme construisant un arbre stable de
plus courts chemins dans le cas précis d’une compétition entre différentes coalitions de
nceuds. Cet algorithme est auto-stabilisant mais il ne fonctionne correctement que dans
le cas de I’existence d’un arbre stable dans le réseau. Celui ci est basé sur 1’utilisation
de deux résultats (Delaét et al., 2002) et (Griffin et al., 2002) qui, combinés, forment
notre algorithme.

Le principe de I’algorithme est de découvrir la topologie du réseau et les pondé-
rations des arétes via I’algorithme de recensement de (Delaét et al., 2002) dont on
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surcharge les messages. Ensuite chaque nceud ayant pu calculer un ordre préférentiel
des chemins vers la destination grace a sa connaissance parfaite de la topologie exé-
cute 1’algorithme de (Griffin et al., 2002) de calcul d’arbre stable et indique au vu
du résultat de ce calcul I’arc qu’il sélectionne en local pour I’arbre stable. Evidement
le calcul d’arbre stable ne convergera qu’en cas d’existence d’un arbre stable d’ou le
travail des sections précédentes.

Le travail principal de cette partie est donc de formaliser la surcharge des mes-
sages de I’algorithme de recensement afin de récolter de maniere auto-stabilisante une
information complete sur la topologie du graphe et les pondérations colorées de ses
arcs nécessaires a I’algorithme de (Griffin er al., 2002).

Les messages de notre algorithme se composent de trois parties, une partie recen-
sement, une partie découverte de la topologie et une partie construction d’arbre.

Par hypothese, lorsqu’un nceud recoit un message, celui ¢i est associé au numéro
du canal entrant sur le quel circulait ce message et au cofit pour chaque coalition du
passage de ce message sur ce canal.

La présente section se compose de trois sous sections, dans la premiere nous rap-
pelons I’algorithme de recensement auto-stabilisant de (Delaét et al., 2002). Dans la
deuxieme, nous présentons comment la surcharge des messages permet d’acquérir, de
maniere auto-stabilisante, une connaissance complete de la topologie du réseau et des
pondérations sur chaque arc. La troisieme est un rappel de 1’algorithme de construc-
tion d’arbre stable a partir d’une liste de routes classées par priorité.

4.1. Rappel de Ualgorithme de recensement

Cette sous section est un rappel de 1’algorithme de recensement de (Delaét et al.,
2002). Sa lecture peut étre omise par tout lecteur connaissant préalablement le résultat.

Le recensement consiste en une découverte des nceuds présents dans un réseau
et de leur position relative. Ceci répond pour chaque nceud a la question : "qui peut
m’envoyer des messages, a quelle distance et via quel canal ?"

Le principe de 1’algorithme de faire circuler des messages dans le réseau qui ré-
coltent des informations sur celui-ci. Les nceuds font systématiquement confiance a
la derniére information recue depuis un canal de communication. Ils la combinent
avec I’information en leur possession sur le réseau pour ainsi recenser de maniere
auto-stabilisante 1’ensemble des identifiants des nceuds présents dans le réseau, leur
distance au nceud courant et les noeuds intermédiaires entre le nceud cité et le nceud
courant. L’algorithme étant auto-stabilisant, il assure qu’apres le temps de stabilisa-
tion toutes les mémoires des nceuds contiennent une information correcte et que ne
circulent que des messages canoniques qui ne modifieront pas ces mémoires.

La figure [5| présente un exemple de configuration correcte des mémoires pour 1’al-
gorithme de recensement. Chaque nceud y est représenté par une téte coiffée d’un cha-
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lefac)alb)

(a)(be(d)(eg) ) (d)(fg)(c)(a)(b)
c)(a)(f)(d)(es)

b
O
(e)(d A6
(bf(cd)(eg) O
(cd)(aeg)(b)

Figure 5. configuration avec uniquement des mémoires correctes pour 1’algorithme
de recensement.

peau portant son identifiant, le contenu des mémoires y est représenté par les bulles de
pensée. Plus précisément, pour le réseau de la figure[5|la mémoire correcte du nceud a
est (b/A f/B)(c/AB d/B)(e/B g/B). En effet, a posséde deux canaux entrant qu’il peut
par exemple numéroter A et B via la canal numéroté A, b est a distance 1, ¢ est a
distance 2 et il n’y a pas de nceud a distance 3 ; via le canal B, f est a distance 1, c et
d sont a distance 2 et e et g sont a distance 3. Autrement dit, ceci signifie que le nceud
a peut recevoir des messages de deux nceuds voisins a distance 1 les nceuds b et f
qu’il posséde deux nceuds a distance 2 les nceud ¢ et d et deux nceud a distance 3 les
nceud e et g. Par ailleurs la la forme canonique d’un message circulant entre f et a est
(f)(cd)(aeg)(b). Le propos ici n’est pas de prouver de nouveau cet algorithme mais
de rappeler par I’exemple son fonctionnement et de pointer le fait qu’apres stabilisa-
tion il continue a transmettre continuellement des messages et a réécrire éternellement
le méme contenu dans les mémoires.

Remarquons que cet algorithme ne permet pas directement d’avoir une image com-
plete de la topologie du réseau dans chacune des mémoires des nceuds du graphe mais
seulement une information de recensement sur les identifiants de tous les nceuds du
graphe. En effet, considérons le méme graphe auquel on ajoute un arc de g vers e, la
mémoire canonique des neeuds a, b, ¢, d, f et g serait la méme malgré une topologie
différente du réseau. Toutefois, par définition des mémoires correctes, chaque nceud a
une connaissance totale de ses voisins entrants (topologie a distance 1).

4.2. surcharge des messages

Dans cette sous section nous présentons notre adaptation de 1’algorithme de recen-
sement de (Delaét et al., 2002) qui servira de base a I’algorithme de de construction
d’arbre stable de (Griffin et al., 2002).

Il est nécessaire de connaitre en chaque nceud une image complete de la topologie
du réseau ainsi que du poids pour chacune des couleurs (coalitions) affectées a chacun
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des arcs du graphe. Pour cela nous allons surcharger les messages transmis par 1’al-
gorithme présenté dans la section précédente de maniere a récolter les poids affectés
a chacun des arcs a distance 1 pour chacune des coalitions. Ainsi un message n’est
plus seulement, comme dans I’algorithme de recensement, une simple liste de nceuds,
mais, il possede aussi une seconde partie qui indique, pour chaque nceud, sa topologie
a distance 1 et les pondérations des arcs selon les couleurs (coalitions). Sur réception
d’un message depuis un canal numéroté A I’algorithme de recensement s’applique
normalement sur la partie recensement du message. De plus pour la partie topologie
du message, I'information sur le nouveau nceud a distance 1 via le canal numéroté
A est mise a jour avec les nouvelles informations sur les poids par coalitions via le
canal numéroté A. Ainsi dés que I’algorithme de recensement est en phase stabili-
sée et qu’'un message a parcouru tout le graphe, il contient une image complete de la
topologie du graphe.

4.3. rappel de Ualgorithme de construction d’arbre stable

Cette sous section est un rappel de I’algorithme de construction d’arbre stable de
(Griffin et al., 2002). Sa lecture peut étre omise par tout lecteur connaissant préalable-
ment le résultat. L’algorithme de construction d’arbre stable de (Griffin et al., 2002)
est basé sur une connaissance a priori d’une liste ordonnée par préférence des chemins
possibles en chaque nceud vers la destination.

Chaque nceud maintient au niveau de sa mémoire un chemin courant vers la des-
tination. Sur réception d’un nouveau chemin proposé par un de ses voisins, le nceud
actualise son chemin en mémoire s’il préfere le chemin proposé a son chemin courant
suivant sa liste de préférence.

Dans notre cas, la notion d’ordre préférentielle sur les chemins sera calculée a la
volée en fonction des données topologiques et des pondérations présentes au sein du
nceud. L’algorithme de (Griffin ef al., 2002) s’applique donc directement sauf que le
calcul du meilleur chemin chemin est local. En phase de stabilisation des algorithmes
de recensement et du calcul de la topologie, ce calcul local du meilleur chemin n’a
pas de pertinence puisque la topologie et les poids considérés ne sont pas nécessai-
rement les bons. Par contre dés que les deux algorithmes sous-jacents sont en phase
stabilisée, les poids des chemins courants et proposés sont calculés et comparés, pour
que le meilleur soit conservé pour former 1’arbre stable. Notons que cet algorithme
ne convergence sur des instances contenant aucune dispute wheel et respectant des
conditions de 1’algorithme de (Griffin et al., 2002) concernant la stabilisation de celui
ci (a savoir en I’absence de dispute wheel sur les ordres de préférences des chemins -
voir (Griffin et al., 2002) - ).
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5. Formalisation de I’algorithme
5.1. rappel de la notion d’auto-stabilisation

Une configuration est le produit cartésien a un instant donné de toutes les variables
de tous les nceuds du réseau. Chaque nceud possede ses propres variables et commu-
nique avec les autres processeurs par passage de messages.

Un systéme de transitions est un couple S = (C, —), ou C' est un ensemble de
configurations et — une relation binaire sur C'. Une exécution de S est une suite
maximale de configurations (finie ou infinie) £ = (v, v1,...,%,. - . ) telle que pour
touts > 0,y; — 7;+1. Une spécification est un prédicat sur I’ensemble des exécutions.
Un systéme de transition S = (C,—) est auto-stabilisant pour la spécification P
s’il existe un ensemble . C C' de configurations légitimes vérifiant les propriétés
suivantes :

1) Correction : toute exécution débutant par une configuration dans L satisfait P ;

2) Convergence : toute exécution atteint une configuration dans L.

5.2. Hypothese liées aux communications dans le cadre de ce probleme

La communication se fait par échange de message point a point. Un nceud origine
envoie un message sur un de ses ou sur tous ses arcs sortants. En fonctionnement
normal (absence de pannes) les messages ne sont pas corrompus. Toutefois un nceud ne
connait pas a priori I’identifiant du nceud a I’origine du message qu’il recoit, il connait
seulement une étiquette locale de ses arcs entrants. Sur réception d’un message, un
nceud apprend le message (contenu de la variable transmise par I’émetteur), I’ étiquette
locale de I’arc par lequel est entré ce message (information locale) et la pondération
de cet arc entrant pour chacune des couleurs représentant les coalitions (information
propre au canal apprise en parcourant le canal).

5.3. Description de I’algorithme

L’ algorithme étant formé de trois parties (recensement découverte de la topologie,
construction d’arbre), ses variables sont partagées en trois groupes : les variables de
recensement, les variables de topologie et les variables de construction d’arbre. Ces
trois groupes seront aussi utilisés pour le contenu des messages transmis sur le réseau.
De méme les messages contiennent trois parties, une partie recensement, une partie
découverte de la topologie et une partie construction d’arbre.

Pour la compréhension de 1’algorithme, nous considérons dans les exemples que
les identifiants des processeurs sont des mots formés de lettre de I’alphabet en minus-
cules, les noms des arcs sont des mots formés de I’alphabet en majuscules, les noms
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des coalitions des couleurs, les poids des entiers et les chemins des suites d’identi-
fiants.

La variable de recensement correspondent a une suite de liste d’identifiants, chacun
étant associé un ensemble d’arcs entrant du nceud. La premiere liste représente les
voisins a distance 1, la ieme liste celle des voisins a distance i du noeud, les ensembles
d’arcs sont I’ensemble des noms des arcs par les quels on obtient I’information sur ce
nceud. La mise a jour de cette variable est faite sur réception d’un message par le noeud
courant via un canal numéroté en local conformément a 1’algorithme auto-stabilisant
de recensement de (Delaét ef al., 2002).

\/
K/’\

Y

Figure 6. cas de deux coalitions(les verts et les rouges)

— Exemple de variable de recensement au sein du nceud d du réseau de la figure 3]
avec des contenus de mémoires différents : (b/A ¢/C)(d/A e/A {/B), cette valeur de
la variable est trivialement incorrecte puisqu’il est impossible de connaitre le nceud
f a distance 2 via le canal B, c’est pourtant une valeur initiale possible de la partie
recensement du nceud d, puisqu’elle est correcte du point de vue de la syntaxe.

— Exemple de variable de recensement au sein du nceud a du réseau de la figure j]
avec les contenus des mémoires de la figure [3]: (b/A f/B)(c/AB d/B)(e/B g/B), cette
valeur de la variable est la valeur correcte pour le recensement dans le cas du réseau
de la figure[5]en phase stabilisée elle sera éternellement réécrite a I’identique.

La variable de découverte de la topologie est une suite d’identifiants d’arcs auquel
sont associés pour chacun un poids par couleur. La mise a jour de cette variable est
faite sur réception d’un message par le nceud courant via un canal numéroté en local.
La partie recensement est d’abord mise a jour conformément a 1’algorithme de (Delagt
et al., 2002) ensuite la partie découverte de la topologie du message est recopiée a
I’exception des informations sur 1’arc entrant du message qui sont elles mises a jour
avec le nouvelles informations de pondération des couleurs récoltées a la réception
du message. Remarquons que méme si on ne connait que 1’identifiant local de 1’arc
entrant (par exemple A), son identifiant global (par exemple b — a) est déduit d’une
part par I’identifiant du nceud courant (par exemple a) et d’autre part par la premiere
liste de I’algorithme de recensement qui associe 1’identifiant local de I’arc entrant avec
I’identifiant global du nceud a I’ origine de I’arc (par exemple b/A ).

— Exemple de variable de recensement au sein d’un nceud :

a — bl/vertd4d/rougel-a — cl/vertl/rouged-a — d/vert3/rougel
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b— alvertd/rougel-b— d/vertl/rouge2-b— elvertl/rougel

¢ — alvertd/rougel-c — d/vertl/rouged-c— el/vert2/rougel

d — alvert3/rougel-d — b/vertl/rouge2-d — cl/vertl/rouge4-d — e/vertl/rougel

e — blvertl/rougel-e — cl/vert2/rougel-e — d/vertl/rouge4

Cette valeur de variable est correcte pour le réseau de la figure[6] en phase stabilisée
elle sera éternellement réécrite a 1’identique. Par contre elle est possible mais totale-
ment erronée pour le réseau de la figure [5]

La variable de construction d’arbre est le chemin courant vers la destination. Sur
réception d’un message et aprés mise a jour de la variable de recensement et de dé-
couverte de la topologie, I’ensemble des chemins possibles vers la destination sont
évaluées (ceci correspond a I’entrée de classement des chemins de I’algorithme de
(Griffin et al., 2002)). Ensuite le nouveau chemin est selectionné. C’est le chemin de
colit minimum entre aller vers le voisin (si I’arc existe) puis utiliser son chemin vers
la destination (recu dans le message) et le chemin courant (si c¢’est bien un chemin
possible).

Apres réception et modification des variables un message est transmis a tous les
voisins, celui ci contient la nouvelle valeur de la variable de recensement précédée du
nom de I’identifiant du nceud émetteur, la valeur de la nouvelle variable de découverte
de la topologie et le nouveau chemin courant vers la destination.

6. Conclusion

Nous avons étudié le probleme du plus court chemin en présence de concurrence,
en étendant la modélisation de Griffin en incluant la possibilité de présence de coali-
sion, en caractérisant des propriétés sur la structure de I’instance permettant de garantir
I’existence d’un tel arbre, en donnant un algorithme auto-stabilisant. Cet algorithme ne
convergence sur des instances contenant aucune dispute wheel et respectant des condi-
tions données dans (Griffin et al., 2002). La taille mémoire de 1’algorithme présenté
pourrait certainement &tre optimisée, toutefois cela rendrait plus confus la compréhen-
sion de ses principes de fonctionnement. En outre le facteur d’optimisation ne serait
pas nécessairement grand et la litérature montre au moins un exemple de résultat dans
un domaine proche ol I’optimisation de la taille des mémoires et des messages n’est
pas un souci majeur (voir (Chen et al., 2005)).
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