Mathématiques pour 'informatique (MI150) 2009-2010 — Examen

Exercice 1

Soit E un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E/
1. Rappeller la définition de la différence symétrique.
2. Calculer AAA, AA(D, AAE, et AAA
3. Montrer que, pour tous A, B, C sous-ensembles de E, on a
(AAB)UC = (AUC)A(BUCQC)

Exercice 2

Considérons le plan de métro de Paris. Soit M D’ensemble des stations de métro.

1. Soit R la relation sur M x M suivante définie : Soit = et y deux stations de métro. on a
xRy si et seulement si x et y sont sur la méme ligne. Quelles sont les propriétés de R ?

2. Soit F la relation sur M x M suivante définie : Soit x et y deux stations de métro. on a xFy
si et seulement si un passagé peut aller de x vers y en métro. Quelles sont les propriétés
de F?

Exercice 3

Considérons un ensemble E défini de la fagon suivante E = Z x Z.

1. Considérons la loi interne ® : E — E définie de facon suivante :
(a,b) ® (¢,d) = (ac, bd)

(a) La loi interne est-elle associative, commutative ?

(b) A-t-elle un élement neutre ?

(¢) Pour tout (a,b) € E, existe-t-il un élément inverse de (a,b) pour la loi @ 7
(d) Qu’en déduisez-vous?

2. Posons f : E — FE une application telle que pour tout élément z = (a,b) de E, on a
f(x) =y tel que y = (a?,b?)
— Cette fonction est-elle injective, surjective, bijective ?
— Montrer pour tout paire z, y d’éléments de E, on a f(z) ® f(y) = f(z ® y)

3. Posons g : E — E une application telle que pour tout élément x = (a,b) de F, on a
g(x) =y tel que y = (a+ 1,b)
— Cette fonction est-elle injective, surjective, bijective j,
— A-t-on f(z) ® f(y) = flz®y)?

Exercice 4

Soit k un entier. Sy I'ensemble des entiers compris entre 0 et 2% — 1.

Soit R une relation d’équivalence de S x S définit de la fagon suivante : on a xRy si et

seulement si le nombre de bits de la représentation binaire x est égale au nombre de bits de la

représentation binaire y.

— Montrer que R est une relation d’équivalence.

— A partir des classes d’équivalence de R, construire une partition de Sk. (Il faut justifier que
votre construction est bien une partition).

Exercice 5

C1s . . (1 2 3 4 5 6 7 8
Considérons la permutation suivante : o = <3 9 6 8 5 1 4 7>

Question 2.1 : Trouver la décomposition en produit de cycles disjoints de cette permutation.
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Question 2.2 : Calculer la permutation ¢ consistant & composer deux fois la permutation o

Question 2.3 : Calculer la permutation que I'on notera ¢® consistant a composer « fois la
permutation o avec o > 1.

Exercice 6

Nous considérons des pieces de monaies de 1, 2, 5 centimes. Notons N(z), le nombre minimun
de pieces pour obtenir x centimes

1. Quelle est la valeur de N(0), N(1), N(2), N(3), N(4), N(5)?
2. Trouver la relation sous forme mathématique de N(x) en fonction de valeurs N(w) avec
w< T

3. Prouver cette formule par induction/récurrence sur z.



