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Introduction

Dans la théorie des graphes, les cotits des noeuds ou des arcs sont généralement
considérés comme étant déterministes. Malheureusement,cela n’est pas toujours
vrai car de nombreux problemes émanant de divers domaines (informatique, in-
telligence artificielle,ingénierie, etc) peuvent se présenter en termes de relations
entre les différents éléments(noeud ou arc). Ainsi, on peut donc décider d’associer
a chaque noeud ou arc une probabilité que cet élément soit entierement ou partiel-
lement disponible. Notre objectif est celui d’analyser la distribution des résultats
du probleme d’optimisation connaissant la distribution des probabilités sur les
arcs et noeuds.

Partant d’un graphe de taches acyclique, nous allons calculer le temps requis
pour exécuter toutes les taches du graphe. Ce probleme a une complexité polyno-
miale lorsque les entrées sont déterministes. Mais cela n’est plus valable lorsque les
noeuds sont associées a des variables aléatoires. Ainsi, Notre approche est basée
sur les distributions de probabilités au niveau des noeuds et les propriétés des
opérateurs plutot que sur la structure du graphique.

Notre rapport comporte deux chapitres structurés en plusieurs sections. Dans
un premier temps, nous décrirons dans le premier chapitre, le déroulement du
stage, nous présenterons ensuite la classe des problemes d’optimisation. Enfin,
nous étudierons le probleme d’optimisation du graphe de taches. Dans I'étape
suivante, nous présenterons dans le second chapitre, certaines propriétes des ordres
stochastiques fort et convexe. Ensuite, nous analyserons les différentes actions dans
la conception des bornes inférieures. Enfin, Nous présenterons un algorithme pour
la borne inférieure et nous analyserons a partir d’un exemple les résultats obtenus.



Chapitre 1

Problemes d’optimisation

1.1 Déroulement du stage

Dans cette section, nous présentons le contexte dans lequel le stage s’est ef-
fectué ensuite, les différentes taches que nous avons réalisées ainsi que les différents
problemes d’optimisation qui permettent d’illustrer notre approche.

1.1.1 Equipe dirigeante

Ce stage, d'une durée de deux mois, s’inscrit dans le cadre du projet ADOC(projet
CNRS PEPS MASTADONS). 11 s’est effectué sur différents sites a savoir : UPEC,
LRI et UVSQ. L’équipe dirigeante était constituée de :

— Jean-Michel Fourneau, Professeur d’Informatique au UVSQ.

— Johanne Cohen, Directrice de Recherche au LRI.

— Nihal Pekergin, Professeur d’Informatique a 'UPEC.

— Alexandre Fauquette, Etudiant & CentraleSupelec.

— Gilles Christian NOUKELA, Etudiant & 'UPEC.

1.1.2 Taches effectuées

Au cours de cette période de stage, nous avons travaillé principalement sur
la recherche d’une distribution bornante inférieure au sens convexe et parmi les
taches effectuées, nous avons eu a :

— prouver les différents lemmes qui permettent de construire une borne inférieure

selon cx.

— implémenter les algorithmes de construction des bornes optimales pour

I’ordre stochastique St et analyser les résultats obtenus.

— implémenter I'heuristique qui permet de trouver une borne inférieure au

sens cx et analyser les résultats obtenus.

— implémenter ’algorithme de distribution du temps d’achevement du graphe

de taches.

— implémenter les algorithmes de comparaisons des bornes cx et st.



1.1.3 Classes de problemes d’optimisation

La généralité de notre approche peut étre illustrée a partir de certains problemes

d’optimisation a savoir :

— Le flow maximal : c¢’est la capacité minimale des coupes dans un graphe.
Une coupe est un ensemble de sommets issus de la partition du graphe en
deux sous ensembles.

— Le plus court chemin qui consiste a trouver un chemin de longueur minimal
qui sépare la source de la destination dans un graphe.

— L’arbre couvrant de poids minimal qui est un arbre couvrant dont la somme
des poids des noeuds est minimale. Un arbre couvrant est un arbre qui
connecte tous les noeuds du graphe et est inclus dans ce dernier.

— Le temps d’achevement qui est un ensemble ordonné des taches nécessaires
afin d’obtenir les résultats attendus.

Tous ces problemes sont construits avec les mémes opérateurs convexes ou

concaves tels que : "Min”, "Max” ou "+".

1.2 Graphe de taches

Nous illustrons la classe du probleme considéré par le probleme du graphe
de taches. Notre approche repose sur la distribution des résultats du probleme
d’optimisation connaissant les distributions d’entrées au niveau des taches. Ainsi,
si la taille de la distribution est importante, I’analyse des résultats du probleme va
étre complexe. Par contre, si la taille des distributions est assez petite, l'obtention
des résultats se fait en un temps fini.

1.2.1 TIllustration du probleme d’optimisation

On consideére un graphe orienté sans circuit G(V,E), avec V I'ensemble des
noeuds et E I'ensemble des arcs tels que (i,7) € E si et seulement si i < j
Vi,j € E . Nous supposons que les noeuds sont étiquetés avec des durées (w;);ev
en suivant un certain ordre. Pour éviter d’avoir un algorithme récursif, nous sup-
posons également que le graphe G n’est pas un graphe série parallele (graphe
issu de la composition des autres graphes). Ainsi, le passage d’une tache ou d’un
noeud de i vers j stipule que j a besoin des résultats de i pour étre exécuté. De
plus, 'exécution de la tache i passe par 'exécution de tous les prédécesseurs de i.

On désigne par b;(resp.e;) le temps de début(resp. de fin) de la téche i. Le
temps d’exécution w; est donc donné par w; = e; — b;. Ainsi, de maniere récursive,
le temps complet du dernier noeud du graphe ey, peut étre obtenu a partir de la
séquence suivante :

€, = w; + Max;er- (i) (ej)
ou ' (i) est 'ensemble des prédécesseurs de i et la séquence est initialisée par :

61:b1+w16tb1:0



FIGURE 1.1 — Graphe de taches.

Le temps d’achevement du graphe de taches est donc égale a ey,. En supposant
I'indépendance des variables aléatoires définies sur les entrées de notre modele, la
probabilité de (dy, ...,dy,) est donnée par :

Pr(dh "‘7dN11) = Hz PT(XZ - dZ)

Nous désignons par €2 I'espace d’états qui est le produit cartésien des supports des
distributions d’entrée, CompletionTime(d,, ,,dy,) la variable aléatoire égale au
temps d’exécution du graphe lorsque les retards sur les noeuds i sont distribués en
fonction de D; et CT(dy, ,,dy,) le temps d’achévement du graphe de tache a valeur
dans R* quand les variables aléatoires d’entrée sont égales a dy,,,dy,. Ainsi, en
conditionnant les valeurs des variables aléatoires d’entrée, nous obtenons :

Pr(CompletionTime(D1, ...,Dn,) =T) :Z<d1 7777 dn. )€ Pr(di,...,dn,)lerd, ..., dny)=T

Ce probleme a une complexité polynomiale lorsque les entrées sont déterministes.
Par contre, lorsque les entrées sont des variables aléatoires, sa complexité devient
exponentielle ce qui rend l'analyse des distributions sur les résultats complexe.
Il est a noter que lorsque la taille du support des distributions est petite, la
résolution du probleme est encore possible. Une approche simple consiste a condi-
tionner toutes les variables aléatoires afin d’obtenir un probleme dont les entrées
sont déterministes. Ainsi, en supposant que toutes les distributions ont les mémes
tailles(égales & A), la complexité de cette approche est égale & :

ANYB(N,)

ou B(N,) est égale a la complexité dans le cas déterministe pour un graphe de
taille IV,,.



Exemple 1.1 : Considérons le graphe acyclique G(V,E) ci dessous dont les
entrées sont des variables aléatoires. Soient IV, = 4 le nombre de noeuds du graphe
et A = 2 la taille du support de chaque distributions d’entrée.

113
02 08
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2 | 3 °
04 06 o1 3

0307

FI1GURE 1.2 — Exemple de graphe de taches avec des variables aléatoires en entrée.

A partir de ce modele,nous pouvons obtenir 2* = 16 graphes déterministes
en entrées. Un exemple de graphe déterministe issu du modele précédent est le
graphe de taches ci-dessous :

= |w w
~
=
»
_“

FI1cURE 1.3 — Exemple de graphe de taches avec des entrées déterministes.

ou la probabilité d’obtenir cette configuration est Pr(d1,d2,d3,d4)=0.8%0.4*0.3*0.6=0.0576
et le chemin critique de cette configuration est Max(3+3,3+1,44+1)=6. On reitere
le méme calcul pour les autres configurations

Ainsi, la probabilité que CompletionTime(dy, , ,dy,) soit égale a 6 est donnée
par :

Pr(CompletionTime(D1, .., Dn,) = 6) :Z(dl,-,dz\r yeQ Pr(dy, .., dNU)lCT(dlvadN/u):G =

9



0.0576 + 0.1344 + 0.0864 + 0.2016 4 0.0504 4 0.0336 = 0.564

Comme la complexité pour cette famille de problemes avec des variables aléatoires
est NP, il n’existe pas d’algorithmes en temps polynomial sauf lorsque NP=P pour
les cas généraux de ces problemes.
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Chapitre 2

Algorithmes de bornes

2.1 Définitions et propriétés des ordres stochastiques

Définition 1.1(Ordre Convexe croissante) Soient X et Y deux variables aléatoires,
X < Y sipour toute fonction convexe croissante ¢,E[(¢(X)] < E[¢(Y)] pourvu
que l'espérance existe.

Définition 1.2(Ordre Convexe) Soient X et Y deux variables aléatoires., X <. Y
si pour toute fonction convexe ¢, E[(¢(X)] < E[¢(Y)] pourvu que l'espérance
existe.

Une définition similaire est la suivante : Soit X et Y deux variables aléatoires.,
X <@ YVsi X <o Yoot E[(X)] = E(Y)] pourvu que l'espérance existe.

Définition 1.3(Ordre Strong) Soient X et Y deux variables aléatoires., X <g4 Y
si pour toute fonction croissante ¢,E[(¢(X)] < E[p(Y)] pourvu que l'espérance
existe.

Corollaire 1.1 Nous pouvons donc déduire les propositions suivantes :
— X <agXet X <, X
— i X <4 Y alors V k,E[X*] < E[Y*].
— si X <, Y alors Vk > 1,E[X*] < E[Y*]. Par conséquent, Var[X] < Var[Y]
(car E[X]| = E[Y])
Propriété 1.1 (Stop Loss) Soit X et Y deux variables aléatoires, X <. Y si
et seulement si E[X] = E[Y ] et pour tout d, E[(X — d)+] < E[(Y — d)+].

Corollaire 1.2 Soit X et Y deux variables aléatoires, X <., Y si et seulement si
E[X] = E[Y] et pour tout d, E[(d — X)+] < E[(d — Y)+].

Propriété 1.2 (Addition) Soit X et Y deux variables aléatoires et Z une autre
variable aléatoire indépendante de X et Y. Si X <., Y alors X + 7 <., Y + 7.

Propriété 1.3 (Espérance) Soit X et Y deux variables aléatoires d’espérance
finie, E[X] <e X et E[X] + X < 2X.

11



Propriété 1.4 Soit X et Y deux variables aléatoires telles que : X < Y. Si
E[X] = E[Y] alors X =Y.

Propriété 1.5 Soit X |Y et © trois variables aléatoires telles que [X|O = a] <.,
[Y|© = a] pour tout a dans le support de © , alors X <., Y.

Théoréme 1.1(Théoreme A.344 de Shantikumar page 133) Soit X et Y deux
variables aléatoires avec des espérances égales (E[X]|=E[Y]) et avec des fonctions
de répartition F, et F) respectivement. X <., Y si et seulement si le nombre de
changements de signe pour la fonction F, — F), est égale a 1 et la séquence de
changement de signe est +,-. Les cas o F, — F}, = 0 sont rejetés (ne sont pas
considérés comme un changement de signe).

2.2  Algorithme pour 'ordre Strong

L’intérét est d’avoir une distribution bornante définie sur un support de taille
plus petit ce qui permettra de réduire la complexité des opérations sur les distri-
butions. De plus, si les opérations utilisées sont monotones alors les distributions
des résultats sont également bornantes. Ce probleme a fait l'objet d'une étude au
préalable dans la thése de Farah(chapitre 6) en utilisant I'ordre stochastique
strong : Partant d’une distribution de probabilité discrete d de taille N avec une
fonction de récompense positive croissante r, on a trouvé un algorithme pour la
distribution bornante optimale inférieure ds(resp. supérieure d;) de taille K < N
de d pour la récompense r. Cela se traduit par :

7 d2 Sst d Sst dl

— Il n’existe pas de distribution d’(resp. d”) de taille K tels que dy <g d’ <4 d

et X rlildsli] < 3, rlild i) < 5 rildli] (resp. d <y " <y d1 et ¥, rlildli] <
i rlid"[i] < X rlildi[i]).

2.2.1 Algorithmes des bornes optimales pour 'ordre St

Les différents algorihmes ci dessous, présentés dans la these de Farah Ait
Salaht permettent de determiner les meilleures approximations d'une distribution
pour une récompense donnée.

Algorithme de construction de la borne inférieure optimale

La détermination de la borne inférieure optimale selon st s’obtient a travers
I’algorithme suivant :

Algorithmel : Algorithme de construction de Ia borne inférieure optimale
Entrées :

d : Distribution de probabilités discrete définie sur I'espace d’état H, |H| = N ;

r : Récompense positive croissante ;

12



K : Taille du support F5 associée a la distribution bornante.
Sorties :

d2 : Borne inférieure optimale de d définie sur Fy, |Fy| = K ;
R4 : Espérance des récompenses de d2;

1. Rqy =Y, rli]d[i] /*espérance de récompense de d*/

2. X[i,j] = X[i,j — 1] +d[j](r[j] — r[i]),V i €{1,...N},V j € {i+1,...N};

3. Tli,j] = oo, V 1, j €{1,....N}; Saveli, j] = 0 et Save[i,2|=EtatMin V i, ]

e{1,...N};

4. T[,2)=X[1,i-1], Vi €{2,....N};

5.1€{3,..,N},ie{2,..,N}, je{2,...,i—1}
if T[j,1 — 1] + X[j,i — 1] < T[i, ] then

Tli,l) =T[5l — 1+ X[j,i — 1];

Saveli,l] = f;;
T[i,K]=T1[i,K]+X[i,N], Vi €{1,....N-1};
m; = argming{T[s, K]}; /* indice de I'état ayant le résidu minimal */
Fy = {fni} /* construction de F; associé a la distribution d2 */
for 1=K to 2 do

Fy = Fy, U Save[mi, ] ;

mi = Save[mi, ] ;
10. d2[m] = 3"

dZ[K] - Zse{F+H(F2[K])UH(F2[K])} d[s] !
11. Rgy, = Ry — minsT'[s, K].

© ®© N

d[s] Vm e{1,..K-1};

s€{T'™ H(Fa[m+1))NT'T H(Fa[m])}UFa[m]

Algorithme de construction de la borne supérieure optimale

La détermination de la borne supérieure optimale selon st s’obtient a travers
I’algorithme suivant :

Algorithme?2 : Algorithme de construction de Ia borne supérieure optimale
Entrées :

d : Distribution de probabilités discrete définie sur I'espace d’état H, |H| = N ;

r : Récompense positive croissante ;

K : Taille du support F} associée a la distribution bornante.
Sorties :

d2 : Borne supérieure optimale de d définie sur Fy, |Fi| = K

Ry : Espérance des récompenses de d1 ;

1. Rq =Y, rli]d[i] /*espérance de récompense de d*/

13



2. for i=N to 1 do
for j=i-1 to 1 do
X=X L+ +d [l (e [i]-r[j]) ;
3. Tli,j] = oo, V1, j €{1,...N}: Saveli,j] = 0 et Save[i,2]=EtatMax V i, ]
e{1,...,N};
4. T[i,2]=X[N,i+1], Vi €{1,...,.N-1};
5.1€ {3, K}, ic{N—1,.. 1}, je{N—1,..,i+1}
if T[j,0 — 1] + X[j,7 + 1] < T[i, ] then
T[] =T[5l -1+ X[j,i+1];
Saveli,l] = f;;

6. T[L,K]=T[i,K]+X[i,1], Vi €{2,....N};
7. ma = argming{T[s, K]} ; /* indice de I'état ayant le résidu minimal */
8. Fy = {fma} /™ construction de F; associé a la distribution d2 */
9. for 1=K to 2 do
Fy = Fy U Save[ma,l];  ma = Save|ma,l];
10. d1]l] =X ]d[s] Vm e{l,. K-1};

se{T— H(F{ )Tt H(F[1-1])}UF [l
dl|1l| = dls
[ ] ZSG{F+H(F1[1])UH(F1[1])} [ ]’
11. Ry, = Ry + T[ma, K].

Avec :

X[i,j] qui correspond a la différence de récompense engendrée par la suppression
de I'état f; en sachant que I'état f; est conservé.

T[i,]] qui correspond au résidu minimal associé au chemin de longueur 1-1 dans
la séquence {fi, ..., fi}.

Saveli,j] qui correspond au dernier état conservé dans la séquence {fi,..., fi},
pour un chemin de longueur I-1.

Ces algorithmes ont été implémentés en Matlab et ont une complexité en
O(N?K) qui devient cubique lorsque K a le méme ordre que N. Mais nous 'avons
repris en Java (afin d’effectuer le calcul plus rapidement) et représenter sous forme
graphique les résultats obtenus en Python.

Exemple 2.1 : On considere notre graphe de taches G de départ, associé
a des distributions de probabilités discretes définies sur les variables aléatoires
indépendantes. Nous avons trois instances qui sont généréés pour ce graphique. La
premiére instance, le temps d’achévement suit une distribution uniforme entre{1,...,10}.
Dans la seconde(resp. la troisieme) instance le temps d’achéevement suit la dis-
tribution de Zipfl(resp.Zipf2) avec un exposant égale a 1,4267(resp. 2) ayant
pour support {1,...,10}. La figure ci-dessous présente la distribution des limites
supérieure et inférieure pour 'ordre strong pour les distributions ayant seulement
5 atomes. Les distributions d’entrée pour les nceuds sont la distribution Zipf avec
un exposant égal a 1.4267.

14



Distribution of total delay d
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FI1GURE 2.1 — Distribution du temps d’achévement du graphe de taches pour la borne supérieure
avec b atomes comme distributions d’entrées.

Distribution of total delay d
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FIGURE 2.2 — Distribution du temps d’achévement du graphe de taches pour la borne inférieure
avec b atomes comme distributions d’entrées.

Sur la figure 6 (resp. figure 7), nous montrons les limites optimales sur 5 (resp.
sur 4) atomes lorsque la distribution initiale est une distribution uniforme sur 10
atomes.
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FIGURE 2.3 — Distribution de la borne
uniforme avec 10 atomes

supérieure avec 5 atomes. la distribution initiale est

10 Distribution of delay w;,
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FIGURE 2.4 — Distribution de la borne supérieure avec 4 atomes. la distribution initiale est
uniforme avec 10 atomes

2.3 Borne inférieure convexe

Dans la suite, nous allons prouver que nous pouvons réduire la taille du support
des distributions lorsqu’elle est trop grande, tout en conservant la limite inférieure
selon 'ordre stochastique convexe.
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2.3.1 Construction de la borne inférieure convexe

A travers les différents lemmes ci-dessous, nous essayons de construire une
borne inférieure convexe. Il est a noter que nous n’avons pas procédé ainsi pour la
construction de la borne inférieure. Mais, cette construction nous permet de voir
comment procéder afin d’obtenir une borne inférieure pour 'ordre stochastique
convexe a partir d'un ensemble d’atomes.

Lemme 2.1 On considére une distribution arbitraire discrete D1 sur deux
atomes a et b (avec a < b) définis par les probabilités strictement positives pgetpy,.
Alors la distribution D2 avec un unique atome M égale a “;’;‘71’;? est une borne
inférieure convere. On note D2 <., D1

FIGURE 2.5 — Fusion de deux atomes pour la borne inférieure.

Preuve 2.1 : L’application de la propriété 1.3

Lemme 2.2 On considére une distribution D1 sur trois atomes a,b,c (avec
a < b < c) définis par les probabilités strictement positives py, Py, Pe- Supposons
que b > “p:i%fc. Alors la distribution D2 avec deux atomes en a et b avec les
probabilités q, et q, données par

da + qy = 1
et
agq + bgy = ap, + bpy + cp.

est une borne inférieure convere de D1.

Preuve 2.2 : La preuve repose sur deux étapes : calculer ¢, et ¢, et vérifier
qu’il s’agit bien d’une distribution. Puis, on doit vérifier que la distribution est
une borne inférieure au sens convexe.

Comme a # b, le déterminant est non nul donc le systéeme a une unique solution.
Cette solution est :

Ga = Pa + ch;_?,
et

I e e
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FIGURE 2.6 — Borne inférieure dans le premier cas

Comme a < b < ¢, il est clair que ¢, > 0.Par contre ¢, < p, et on doit vérifier le
signe de q,.
On a

(a - b)Qa = (CL - b>pa + (C - b)pc = aPq + CPpc — b(pa + pc) < 0

La derniere inégalité provient de la condition du lemme. Puisque a < b on a donc
go > 0. La distribution est bien définie. On vérifie maintenant que c¢’est une borne
inférieure au sens convexe en décomposant selon les valeurs de d par rapport aux
trois points dans le support de D1.
—d>c. (X —d)T et (Y —d)" sont nuls. L’inégalité est vérifiée.
— b<d<ec (Y—d)" est nul. Par contre, (X —d)" est non nul quand X vaut
c. Et on a
0 = B[(Y — d)*] < E[(X — d)*] = (c — d)p.
car d < c.
— a<d<b. (X —d)" est non nul quand X = ¢ ou X = b. Donc
E[(X —d)"] = (¢ —d)pc + (b — d)ps
(Y —d)* est non nul quand Y = b. Donc
E[(Y — d)*] = (b— d)ay
Comme g, = py + p.5=, cela revient, apres simplifications, & comparer (c-d)

(b=d)(a=c)
et T

Par construction, on a : a < d < b Donc (¢ — b)(a — d) < 0.
En effet,
(c=b)a—d)=(c—d)(a—b)+ (c—a)(b—d) <O.

= (c—d)(a—b) < (a—c)(b—d)

Comme a < b, alors
(b—d)(a—c)
a—b
Donc E[(Y — d)*] < E[(X — d)] pour tout d entre a et b.
— d<a. (X—=d)" et (Y —d)" sont non nuls. Donc E[(X —d)*] = E[X —d] =
E[X] — d.
De méme, E[(Y —d)*] = E[Y]—d. Comme E[X] = E[Y] grace a la propriété
1.1, I'inégalité est vérifiée.

(c—d) =
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Exemple 2.2 Soit D1 une distribution discrete définie sur ‘H1 = {1,3,4}
(a=1,b=3,c=4) avec les probabilités suivantes [0.2,0.6,0.2]. Ainsi, E[D1] = 2.8,
et le barycentre entre 1 et 4 est M = 2.5.( b > M). En appliquant le lemme 2.2,
la distribution de la borne inférieure D2 peut étre construite. D2 est définie sur
H2 = {1,3} avec les probabilités g; = 0.1 et g4 = 0.9, ainsi E[D2] = 2.8.

D2
1 ...... | E——
|
. D1
0.8 —=
|
|
|
|
|
|
0.2 -
fooo '
| :
1 3 4

FIGURE 2.7 — Les distributions cumulées de Fp; and Fpo

Nous allons par la suite considérer les différents cas possibles. Supposons .J
I'intervalle de cette valeur.

— J < 3, alors Fp1(37) — Fp2(37) =0.2—-0.1 > 0.

— 3 < J < 4, la comparaison de Fp;(4~) — Fpa(4~) nous donne :

P1+p2—q—q=024+06-01-09<0

— J >4, la fonction Fp; — Fpy = 0.
Comme le nombre de modifications du signe est égale a 1 et la séquence est +,-
alors d’apres le théoreme 2.1 nous obtenons

D2 <. D1

Lemme 2.3 On considére une distribution D1 sur trois atomes a,b,c (avec
a < b < c¢) définis par les probabilités strictement positives pq, py, pe. Supposons

que b < “ﬁ‘lii;pc. Alors la distribution D2 avec deux atomes en b et c avec les

probabilités qp et q. données par

qb+qc:1
et

cqe + bgy, = apg + bpy + cpe

est une borne inférieure convere de D1.
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FIGURE 2.8 — Borne inférieure dans le second cas

Preuve 2.3 : La preuve est analogue a celle du lemme précédent : calculer ¢
et q. et vérifier qu’il s’agit bien d’une distribution. Puis, on doit vérifier que la

distribution est une borne inférieure au sens convexe.
Comme b # ¢, le déterminant est non nul donc le systeme a une unique solution.

Cette solution est :
Q@ = Db+ Pa'"}
et
_ a—b
Gc = Pc + Pa =y

Comme a < b < ¢, il est clair que ¢, > 0. De méme, g. > 0 car d’apres ’hypothese

de départ on a :

ap, + cpe
p < Po T Pe
DPa + Pec

= 0(pa + pe) < apq + cpe
= p(b—c¢) +pa(b—a) <0

= pe(c—0) +pala—0b) >0

Puisque (¢ —b) > 0, on a donc g. > 0. La distribution est bien définie. On vérifie
maintenant que c’est une borne inférieure au sens convexe en décomposant selon

les valeurs de d par rapport aux trois points dans le support de D1.
— d > ¢. Comme précédemment (X — d)* et (Y — d)" sont nuls. L'inégalité
cet E[(X —d)T] = (¢ — d)p..

est vérifiée.
—b<d<c (X —d)" est non nul pour X =
=cet E[(Y —d)"] = (¢ — d)ge.

De méme, (Y — d)* est non nul pour YV =

Clairement ¢. < p,, et (¢ d) est positive, donc l'inégalité est vérifiée.

—a<d<b. (X —d)7" est non nul quand X = c ou X = b. Donc
E[(X —d)"] = (¢ = d)pc + (b —d)py
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(Y —d)* est non nul quand Y = c ou Y = b. Donc
E[Y —d)']=(c—d)g.+ (b — d)g
Comme g, = pp +pa 3 €t gc = pe+ pa‘ff, apres simplifications on obtient :
BI(Y — d)*] = (c = d)pe + (b — dpy + p, D=t He0d0=0

c—b

Puisque (¢ — b) > 0, il suffit de vérifier le signe de (c—d)(z_m-b) + (c-a)(b-d).
En effet,

(c—d)(a—=b)+ (c—a)(b—d)=(c—b)(a—d) <0.
Donc E[(Y — d)*] < E[(X — d)*] pour tout d entre a et b.
—d<a. (X—=d)" et (Y —d)" sont non nuls. Donc E[(X —d)"] = E[X —d] =
E[X] —d.
De méme, E[(Y —d)*] = E[Y]—d. Comme E[X] = E[Y] grace a la propriété
2.1, I'inégalité est vérifiée.

2.3.2 Heuristique pour une borne inférieure convexe

Contrairement a la borne supérieure, nous n’avons pas trouvé un algorithme
pour la borne inférieure optimale de I'ordre convexe. Néanmoins, nous avons pro-
posé un heuristique basé sur le lemme 2.1 qui permet de calculer une borne
inférieure. Ainsi, a chaque étape de I'heuristique, nous remplacons deux atomes
par un nouvel atome et par construction, nous conservons les mémes attentes et
le second moment (ie f(z) = r?) diminue. Plus précisément, soient a et b deux
atomes arbitraires, nous cherchons le couple (a,b) qui minimise la différence pour
le second moment A afin de conserver le second moment et la variance.

Aa,0) = paa® + pob® — (pa + po) (P2 )?

Apres plusieurs réductions, nous obtenons : A(a, b) = %(a—b)? La complexité

de cet heuristique est N2.

Algorithme 3 : Heuristique pour la borne inférieure pour I'ordre convexe
Entrées :

d1 : Distribution de probabilités discrete définie sur 'espace d’état H, |H| = N ;
Sorties :

d2 : Borne supérieure de d définie sur Fi, |Fi| = K ;
1. D2=D1

2. pour tout atome a faire
pour tout atome b faire
Calcule A(a,b) et mettre le résultat dans une structure de données.
finpour
3. finpour

4. pour i de 1 a K+1 faire
Cherche le couple (a,b) qui minimise A(a, b).
Faire la fusion de a et de b dans D2. Soit ¢, I'atome résultant de cette
fusion.
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5. Mettre & jour la matrice A(z, y)(supprimer les entrées liées a a et b, ajouter
des entrées liées a c).

6. finpour

Nous pouvons également obtenir une borne inférieure en utilisant n’importe
quelle fonction convexe r et en modifiant la valeur de A tout en gardant la méme
heuristique. A reste toujours la différence de récompenses et est égale a :

A(a,b) = par(a) + pyr(b) — (pa + po)r(Pe22)

Exemple 2.3 : Nous reprenons ’exemple 1 pour I'adapter a ’ordre convexe.
Soit le graphe de taches G initial,associé a des distributions de probabilités discretes
définies sur les variables aléatoires indépendantes. Nous avons également trois
instances qui sont généréés pour ce graphique. La premiere instance, le temps
d’achévement suit une distribution uniforme entre{1,...,10} .Dans la seconde(resp.
la troisieme) instance le temps d’achévement suit la distribution de Zipf1(resp.Zipf2)
avec un exposant égale a 1,4267(resp. 2) ayant pour support {1,...,10}. La figure
ci-dessous présente la distribution limite inférieure pour 'ordre convexe pour les
distributions ayant seulement 5 atomes. Les distributions d’entrée pour les nceuds
sont la distribution Zipf avec un exposant égal a 2.

Distribution of total delay d

0.08 -

0.06

Pld=1,)

0.02 4§

0.00 -

g

FI1GURE 2.9 — Distribution du temps d’achévement du graphe de taches pour la borne inférieure
avec 5 atomes comme distributions d’entrées.
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Sur la figure 13 (resp. figure 14), nous montrons les limites optimales sur 5 (resp.
sur 4) atomes lorsque la distribution initiale est une distribution Zipf d’exposant
1,4267 sur 10 atomes.

s Distribution of delay w;
. T T T T T

Plw; =d;)

FI1GURE 2.10 — Distribution de la borne supérieure avec 5 atomes. la distribution initiale est Zip
d’exposant 1,4267 avec 10 atomes

Distribution of delay w;

a)

Pw;

FI1GURE 2.11 — Distribution de la borne supérieure avec 4 atomes. la distribution initiale est Zipf
d’exposant 1,4267 avec 10 atomes

23



Conclusion

Ce stage a été tres enrichissant pour moi car il m’a permis de travailler dans
différents laboratoires de recherche. J’ai particulierement apprécié. Ce stage m’a
également permis d’assister a des séminaires de présentations des différents tra-
vaux de recherche. J’ai pu développer une vision globale du domaine de la re-
cherche et je suis ravi d’avoir pu contribuer a un tel sujet.

il a été question pour nous d’analyser les distributions des résultats du probleme
d’optimisation en considérant les distributions de probabilités sur les taches.
Parmi les différents problemes d’optimisation, notre approche a été illustrée par
le probleme d’optimisation sur le graphe de taches.

Nous avons trouvé une heuristique permettant le calcul d’une borne inférieure
au sens convexe. Mais, nous n’avons pas de preuve pour 'optimalité de la borne
inférieure. Cet ainsi que plusieurs questions restent encore en suspens. Pour la suite
de la recherche, nous allons étudier une nouvelle méthode de partitionnement (K-
Moyennes) sur les distributions d’entrées des noeuds dans le but d’obtenir un
algorithme optimal pour la borne inférieure.
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