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2 Introduction

Ce stage s’inscrit dans le cadre des stages de deuxiéme année & CentraleSupélec.
Le stage de deuxiéme année a pour objectif la mise en pratique dans un cadre
professionnel les connaissances acquises durant les deux premiéres années du cursus.
Ainsi que la découverte du monde professionnel, au travers de son organisation
hiérarchique, son fonctionnement pratique et ’organisation du travail.

Je souhaite m’orienter vers le domaine de la recherche. Il était donc important
pour moi de trouver un stage dans un laboratoire ou un organisme de recherche.
Et plus particuliérement dans la recherche en informatique. Durant la deuxiéme
année, j’'ai participé a un projet long sur une application des réseaux de neurones
et 'apprentissage profond. Il s’agissait d’un sujet de recherche trés orienté pratique,
avec une grande part donnée & la programmation et aux expériences. J’ai donc voulu
pour ce stage quelque chose de plus théorique afin d’élargir ma vision de la recherche
en informatique.

Dans un premier temps, je présente le sujet de mon stage en explicitant son
contexte. Dans un second temps, je proposerai une bref présentation des définitions
des objets mathématiques manipulés, ainsi que les résultats présent dans la littéra-
ture utilisés tout au long de ce stage. Enfin, je résume les apports variés qu’a eut ce
stage pour ma formation.



3 Contexte

3.1 Le laboratoire

Le LRI (Laboratoire de Recherche en Informatique) d’Orsay est situé sur le
plateau du Moulon, aux cotés d’autres établissements ot la recherche informatique
est présente (Supélec, Polytech, Université Paris-Sud,...). Aujourd’hui, le LRI fait
partie de 'Université Paris-Saclay regroupant 2 universités et 10 grandes écoles. Il
constitue une unité mixte de recherche de I’'Université Paris-Sud et du CNRS. Il est
composé de huit équipes de recherche regroupant en tout 240 personnes dont une
centaine de doctorants. Le directeur du LRI est M. Yannis MANOUSSAKIS. Outre
le pole recherche, le laboratoire est doté d’équipes technique et administrative.

FIGURE 3.1 — Fagade Sud du LRI

J’y ai intégré I'équipe GALAC (Graphes, Algorithmes et Combinatoire) qui est
composée de 18 membres permanents et 12 membres non-permanents. Mme COHEN
Johanne est responsable de 1’équipe.

FIGURE 3.2 — Photo de groupe de I'équipe GALaC



Mais ma mission n’était pas centrée sur ’étude des graphes. En effet, il s’agis-
sait d’'un projet interdisciplinaire entre mathématiques et informatique, servant a la
création d’un outil informatique dédié aux bornes stochastique XBorne [?|. Le pro-
jet en parti soutenu par le le PEPS MASTTODONS du CNRS qui a pour vocation
d’encourager la réalisation de travaux interdisciplinaires portant sur le théme dans
grands jeux de données, que ce soit des améliorations techniques, ou des études sur
les impacts des "big-data" sur la société et leurs enjeux éthiques.



4 Travail réalisé

4.1 Présentation du sujet

4.1.1 Introduction au probléme

L’idée générale a 'origine de I'article est la suivante. La plupart des algorithmes
actuels résolvent des problémes d’optimisation dans des cadres déterministes. On
peut citer comme exemple classique trouver les plus court chemin dans un graphe, ou
calculer la durée minimale de réalisation d’une graphe de tache. Mais ces algorithmes
partent d’une représentation simplifiée du monde. En effet, toute personne habitant
dans la région Ile de France sait que la durée pour traverser le périphérique n’est
pas une constante.

On pourrait approximer la durée de traversée du périphérique par une fonction
du temps. Mais 1a encore ce serrait trés réducteur, car personne ne sait exactement
quand commencent les embouteillages. Une autre solution est de modéliser cette
durée de trajet comme une variable aléatoire. Ainsi, traverser le périphérique parisien
ne prend plus ¢ heures, mais 7" heures , une variable aléatoire, définie par P(T = t)
la probabilité que la durée de traversée soit de ¢t heures. Le probléme est que plus
notre variable aléatoire a de valeurs possibles, plus la complexité en temps de calcul
augmente, rendant impossible son calcul.

La proposition faite est de diminuer le nombre de valeurs pouvant étre prise
par la variable aléatoire. C’est & dire proposer une variable aléatoire avec moins
de valeurs tout en s’assurant que la solution de ’algorithme donnera une réponse
suffisamment proche de ce qu’il aurait du donner si il avait eu toutes les valeurs.
Pour plus formel, 'objectif est de chercher deux distributions qui vont encadrer notre
distribution d’origine suivant la relation d’ordre convexe. Et de plus s’assurer que ces
bornes supérieures et inférieures soient les plus proche possible de notre distribution
initiale.

Pour résumer, le but du stage est donc de trouver une méthode algorithmique,
qui a partir d’une variable aléatoire X pouvant prendre N valeurs nous donnera deux
distribution Y; et Y5 pouvant prendre K < N valeurs. Telles que Y} <., X <. Y5
oll <., est la relation d’ordre convexe.

4.1.2 Pourquoi la relation d’ordre convexe

La relation d’ordre convexe a été choisie, car I'addition, la fonction max et
min sont monotone sur cette relation d’ordre. C’est & dire que si X <., Y, alors



maz(X,a) <. maz(Y,a). Comme un grand nombre de problémes sont basés sur
ces trois opérations, résoudre le probléme pour les sous-distributions encadrant notre
distribution d’origine donne un encadrement de la solution. Ainsi, si f(X) est la so-
lution d’un probléme basé sur le fonction (max, min,+) et que Y] <. X <. Ya,
alors f(Y1) =z f(X) =e (Y2). On a donc un encadrement de la solution recherchée.

Trouver une sous distribution de K valeurs parmi les N valeurs de la distribution
d’origine n’est pas compliqué. L’objectif est de trouver le meilleur encadrement. En
effet, si A <., B <. X, on aura f(A) <. f(B) =< f(X). Ainsi B donnera une
meilleure borne inférieure de f(X) que A.

4.1.3 Propriétés de la borne convexe

Vue que tout le stage est dédié a I’étude des bornes convexe, voici une explication
rapide des résultats issues de la littérature |7, ?]. Résultats que Jean-Michel nous
avait résumé pour le début du stage.

La définition de base de la borne convexe est la suivante : A <., B lorsque pour
toute fonction ¢ convexe, E[p(A)] < E[¢(B)].

Pour rappel, dans le cas de distribution discréte, 'espérance E[¢(X)] = >, ¢(x;)ps
ol x; et p; sont les valeurs pouvant étres prise par X et la probabilité associée. Et
une fonction convexe est une fonction telle que quels que soient deux points A et
B du graphe de la fonction, le segment [A, B] est entiérement situé au-dessus du
graphe.

FIGURE 4.1 — Exemple de fonction convexe.

Cette définition bien que simple & exprimer n’est pas la plus aisée & manipuler.
On a souvent eu recours a la propriété suivante :

A __<cz B & et
Vd € R, E[(A— d)*] < E[(B — d)"]
La fonction (z)* = maz(0,z). On notera alors que E[(A —d)"] < E[(B — d)7]

peut se réécrire sous la forme suivante :

Z(ai —d)P(A=a;) - Z(bz —d)P(B=10b;) <0

a; >d b;>d



Une autre propriété grandement utilisée, est que si I’on coupe la distribution X
en deux parties X; et X5 ainsi que la distribution Y en Y] et Y5, on a la propriété

suivante :
Xl jcm le

=
X2 jca: }/2} :>X_ca:Y

Comme de plus X, <., Xo, on peut s’intéresser au passage X; a Y; indépendam-
ment de ce qui arrive & Xs.

4.2 Recherche d’une borne supérieure optimale

Dans le cas de la borne supérieures, nous nous sommes restreint aux sous dis-
tributions ayant leurs valeurs incluses dans la distribution d’origine. C’est a dire
qu’a partir de la distribution X pouvant prendre N valeurs xq,--- ,zy avec des
probabilités non nulles py,--- , py, on cherche une distribution Y ayant K valeurs
notées yi,- -+ ,yx associées aux probabilités ¢, - ,qx telles que {y1, -+ ,yx} C
{z1,--- ,zn} et que X <., Y. On dira que notre solution est optimale (notée Y,,;)
si pour toute solution Y respectant les conditions définies ci-dessus (valeurs incluses
dans X et borne supérieure de X suivant l'ordre convexe), on a Y, <., Y.

4.2.1 Supprimer une valeur

Comme 'on cherche une distribution Y ayant moins de valeurs possibles que X
la distribution d’origine, il nous faut étudier ce qui se passe lorsque I'on supprime
un atome.

Le cas le plus simple est de prendre 3 valeurs de X que 'on notera a < b < c et
leurs probabilités p,, py, p.. Si 'on veut que Y ne contienne que a et ¢ (associées aux
probabilités ¢, et ¢.) et soit comparable & X suivant la relation d’ordre convexe, il
faut remplir deux conditions :

— Ga + gc = Pa + P» + pe qui correspond au fait que la somme des probabilités

est une constante valant 1
— E[X] = E[Y] qui est une condition nécessaire pour comparer X et Y sur
Iordre convexe

On a donc deux équations qui permettent de trouver g, et g.. Et le calcul montre
que dans tous les cas, on a unicité de la solution. La solution correspond bien & une
distribution (on n’a pas de probabilité sortant de 'intervalle [0, 1]) et supprimer la
valeur centrale donne bien X <., Y.

N

o (@)

® v

X
Y
FIGURE 4.2 — Suppression d’une valeur.
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On peut de plus montrer de plus que si on a quatre valeurs a < b < ¢ < d, il est
préférable de supprimer b en répartissant sa probabilité sur a et ¢ que sur a et d. Ce
qui nous permet de conclure qu’il vaut mieux supprimer une valeur en répartissant
sa probabilité sur la valeur la plus proche a gauche et la valeur la plus proche a
droite.

c a b

a b d c d

° [ . ° °
X ;a /;l\:)c B, p, / p&% X
Yo g Lo = Y

FIGURE 4.3 — Comparaison de deux suppressions possibles d'une valeur.

4.2.2 Premiére démonstration d’optimalité

A partir de cette propriété, on peut se dire qu’il ne faudrait réaliser que des
suppressions de valeur sur des triplets consécutifs de valeurs. Ce qui revient a dire
que si je veux supprimer une valeur je dois obligatoirement répartir sa probabilité
sur la valeur située a gauche et sur celle a droite.

C’est sur cette idée que nous somme partis. Le probléme c’est qu’en s’y prenant
ainsi, on réalise a chaque étape une opération optimale. Mais rien ne garantie que
la succession d’opérations optimale donnera une solution optimale. On a tenté pas
mal de choses avant de se rendre compte qu’il ne fallait pas basée la démonstration
d’optimalité sur une méthode de construction itérative de la solution. Mais supposer
que 'on connait les K valeurs appartenant a la solution. Puis & partir de cette infor-
mation chercher les probabilités qui lui sont associées. Plus loin, on verra comment
choisir ces K valeurs.

Prenons un exemple graphique. La valeurs pouvant étre prises sont représentées
par des points sur 'axe des réels, orienté de la gauche vers la droite dans le sens
croissant. En bleu sont représenté les valeurs choisies pour faire partie de la la solu-
tion Y. On pourra noter que dans cet exemple, la plus grande et la plus petite valeur
de X font partie de la solution. Ce n’est pas un hasard, car toute distribution Y telle
que X =.. Y doit contenir une valeur inférieure ou égale a la valeur minimale de X
et une valeur supérieure ou égale a la valeur maximale de Y.

X ® 00 ¢ o o0 o o o o [ ] ® L ] 0 e o

Y ) ] ® °

FIGURE 4.4 — Suppression optimale d’une valeur comprise entre deux autres.

Tout les points qui n’ont pas été choisit pour faire partir de la solution doivent
étre supprimés. Il va donc falloir distribuer leur probabilité sur les valeurs de Y. Et
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I’on peut montrer qu’il est préférable de répartir cette probabilité sur les valeurs de
Y encadrant la valeur & supprimer. Comme sur le dessin, ou une valeur de X est
reliées aux deux valeurs de Y qui I'encadre.

Conclusion, pour K valeurs données parmi les N valeurs de X, la solution op-
timale est obtenue en répartissant les probabilités des valeurs supprimées sur les
valeurs de la solution les encadrant.

///\\h/// \\\\5/// \\\

Y

FIGURE 4.5 — Solution optimale étant donné les K valeurs a conserver.

4.2.3 Deuxiéme démonstration d’optimalité

La démonstration briévement décrite précédemment est le fruit de découverte
successive. Le probléme était que pour la rédiger formellement, il nous a fallut ac-
cumuler les lemmes donnant une preuve trés technique et difficile & lire. De plus la
notion de répartition d’une probabilité n’est pas formellement définie, il s’agit plus
d’une intuition.

Ce qui m’a conduit a réfléchir & une autre preuve. Cette fois ci, en étudiant la
fonction

fr:d = E[(Y —d)"] < E[(X —d)7]

Pour Y obtenu comme décrit précédemment (en répartissant les valeurs suppri-
meées sur les valeurs voisines appartenant a la solution), on remarque que pour toutes
les valeurs de Y notées y1,--- ,yx on a

fr(y) =0 Vielll,K]]

On peut montrer par un calcul, que si on prend Y une distribution qui a les
mémes valeurs que Y mais pas les mémes probabilités. Alors dire que pour deux
valeurs de Y successives y; et y;.1,

Sy (i) = fy (i) _
oz i) b ovie gl fild) > fr(@
Si Y n’est pas optimale, alors il existe une distribution Y telle que :

— Y ales mémes valeurs que Y (mais des probabilités différentes)

— X jca: Y/

— Y 4.Y

Comme X =, Y, on en déduit que Vd, fy(d) > 0 et donc entre autre f (y ) > 0.
Comme on a dit précédemment que fy(y;) = 0 on en déduit que fy(y;) > fy(vi)-
On peut en déduire que Vd € [y1, yx] fy(d) > fy(d). Pour d €] — oo, y1] U [yk, +00]
, on peut montrer en posant le calcule que fy(d) = fy(d) =0

12



On vient de montrer que si il existe Y tel que X <. Y =z Y. Alors, on a :

BI(V - d)*] - EI(X - d)*] = EI(Y - d)*] - E[(X — d)*] = E[(V - d)*] = B[V — d)"]
=Y <. Y

Les deux premiére conditions faisant que Y n’est pas optimale créent une contra-
diction avec la troisiémes. On en déduit donc par 'absurde que Y est optimale.

4.2.4 Choisir les valeurs des la solution

Maintenant que ’on sait trouver les probabilités une fois les valeurs connues, il
nous reste a choisir ces valeurs. Cette fois, on ne va pas pouvoir trouver un optimum
sur la borne convexe, car toutes les distribution ne seront pas comparables.

Pour s’en convaincre, prenons une distribution X quelconque ayant un grand
nombre de valeurs. on va comparer deux distribution Y et Z ayant toutes deux
3 valeurs. Comme ce sont des bornes supérieures de X, on a y; = 7 = 21 et
y3 = xn = z3. 1l nous reste a choisir y, et 29 sachant que yo # 25. Voici le tracé de
E[(Y —=d)*] — E[(Z — d)"], pour X ~U([|1,10]]), 22 =3 et yo = 7.

E[lY —d} *1-ElZ —d)*]

0.4 1

0.2 A

FIGURE 4.6 — Tracé de E[(Y —d)*]| — E[(Z — d)7]

On peut remarquer qu’il y a une partie positive, et une partie négative. On ne
peut donc pas comparer ces deux distribution suivant ’ordre convexe. Pour mieux
comprendre, voici le tracé de E[(Y —d)"] — E[(X —d)*] et E[(Z —d)T] — E[(X —
d)*]. Le graphique ci-dessus ne représente rien d’autre que la différence de ces deux
fonctions. On remarque que la fonction est nulle pour d < xy et d > x19. Et que
E[(Y —d)"]| = E[(X —d)"] = 0 pour d € {y1,¥2,y3}. De méme F[(Z —d)*] - E[(X —
d)*] =0 pour d € {z1, 22, 23}

En voyant cette figure, on comprend bien que si une valeur appartient & Y mais
pas a Z, 'une va étre nulle alors que 'autre serra strictement positive. Du coup, si

13



140

— E[[£—d)" ] -E[iX-d)"]
08 | — EY-d) -E[X-d)" ]
0.6 -
04 4
02 -
0.0
0 2 ! 6 8 10 12
d

FIGURE 4.7 — Comparaison de E[(Y — d)*] — E[(X — d)*] pour deux solutions
optimales de 3 valeurs données dont une différente.

il est possible de construire des sous-distributions Y et Z optimale ayant des valeurs
différentes, il serra exceptionnel (voire impossible) de pouvoir les comparer ces deux
solution suivant la relation d’ordre convexe.

Il faut donc choisir une fonction ¢ convexe, qui nous permet de définir la fonction
de coiit suivante :

cout(Y) = E[p(Y)] — E[p(X)]

Il s’agit tout simplement de définir notre fonction objectif pour départager les solu-
tions faisant parti ne notre front de Pareto.
Cette fonction de cott est additive. C’est a dire que

K-1
Elp(Y)] — Elp(X)] = Z Ciyit1
i=0
ol ¢; ;41 correspond l'augmentation du coit due a la suppression des valeurs com-
prissent entre y; et ;1.

La solution proposée est donc de créer un graphe ayant N sommets (autant de
sommets que de valeurs dans X). Et les arétes reliant le sommet i et j correspond
a ¢; j, augmentation du cout liée a la suppression des valeurs comprises entre x; et
(L’j.

Imaginons que l'on veuille calculer le cotit associé & la distribution conservant
les valeurs w1, x4, X9, x19. Ce colit correspond au poids de chemin passant par les
sommets 1,4,9,10. On a donc ramené notre probléme a la recherche d’une plus court
chemin de taille K. Pour cela, on peut adapter I'algorithme de Ford-Bellman |7, ?]
de la maniére suivante : On note OPT'(i, k) le plus court chemin allant du sommet
1 au sommet ¢ utilisant exactement k sommets. La relation de récurrence devient
alors

OPT (i, k) = minj<; (OPT(j,k — 1) 4 ¢;,)

14



4.3 Recherche d’une borne inférieure optimale

4.3.1 Pourquoi cette recherche s’est avérée plus compliquée

La recherche de la borne inférieures s’est avérée étre plus compliquée que la
recherche de la borne supérieure. Pour comprendre la différence, repartons du Lemme
qui a servit de point de départ a la recherche de la borne supérieure. Il s’agissait de
prendre 3 valeurs et d’en supprimer une en répartissant sa probabilité sur les deux
autres.

On ne peut évidement pas supprimer la valeur située au milieu, car c’est la
transformation que nous avons largement utilisée dans la partie précédente. Cette
transformation donne une borne supérieure et non une borne inférieure. On peut en
revanche supprimer 'une des deux valeurs extrémes.

Mais contrairement a la transformation précédente, cette manipulation n’est pas
toujours possible. En effet, pour conserver I’égalité de I'espérance, il faut augmenter
la probabilité de I'une des valeurs et diminuer la probabilité de I'autre valeur res-
tante. Pour éclairer mon propos, voici une résumé graphique des 3 cas possibles de
suppression d’une valeur parmi trois valeurs notées a, b, ¢ telles que a < b < c.

borne supérieure borne inférieure borne inférieure : JB( valeur suprimée

a b c a b C a b C I © valeur conservée

o ¥ O ® 0 O @ 0 XX : _A augmentation de la probabilité
j j j \ \ / : \ diminution de la probabilité

FIGURE 4.8 — Résumé graphique des propriétés liées a la suppression d’une valeur
parmi trois

Comme en supprimant a la valeur de la probabilité associée a ¢ diminue, il faut
faire attention a ce que la probabilité de c¢ reste strictement positive malgré sa
diminution. Par le calcul, on trouve que cette condition est vérifiée lorsque la valeur
M = ‘”’ZTJFCT (un barycentre de a et ¢ pondérés par leurs probabilités) est telle que
b < M. Pour le cas de la suppression de ¢, la condition est b > M. Donc en fonction
du signe de M — b, on peut supprimer a ou b.

Conclusion on n’est pas sure qu’il serra possible de supprimer tous les atomes.
Dans la recherche de la borne supérieure, on avait ajouté une valeur pour montrer
qu’il valait mieux s’intéresser a des triplets de valeurs proche. Dans la cas de la borne
inférieure, on se retrouve avec plusieurs configurations possibles donc certaines non
comparables sur I'ordre convexe. Ce qui rend la tache bien plus compliquée.

4.3.2 Une nouvelle approche

Comme supprimer des valeurs semble compliqué du fait de la possibilité de créer
sur des probabilités négatives, une autre approche utilisée est la fusion de valeurs.
L’idée est assez simple. Si on a un distribution prenant deux valeurs a et b. Alors

on peut proposer une nouvelle distribution comprenant une seule valeur z = ‘fj“—iﬁ’:b
a

15



associée a la probabilité p, = p, + p». On a bien conservation de ’espérance, et
le calcul montre que cette nouvelle distribution est bien inférieure a la précédente
suivant l'ordre convexe. Avec cette transformation, il n’y a plus de probléme de
probabilités négatives. En revanche, a chaque fois, on supprime deux valeurs et on
en crée une nouvelle.

a b

O-\O/O

F1GURE 4.9 — Illustration d’une fusion de deux valeurs.

La premiére observation que I'on peut faire, c’est que le résultat final est indé-
pendant de l'ordre dans lequel on a réalisé les fusions. Cela se comprend assez bien,
car si on fusionne k valeurs xy,--- ,z; en une unique valeur y, il faut conserver la
somme des probabilités, ce qui implique que p, = ). p,,. De plus pour avoir un
résultat qui soit une inférieur a la distribution d’origine suivant la borne convexe,
il faut que l'espérance soit conservée. Ce qui implique que yp, = Y. x;p,,, laissant
ainsi une seule valeur possible pour y.

On peut donc voire le probléme d’une autre maniére. Au lieu de voire la réduction
du nombre de valeurs comme des fusions successives, on peut le foire comme un
partitionnement de l'ensemble de nos valeurs de départ. Ainsi, si on veut passer
de N a K valeurs, il va valoir attribuer a chaque une des N valeurs une étiquette
appartenant a l’ensemble {1,---  K}. De maniére & fusionner ensemble toutes les
valeurs ayant la méme étiquette.

b

™~

a
(@]

FI1GURE 4.10 — [llustration d’un étiquetage d’une distribution et de son résultat.

A partir de 1a, il faut trouver des régles permettant d’éliminer le plus possible
de partitionnement en montrant que certains sont supérieurs a d’autre suivant la
borne convexe. La proposition qui a été faite, est la suivante, les sous ensembles
contiennent uniquement des valeurs consécutifs. C’est a dire que sur 'exemple ci-
dessous, la distribution a droite est meilleur que celle de gauche. Car a gauche, il y
a une valeur étiqueté 2 au milieu des valeurs étiquetés 1.

Pour rappel, dire qu’une distribution Y est meilleure qu’'une distribution Z re-
vient a dire que Z <., Y. Car ce sont toutes deux des distribution inférieures a la
distribution d’origine suivant la borne convexe. Ce qui veut dire que Z <., Y <., X.
On voit donc que Y donne une meilleure borne inférieure que Z.
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FIGURE 4.11 — Exemple d’un étiquetage ne respectant pas la régle proposé et d’un
étiquetage la respectant.

Pour étudier ceci, I'idée est de montrer que si la régle n’est pas respectée, on peut
proposer une meilleure solution. Si une distribution ne respecte pas la régle, c¢’est
que 'on peut trouver deux étiquettes (ici les étiquettes 1 et 2) telles qu’en suivant
I'ordre croissant, on va avoir au moins un passage de I’étiquette 1 a I’étiquette 2 et
un passage de 'étiquette 2 a I’étiquette 1. Un exemple d’étiquetage ne respectant pas
la régle est donné juste en dessous. Nous allons nous appuyer dessus pour expliquer
comment exhiber une meilleure solution.

OO0 00 OO OO OO (1)
© © O e O O _0 @)
®© o &G 3)
?
® ® ©® ® o ©® ® ©® 0 @

FIGURE 4.12 — Tllustration des étapes permettant de réduire le probléme & un pro-
bléme & 4 valeurs.

Pour simplifier le probléme, on réalise la fusion des valeurs consécutive ayant la
méme étiquette. On se retrouve alors des valeurs alternant entre 1 et 2. On peut donc
avoir les combinaison 1,2,1 que I'on traitera & part. puis les combinaison 1,2, 1,2
puis 1,2,1,2,1 puis 1,2,1,2,1,2 et ainsi de suite. Ce qui correspond a la ligne (2)

On va ramener le probléme au cas a 4 valeurs. Pour cela, on conserve la premiére
valeur étiqueté 1 et la premiére étiqueté2. Puis on fusionne toutes les autres valeurs
étiquetées 1 ensemble, puis de méme pour celles étiquetées 2. Ce qui correspond a
la ligne (3) Seul probléme, on ne peut pas savoir si la fusion de valeurs étiquetés
2 donnera un valeur plus petite ou plus grande que celle donnée par la fusion des
valeurs étiquetés 1. On se retrouve donc avec deux cas correspondant a la ligne (4).

Le deuxiéme cas est le plus simple, car on peut montrer par des raisonnements
géométrique (que je n’explique pas ici pour me focaliser sur le raisonnement général)
qu'un étiquetage 1,2,2,1 est soit inférieur suivant 'ordre convexe a 1’étiquetage
1,2, 2,2 soit inférieur a 1,1,1,2. Supposons que dans notre cas ce soit I'étiquetage
1,2,2,2 qui est supérieur a 'étiquetage 1,2,2,1 (le raisonnement est exactement le
méme quand c’est 1,1,1,2 qui est supérieur a 1,2,2, 1).

On peut remonter les étapes qui nous avaient permis de réduire notre probléme
a seulement 4 valeurs, et ainsi obtenir un meilleur étiquetage. Ci dessous se trouve
I'illustration de la méthode utilisée pour expliciter une meilleure solution. A la ligne
(1) se trouve la solution une fois que toutes les fusion on étaient faites. Avec a gauche
le cas ne respectant pas la régle, et a droite un cas supérieur a celui de gauche. On
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peut constater que les fusions & droites et & gauches entre la ligne (2) et la ligne
(4) sont les mémes. On a donc exactement les méme valeurs et probabilités sur ces
lignes. La seule chose qui est modifiée, c’est I'étiquetage de ces valeurs.

On peut voire le dessin si dessous comme les étapes de la création d’une meilleure
solution. On par de la proposition faite en ligne (4) a gauche. On réalise le simplifica-
tions menant a la ligne (2) a gauche. A partir de 1a on propose une meilleur solution
pour cette ligne que 'on place a droite. Puis on modifie ’étiquetage de la colonne de
droite pour que I'étiquetage situé sur la ligne (4) & droite corresponde bien a celui
proposé a la ligne (2).

(1)
(2)

(3)

(4)

FIGURE 4.13 — Etapes de la création d’une meilleure solution.

Il faut maintenant traiter I’autre cas. Celui ou ’étiquetage final de notre simpli-
fication est 1,2, 1,2. Pour beaucoup de distribution, ’étiquetage 1,1,2,2 est supé-
rieur. Le probléme, c¢’est que 'on peut trouver certaines distributions avec de forts
écarts entres leurs différentes probabilités telle que 1,1,2,2 ne soit pas comparable
avec 1,2,1,2. Par contre il est strictement impossible que 1,2, 1,2 soit supérieur a
1,1,2,2.

Mais ce ne sont pas les seuls étiquetages possibles. En effet, on peut aussi avoir
Iétiquetage 1,1,1,2 et 1,2,2,2. Mais 1a encore, on peut construire des distributions
telles que le résultat de leur étiquetage 1,2, 1, 2 ne soit pas comparable suivant 1’ordre
convexe avec le résultat des étiquetage 1,1,2,2 ou 1,1,1,2 ou 1,2,2, 2.

La question qui reste ouverte, est la suivante. Existe-t-il une fonction convexe ¢
telle que E[¢p(Bad)] > E[¢(Good;)] pour i € {1,2,3}. Ou Bad est la distribution
obtenue par I'étiquetage 1,2, 1, 2. Et Good;, Goods, Goods les distributions obtenues
par les étiquetages 1,1,2,2; 1,1,1,2 et 1,2,2,2.

J’ai cherché par ordinateur une telle fonction ¢ sans résultats. J’ai I'impression
que

Bl¢(Bad)] = El¢(Goody)] = El¢(Bad)] < El¢(Goods)

Mais je n’ai pas réussi a prouver ce résultat.

Si on arrive a le montrer, on pourra dire que pour toute fonction ¢ il existe
un étiquetage parmi 1,1,2,2; 1,1,1,2 et 1,2,2, 2 qui sera meilleur que 'étiquetage
1,2,1,2. On peut donc trouver une meilleur solution en utilisant le méme résultat
que pour l'étiquetage 1,2,2, 1.

4.3.3 Adapter 'algorithme

Si le résultat précédent venait a étre confirmé, il serrait alors possible d’adapter
I’algorithme de la borne supérieure & celui de la borne inférieur. Cette fois si, un
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arréte allant du sommet ¢ vers le sommet j correspondrait a la fusion de toutes les
valeurs comprissent entre entre z; inclus et x; exclus. Il faut ajouter un sommet a
notre graphe, le sommet N 4+ 1 pour pouvoir inclure le sommet zy dans une des
fusion. Et bien entendu modifier les poids des arétes pour qu’elles correspondent a
la variation de E[¢(X)] lors de la fusion des valeurs.

Ci dessous, se trouve illustré une relation entre le plus court chemin dans notre
graphe, I’étiquetage des valeurs et la sous distribution associée.

O TG O O 6 OWo® ®W plus court chemin

OO @60 ®® ® @G GG (G  étquetage correspondant
® ® ® ® ® sous distribution optimale

FIGURE 4.14 — Illustration sur un exemple des trois représentations différentes dé-
crivant la méme solution
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5 Analyse des résultats obtenus

Les résultat majeur de ce stage est 'algorithme permettant de trouver une borne
supérieur suivant ’ordre convexe, et I’accélération du calcul de la matrice d’adjacence
du graphe utilisé pour cela. Permettant de passer d’une complexité en O(N?3) pour
la méthode naive a une complexité en O(N?) pour le calcul du poids des arétes.
Ce qui fait que ce n’est plus le calcul du poids des arétes qui domine la complexité,
mais bien 'algorithme de Ford-Belman adapté aux chemins de taille fixé. Qui est en
O(KN?).

Une limitation de ce résultat est I’ensemble des valeurs pouvant étres prisent par
la borne supérieure. Car on s’est limité a des bornes supérieures prenant leurs valeurs
dans celles de la distribution d’origine. On pourrait peut étre levé cette limitation
en ajoutant des valeurs de probabilité nulles. Ce qui ne modifie pas la distribution,
mais augment le nombre de valeurs pouvant étre prise par la borne supérieure.

La démonstration de la borne inférieure résiste encore. Mais I'absence de contre
exemple lors de tests sur ordinateur est encourageant pour continuer dans cette
direction.

Il reste & vérifier que le choix de cet relation d’ordre est plus pertinent que celui
d’une autre relation d’ordre. Comme la relation strong étudiée qui avait fait ’objet
d’une étude similaire par la méme équipe de chercheurs.
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6 Apports

6.1 Apports théorique

Ce stage m’a permis d’élargir mes connaissances scientifiques. Les notions d’ordre
stochastiques ainsi que de relation d’ordre partiels m’étaient jusque la inconnues.

En plus du sujet lui méme, j’ai appris pas mal de chose en cherchant & résoudre
ce probléme. J’ai par exemple approfondi mes connaissance sur le Lagrangien et la
programmation linéaire.

C’est aussi 'occasion de voire comment acquérir de nouvelles connaissances. Car
il a fallut rapidement comprendre les propriétés des bornes convexes pour pouvoir
commencer a travailler. Chose que je n’avais encore jamais fait au paravent, c’est
de vérifier lemme aprés lemme les propriétés que Jean-Michel Fourneau nous avait
proposait.

6.2 Apports pratique

J’ai aussi eu la possibilité de découvrir de nouveaux outils. Avec entre autre la
bibliothéque python sympy [?| qui permet de faire du calcul symbolique sur python,
et qui m’a épargné pas mal de temps et d’erreur de calcul. L’écriture de preuve
et d’algorithme en latex. En apprenant notamment a bien poser la définition des
lemmes, ainsi que quelques astuces de mise en page. Par exemple les balises
proof, les références a d’autres parties du document, ainsi que les citations biblio-
graphiques.

6.3 Apports professionnel

En dehors des apports pédagogiques classiques, qui pourraient faire 'objet de
cours, ou de formations, ce stage a aussi été 'occasion de me familiariser avec le
milieu de la recherche, en discutant avec les doctorants de leurs travaux. En discutant
avec les chercheurs de leurs problémes de tout les jours, ainsi que de comment bien
préparer sa thése.
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7 Conclusions et recommandations

Lors de ce stage j’ai étudié un probléme et proposé un algorithme de résolu-
tion. J’ai cherché & la fois & optimiser la complexité de I'algorithme, et a rendre sa
démonstration la plus naturelle possible.

Ce stage a été trés formateur, il m’a permis de gagner en autonomie. J’y ai aussi
acquis des connaissances en statistique et en optimisation.

J’al également pu travailler dans un environnement stimulant et découvrir le
domaine de la recherche, ce qui m’a permis de confirmer mon projet professionnel
et mon choix de suivre en plus du cursus Supélec un Master orienté recherche avec
I’ENS Paris-Saclay.
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