Master d’Informatique Fondamentale Calcul algébrique
Ecole Normale Supérieure de Lyon Chantal KELLER

Probabilistic Computation of the
Smith Normal Form of a Sparse Integer Matrix

Mark GIESBRECHT

1996

Le calcul de la forme normale de Smith d’une matrice & coefficients entiers a de nombreuses
applications, par exemple dans le domaine de 'algébre [I]. L'une des méthodes pour le faire
est le calcul des pged des mineurs de la matrice.

L’article propose un algorithme probabiliste Monte Carlo permettant de calculer ces pged
pour une matrice creuse. Cet algorithme, se basant sur de nouvelles propriétés étudiées par
Giesbrecht dans [2], est plus rapide que le meilleur algorithme déterministe alors connu, et
moins coliteux en mémoire. De plus, il utilise le concept de “boite noire”, ce qui permet de
tenir compte du caractére creux de la matrice.

Dans une deuxiéme partie, 'auteur développe une amélioration de 'un des points de cet
algorithme, qui permet d’étudier plus facilement sa convergence. Ce deuxiéme algorithme est
également de type Monte Carlo.

1 Boite noire

L’un des intéréts majeurs des algorithmes proposés est le concept de boite noire : il n’y a
pas besoin de connaitre directement la matrice A dont on cherche a calculer une forme normale
de Smith.

Dans le premier algorithme, il suffit d’avoir une boite noire qui, pour tout vecteur v, calcule
Av. Ainsi, si cette boite noire exploite le caractére creux de A (pas d’ajout de coefficients
initialement nuls, pas de croissance des coefficients), on exploite également la structure creuse
de A dans notre algorithme.

Dans le deuxiéme algorithme, il suffit d’avoir une boite noire permettant I’évaluation d’un
uplet de polyndémes, sans avoir besoin de connaitre ces polyndémes explicitement. Cela est utile
de maniére générale car des polynémes sont coliteux en mémoire, et plus particulierement
dans notre exemple, car il est également cotiteux en temps de calculer les polynémes dont on
a besoin.

Cet article est donc intéressant car il parvient a exploiter le concept de boite noire en
particulier pour le calcul du déterminant, ce qui n’avait encore jamais été fait.



2 Premier algorithme

2.1 Algorithme

Cet algorithme, DeterminantalDivisors, calcule le rang r et, pour tout k, le pged dj des
mineurs d’ordre k£ d’une matrice creuse A € M,, »(Z) avec probabilité supérieure ou égale a
1 —e. A partir de ces pged, il est immeédiat de calculer la forme normale de Smith (voir annexe
. On ne connait pas A, mais seulement une boite noire qui, pour tout vecteur v, calcule Av.

Voici 'algorithme DeterminantalDivisors :

1. Poser r = 0;dy,...,d, = 0;count =0

2. Tant que count <= log (1) + 3log(m) + log (log(A)) faire
3. Choisir au hasard des matrices U Toeplitz supérieure, L Toeplitz inférieure et D
diagonale, & coefficients dans Z
4. Poser B =UALD et définir une boite noire qui, pour tout vecteur v, calcule Bv
s—1
5. Calculer le polynéme caractéristique g = z° + Z biz® de B avec forte probabilité
k=0
6. Poser k = Min{i € N, b; # 0}
7. Sik>1lou(k=0ets<m)
8. Alors retourner a [3]
9. Sinon si k = 0 poser r2 =m
10. Sinon poser 712 =5 — 1
11. FinSi
12. Sir2=r
13. Alors incrémenter count
14. Poser g; = pged(d;, by—i) pour i de 1 ar
15. Sinon si 72 > r alors poser r = r2;
16. Poser count = 1;
17. Poser d; = b,,_1 pouridelar
18. FinSi

19. FinTantQue

r dz
20. Sid, = d; H
i=2 di—1

21. Alors renvoyer 7 et (dq,...,d,)

22. Sinon retourner a2l
23. FinSi



2.2 Fonctionnement et mise en oceuvre

Cet algorithme se base sur une nouvelle caractérisation des pged des mineurs d’une ma-
trice :

Proposition 1 On garde les notations de 'algorithme.

On suppose que g est le polynéme caractéristique de B, c’est-a-dire que [’on n’est pas dans
la branche[8.

Alors pour tout i € [1,s], bpy—; est un multiple de d;.

Ainsi, en prenant le pged a chaque itération de la boucle TantQue, on obtient les pged des
mineurs de A avec forte probabilité.

On peut également constater que :

— de nombreux calculs sont effectués modulo des nombres premiers, puis reconstruits par
le théoréme des restes chinois, ce qui améliore les complexités spatiale et temporelle ;

— D’étape [4 peut étre effectuée de maniére efficace grace aux structures Toeplitz des ma-
trices;

— a D’étape |5, on calcule d’abord le polynéme minimal h de B grace a l'algorithme de
Berlekamp-Massey (voir annexe , puis on en déduit g = hax™®, qui est le polyndéme
caractéristique de B avec forte probabilité.

2.3 Complexité temporelle

L’auteur souligne que la convergence de cet algorithme n’est pas clairement montrée. En
effet, il subsiste un probléme lorsque les coefficients cherchés sont de petits nombres premiers.
L’auteur ne le mentionne pas, mais je constate de plus que l’algorithme contient deux
retours en arriére, ce qui peut grandement augmenter la complexité de 'algorithme (il peut
méme ne plus converger du tout si A n’est pas assez générique).
1
Cependant, lorsque ’algorithme converge, il nécessite O~ (m2 log (||A]]) log <>> pro-
€
1
duits matrice-vecteur (modulo un entier premier) et O™ ((anlog (IA])) +m?*log? (| Al|)) log ())
€
opérations sur des bits. Il a une meilleure complexité temporelle que le meilleur algorithme
déterministe alors connu.

3 Deuxiéme algorithme

3.1 Intérét

L’auteur présente une variante du premier algorithme ayant la méme complexité, mais qui
converge plus rapidement. Pour cela, on ne se place plus dans Z mais dans un anneau plus
grand R : a Pétape 3], on choisit les coefficients de U, L et D dans R. Cela permet d’éviter le
probléme concernant les petits nombres premiers (voir paragraphe .

Ainsi, le polynéme caractéristique de B n’est alors plus a coefficients dans Z, mais a
coefficients polynomiaux. La proposition [1| est alors modifiée :

Proposition 2 On garde les notations de 'algorithme.



On suppose que g est le polynéme caractéristique de B, c’est-a-dire que [’on n’est pas dans
la branche[8.
Alors pour tout i € [1,s], d; est le contenu du polynéme by, ;.

L’auteur propose donc un algorithme Monte Carlo FindContents permettant, a partir
d’une boite noire évaluant un uplet de polynémes en un point, de calculer les contenus de ces
polynoémes (c’est-a-dire les pged de leurs coefficients). On peut ainsi reconstruire un algorithme
DeterminantalDivisors2 (voir paragraphe , qui calcule les pged des mineurs de A, et en
déduire un algorithme calculant la forme normale de Smith avec méme complexité.

3.2 Bréve description de 1’algorithme

L’algorithme FindContents procéde de maniére similaire aux étapes[12]a[I8|de l'algorithme
DeterminantalDivisors, notamment en utilisant & nouveau la méthode des pged.

3.3 Reconstruction de DeterminantalDivisors2 avec FindContents

On peut reconstruire DeterminantalDivisors?2 :

1. Poser r le rang de A

2. Choisir au hasard des matrices U Toeplitz supérieure, L Toeplitz inférieure et D diago-
nale, a coefficients dans R

3. Poser B = UALD et définir une boite noire qui évalue les r coefficients de plus grand
ordre du polynoéme caractéristique de B en 3n — 2 points

4. Appliquer FindContents en utilisant cette boite noire

Cet algorithme a des complexités telles DeterminantalDivisors2 aura les mémes com-
plexités que DeterminantalDivisors.

3.4 Remarques

Je constate deux points qui ne sont pas précisés par 'auteur :

— cet algorithme nécessite de connaitre a priori le rang de A, et n’est donc pas aussi
puissant que DeterminantalDivisors;

— lauteur ne précise pas du tout comment obtenir la boite noire de ’étape [3| ce qui ne
me parait pas évident.

4 Remarques

J’ai déja souligné certains points aux paragraphes et qui laissent & penser que
I’auteur n’a pas détaillé tous les problémes concernant la mise en ceuvre pratique des algo-
rithmes : comment connaitre le rang de A, comment gérer les retours en arriére 7 De maniére
générale, les démonstrations concernant la complexité des algorithmes sont parfois confuses,
et les problémes liés a la convergence des algorithmes ne sont pas explicités.

Cependant, cet article est plutot précurseur en ce qui concerne 'utilisation d’une “boite
noire” et non de l'objet en lui-méme, et il a servi de base a d’autres algorithmes utilisant le
méme principe mais plus fiables [3].



Conclusion Cet article propose un premier algorithme pour le calcul de la forme normale
de Smith et, aprés en avoir indiqué le principal défaut, décrit une amélioration possible. Bien
qu’hésitant, il ouvre beaucoup de portes, aussi bien en ce qui concerne les caractérisations
nouvelles des mineurs d’une matrice qu’il utilise, que le concept de boite noire.
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A  Forme normale de Smith

Toute matrice entiére peut se mettre sous une unique forme normale de Smith, définie
comme suit :

Théoréme 1 Soit A une matrice & coefficients entiers de rang .
Il existe un unique (si,...,s,) € Z" tel que pour tout i € [1,r — 1], s;|si+1 et il existe deux
matrices entiéres unimodulaires P et Q) telles que :

PAQ = diag(s1,...,5r,0,...,0)

On note di le pged de tous les mineurs d’ordre k£ de A. On pose dg = 1. On a alors la
propriété suivante :

Proposition 3 On a :

Vi € [[1,’[' — 1ﬂ, S; = di/di,1

B Algorithme de Berlekamp-Massey

L’algorithme de Berlekamp-Massey permet de trouver la plus petite relation linéaire entre
des nombres, et par extension le polynéme minimal d’une matrice [5]. Il procéde par divisions
successives de polynomes [6].
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