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Introduction

Au début des années 1990, Moggi a introduit le “computational A-calculus” (ou AMLp) :
a partir du A-calcul simplement typé comprenant la conjonction et le pattern matching, il
propose d’ajouter un constructeur de calcul T'. L’un des objectifs est de permettre des notions
impératives, comme les exceptions, dans un langage fonctionnel. Plusieurs années auparavant,
Curry [1] puis récemment, Fairtlough et Mendler [2] ont présenté deux systémes de logique
s’avérant étre trés proches de AMLp pour la correspondance de Curry-Howard.

Ici, Benton et al. se proposent de partir de AMLp et de sa logique correspondante, nom-
mée CL-logique, pour en faire une synthése trés compléte. En particulier, ils introduisent un
constructeur équivalent & T, noté <, permettant de définir cette logique comme intermédiaire
entre la logique intuitionniste et la logique linéaire.

Aprés une rapide description de AML7, nous reviendrons sur les présentations complé-
mentaires de la CL-logique que sont la déduction naturelle et le calcul des séquents, puis
prouverons la normalisation forte de cette logique. Nous évoquerons également les régles de
réduction 7 que 'on peut définir, et enfin donnerons un modéle de la CL-logique basé sur les
modéles de Kripke.

Remarque Pour définir AML7, Moggi donne une présentation en théorie des catégories.

Dans l'article, Benton et al. évoquent trés rapidement le modéle des catégories, mais nous
n’en parlerons pas ici.
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1 AMLy

AML7 est formé a partir du A-calcul simplement typé, comprenant conjonction et pattern
matching, et auquel on a rajouté les deux régles suivantes :

F'Fe: A 'Fe: TA Lz:AF f:TB
I'Fval(e) : TA 'Fletx«<ein f:TB

Les régles de B-réduction pour AMLp sont donc :

(Az.w)v —p ulv/x]

fst(u,v) —g u
case inl(e)of inl(z) — f | inr(y) — g —pg fle/z]
—g —5 gle/yl
let x < val(u) inv —p vu/z]

(1)

(2)

snd(u,v) —g v (3)
) (4)

case inr(e)of inl(z) — f | inr(y) (5)
) (6)

et on ajoute les axiomes suivants :

let z < (val(e)) in f = fle/x] (7)
let z < ein (val(z)) = e (8)
let 2/ < (let x =ein f)ing = let z < ein (let 2’ < fin g) 9)

ainsi que des régles 1, comme on le verra au paragraphe [5, L’axiome sert & définir le cas
de base, et nous reviendrons au paragraphe sur I'axiome @D
A partir de ces régles, il est trés simple de montrer le lemme de substitution :

Lemme 1 (Substitution)

'e: A x: A+ f:B
L't fle/z] : B

Démonstration On a l'arbre de preuve suivant :

'e: A
't val(e) : TA Mx:AFf:B
I'Flet z < (val(e)) in f: B

et I'axiome [7] clos la preuve. O
AML7 vérifie donc également la réduction du sujet pour —g :

Proposition 1 (Réduction du sujet) SiT'e: A ete—ge alorsT' e : A.



ce qui se montre aisément par induction sur 'arbre de preuve de I' e : A a 'aide du lemme
précédent.

L’une des idées originelles de Moggi était de pouvoir définir des notions de programmation
impérative. Un exemple est celui des exceptions, que 'on peut définir par induction de la
sorte :

T(A) — 14+ A
val(e) — inrpya(e)

(let x <= ein f) — caseeof inl(x) — inlj44(x) | inr(z) — f

L’utilisation du pattern matching semble naturelle puisqu’elle permet de distinguer les cas
ou aucune exception n’est levée (cas de “droite”) des cas ou une exception est levée (cas
de “gauche”). Cette définition sera de nouveau utilisée au paragraphe pour montrer la
normalisation forte de AMLp.

2 CL-logique

On utilise la correspondance de Curry-Howard “a I’envers” afin de pouvoir définir un sys-
téeme de logique a partir de AMLy. Pour cela, on utilise les constructeurs de la logiques équiva-
lents & ceux de la programmation, en utilisant notamment O pour —. De plus, on doit définir
un nouveau constructeur équivalent & T', que ’on notera <.

2.1 Déduction naturelle

De méme que pour définir AML7, on a les axiomes et les régles habituelles de déduction
naturelle, ainsi que les deux régles suivantes :

'-A r-<oA IMAFOB

<>I <>5

oA '=<oB

2.2 Calcul des séquents

On a également deux régles s’ajoutant aux axiomes et aux régles du calcul des séquents en
logique intuitionniste, régles que 'on peut déduire des régles écrites en déduction naturelle :

LAFOB TFA
[,0AF OB © T oA

Or

2.3 Equivalence entre les deux présentations

Les deux présentations (déduction naturelle et calcul des séquents) sont équivalentes, c’est-
a~dire :

Proposition 2
'y A & T'Hg A



Démonstration Pour les régles autres que les deux nouvelles régles, le résultat est connu.
Montrons que I' /¢ A = I' Fn A pour ces deux nouvelles régles.
— Clairement, Op = <71.
— Cet arbre de preuve montre que Oy = Og¢

I'N'AFOB o
oA T,0AFOB ©
Cut
I'-<oB
On peut démontrer de méme que I' -y A = I'Fg A. O

3 Normalisation et régles de réduction

Nous allons maintenant nous intéresser & la normalisation de la CL-logique en déduction
naturelle, encore appelée élimination des coupures si on se place en calcul des séquents, puis
aux régles de réduction en AMLp. Cette étude est intéressante car elle permet de définir une
notion d’égalité entre les preuves.

3.1 Normalisation en déduction naturelle

L’étude de la logique intuitionniste permet d’affirmer que l'on a la normalisation pour
les régles habituelles [3]. Montrons-la lorsqu’on a une coupure pour <, c’est-a-dire lorsque,
dans un arbre de preuve, la régle $7 est immédiatement suivie de la régle $Og. On est alors
nécessairement dans le cas suivant :

O
OB ¢

ou le premier & B est obtenu a partir de preuves de A. On peut donc éliminer la coupure pour
obtenir :

[4]
OB
On constate que cette réduction est similaire a la G-réduction @

Un autre cas qui peut apparaitre lors de la normalisation est le suivant :

CA OB OB oC

—— ¢ —— ¢
OB oC OA oC

o7 ? Ce

o <= oC




Pour régler ce probléme, il suffit d’orienter la fléche : c’est la commutation. Dans 'article, on
choisit de 'orienter de la premiére régle vers la deuxiéme. Cette régle de réduction correspond
alors a la réduction ¢, expliquée au paragraphe suivant [3.2

3.2 Reégles de réduction

Pour avoir la normalisation de AML7p, on ajoute la régle suivante :

let 2/ < (let x <=ein f)ing —. letx <ein (let 2’ < fin g)

Cette régle est en fait ’orientation de 'axiome @, et elle correspond au A-lifting. De plus,
la propriété de réduction du sujet est conservée :

Proposition 3 (Réduction du sujet) SiT'Fe: A ete —pc€ alorsT e : A

3.3 Normalisation forte et confluence
3.3.1 Normalisation forte

Nous allons maintenant montrer la normalisation forte de AML¢ avec la régle de réduction
—gc. Pour cela, nous allons utiliser une variante de la méthode de réduction de Tait.

Etant donnés deux langages £ et Lo munis chacun d’une régle de réduction — et —o,
on cherche & montrer la normalisation forte de £1 connaissant celle de Lo. Pour cela, il suffit
de trouver une traduction :

° : £1 — LQ
telle que

V(e,f) S £1 X El, e —1 f = e° —>2+ fo (10)

c’est-a-dire une traduction conservant la réduction.

Dans notre cas, nous pouvons choisir :

— L1 =MML7, =1 = —g¢;

— Lo = A-calcul simplement typé, —2 = —ge.
En effet, on sait [4] que le A\-calcul simplement typé est fortement normalisant. De plus, on peut
trouver une traduction © assez simple vérifiant la propriété , définie par récurrence de la
sorte : © ne change rien sur les éléments du A-calcul simplement typé, et pour les constructeurs
nouveaux :

— sur les types : (TA)° =1+ A°;

— sur les termes :

(val(e))® = inr(e°)

(let z <=ein f)° = case e® of inl(z) — inl(2) | inr(z) — f°

Il est aisé de montrer les propriétés voulues de cette traduction.

On peut ici remarquer un paralléle avec la construction des exceptions au paragraphe



3.3.2 Confluence

Maintenant que nous connaissons la normalisation forte de AML7, le lemme de Newmann
affirme qu’il suffit de prouver la confluence faible de AMLt pour en montrer la confluence. De
plus, le théoréme des paires critiques assure que AML7 est faiblement confluent si et seulement
il est faiblement confluent sur ses paires critiques.

Ici, les paires critiques apparaissent lorsqu’on a deux redex possibles dans une expression.
Leur étude est donc similaire & celle des paires critiques du A-calcul simplement typé.

4 Reégles n

Dans la partie précédente, nous avons constaté qu’a chaque régle de normalisation de la
CL-logique (élimination des coupures, commutation) correspondait une régle de réduction de
AML7 (3, ¢). De méme, nous pouvons caractériser des régles d’égalité n en AM Ly en définissant
des égalités entre arbres de preuve en CL-logique. La encore, le but est de pouvoir réduire les
preuves pour avoir une notion d’égalité entre elle.

Nous allons expliquer le fonctionnement de ces égalités sur 'exemple du constructeur 7T,
puisqu’il est moins connu. Le principe est d’appliquer une régle droite (c’est-a-dire une régle
d’introduction) pour le constructeur 7' a l'identité (I’axiome), immédiatement suivie d’une
régle gauche (c’est-a-dire une régle d’élimination) pour ce méme constructeur. On a donc :

z:TAx: Atz A
z:TAz: Ak val(z) : TA z:TAFz:TA
z:TAFlet z < z in val(z) : TA

Tr

T

En réduisant cette dérivation a l'identité :

z: TAF2z:TA

et en comparant les deux, on obtient la régle de réduction n correspondante en AML7 :

let < z in val(z) —, 2

5 Modéles de Kripke

Les modéles de Kripke permettent de montrer la consistance et la complétude de la CL-
logique. On les définit ainsi :

Définition 1 (Modéle de Kripke) Un modéle de Kripke est un quintuplet (W, V, <, R, =)
ou :
— W est un ensemble non vide (ensemble des mondes possibles) ;
- V: & — P(W)ou& est 'ensemble des variables propositionnelles (ensemble des mondes
ou p est satisfaite) ;
— R et < sont des ordres partiels sur W (relations d’accessibilité) ;



— = est une relation entre mondes et formules

qui vérifie, pour tout w € W :

— w = p si et seulement si w € V(p);

-z ET,;

— w = L si et seulement si Vp, w = p;

— w = AA B siet seulement si w = A et w = B

— w = AV B si et seulement si w = A ou w = B

— w = A D B si et seulement si Yo > w, v = A implique v = B}
— w = OA si et seulement si Vo > w, Ju, vRuet u = A
et :

—siwpetw<valors v = p (on dit que V est dirigée) ;
~siw = Aet wRy alors v = A.

Proposition 4 (Consistance et complétude) F A si et seulement siVw, w = A (que l'on
note = A).

Démonstration On va uniquement montrer la consistance, c¢’est-a-dire :

si F Aalors = A

Pour cela, on raisonne par induction sur ’arbre de preuve de I' = A, et on ne considére que
le cas ou la derniére régle est O7 ou Og, les autres cas étant connus. On se restreint également
au cas (plus simple) ou R = <.

On utilise la notation suivante : si I' = ¢1, ..., dp,

FrEAes NMoeW, wEo,...,wEDP,=>wEA)

— Si le nceud de la racine est <7, alors le jugement est I' = G A. Par hypothése d’induction,
I'E A
Soit w tel que w = ¢1,...,w | ¢p. Alors w = A. Soit v > w. Par direction de V,
v = A. Comme v > v par symétrie, w = CA.
Donc I' = CA.

— Si le noeud de la racine est Og, alors le jugement est I' = & B. Par hypothése d’induction,
I=OAetT, AR OB,
Soit w tel que w = ¢1,...,w = ¢p. Comme I' E CA, w = CGA. Soit v > w. Comme
wkE CA, Ju, v <uetulE A Or v > w par transitivité, donc u = ¢1,...,u &= ép.
Comme u=Aet'AlE OB, u = <B. Donc w = ¢B.
Donc I' = ©B. O

6 Remarques

L’article se veut une syntheése de AML7 et de la CL-logique, et est donc trés concis. Cette
concision est nécessaire pour développer une présentation aussi compléte de ce systéme de
logique, et souvent efficace (en effet, on constate que les preuves passées sous silence dans
Particle ne sont pas difficiles, comme vu dans le rapport), compte tenu également du fait que
la plupart des preuves sont déja connues.



Cependant, il aurait parfois mérité plus de développement, comme par exemple la partie
impérative. Celle qui concerne AML7p est trés courte et aurait nécessité plus d’interprétation,
et il n’y a aucune application de cette vision impérative pour la CL-logique.

De plus, les auteurs passent trés rapidement sur la remarque faite en 1952 a Curry [1]
concernant la possibilité de prouver CA, OB F O(AA B). Cette formule, bien que ne prouvant
pas l'inconsistance de la CL-logique (heureusement, car les modéles de Kripke en montrent
la consistance!), peut introduire des formules intuitivement fausses. Cependant, 1’explication
donnée est peu satisfaisante...

Conclusion et perspectives

Benton et. al partent d’un systéme de calcul introduit “naturellement” en particulier pour
donner des aspects impératifs & un langage de programmation fonctionnel. A partir de cela,
ils définissent une logique consistante et compléte, et font la synthése de toutes ses propriétés
connues. Ils obtiennent ainsi une logique intermédiaire entre la logique intuitionniste et la
logique linéaire.

Cette logique a de nombreuses applications trés variées, comme ’étude d’extensions de
la logique linéaire, la vérification de hardware [2], ou encore d’autres extensions du A-calcul
simplement typé [5].
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