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1. Donner un automate d'arbre ascendant reconnaissant le langage de tous les arbres sur 7(X), avec

¥ = {f?,¢°, #} ayant les propriétés suivantes :

— un nceud ayant le symbole g possede deux fils f.

— laracine estun f.

Réponse: On propose 'automate A = {{qo, q1,¢2},%,d,{¢q: }} avec :

# — Qo
f(a0,90) — @
fla,0) — @
flao, 1) — @
fla, ql) - q

gla, 1) — @

Intuitivement, ¢o indique que I'on a vu une feuille, ¢; que 'on avu un f et ¢g» que 'onavu un g.
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2. Donner un automate d'arbre ascendant reconnaissant le langage de tous les arbres sur 7(X), avec

¥ = {f?,¢° #)} ayant la forme suivante :

/
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Intuitivement, ¢ indique que I'on a vu une feuille, g; que I'on a vu un peigne g et ¢o que 'onavu un
peigne f et ¢o demande une étiquette un noeud f avec les bons sous-arbres. Les transitions non
écrites pour ¢, font que I'automate est bloqué si on lit quelque chose au dessus du f « racine ».
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3. On considére ¥ = {+2, %2 a,b}, on considére le langage sur ¥ des expressions arithmétiques non
ambigués. Une expression est non ambigué si I'affichage de son arbre de syntaxe ne nécessite pas de

parenthéses. Par exemple l'arbre :
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Représente une expression non ambigué. Ce langage est il reconnaissable par un automate ascen-
dant? Et par un automate descendant déterministe?

Réponse: On observe que l'arbre représente une expression non ambigué si un + n‘apparait
jamais en dessous d'un x L'automate BU ne pose pas de difficulté. On peut reconnaitre ce langage
avec un automate TD det : On propose l'automate A = {{qo, 1}, %, 9, {qo}} avecd:

q,+ — (40, )
qo,a — {}
q,b — {}
q,x — (q1,q1)
qa,x — (q1,q1)
q,a — {}
Q1’b - {}

L'automate reste dans le méme état tant qu'il lit des +, a ou b. Dés qu'il rencontre un X il change
dans un nouvel état dans lequel il ne peut accepter que des x ou des a ou b.

4. Soit T un langage d'arbre. On définit 'ensemble leaves(t) comme le mot formé par tous les symboles
d‘arité 0 de I'arbre ¢ rencontré dans I'ordre un parcours en profondeur d’abord. Formellement, un tel
mot peut s'exprimer comme la suite (1), t(l2), . .., t(lx) vérifiant les propriétés :

— Vi,j,1 < j = 1; <jex I OU <|ex €St I'Ordre lexicographique sur les chemins.
On définit ensuite leaves(T') = {leaves(T) | t € T'}. Montre que méme si T est un langage d'arbre
reconnaissable, leaves(T") n'est pas forcément un langage régulier sur les mots.

Réponse: On considére le langage T' = f(a,T,b)|g(a,b) donné ici par une équation récursive.
Les arbres sont de la forme f(a, f(a, f(a,...f(a,g(a,b),b)...,b),b),b). Le langage leaves(T") est I'en-
semble des mots de {a"b™ | n > 1}. Ce dernier n'est pas régulier.

5. Montrer que le langage des arbres parfaits sur ¥ = {f2 a} n'est pas reconnaissable. On rappelle
qu'un arbre parfait est un arbre binaire ou toutes les feuilles sont a la méme profondeur.

Réponse: On veut montrer que ce langage n'est pas reconnaissable. Supposons qu'il I'est. Par le
lemme de la pompe, il existe un nombre p > 1 tel que pour tout arbre du langage de hauteur au
moins p, il existe C, C' des contextes, avec C’ non trivial et w un sous arbre tel que t = C[C'[u]] et
pour tout n C[C"™[u]] est dans le langage. Considérons un arbre parfait de hauteur au moins p:

C’ n'étant pas un contexte trivial, le nceud O de C’ (oU est enraciné u) posséde
un frere (gauche ou droit). Appelons 71 le chemin menant a v et 72 le chemin menant a son frere
(on suppose que u est un fils gauche sans perte de généralité). Par définition des arbres parfaits,
t|x, = u et t|r, ontle méme nombre de nceuds N. Considérons maintenant l'arbre C[C'[C"[u]]].
Ce dernier n'est pas un arbre parfait. En effet, Le sous-arbre enraciné en 7, est toujours de taille
N mais le sous arbre enraciné en 7 est C’[u] dont la taille est strictement plus grande que N.
L'arbre n'appartient donc pas au langage, I'hypothése que ce dernier est reconnaissable est donc
absurde.




6. Soit T'un langage d'arbre sur un alphabet ¥ = {f?, a,b}. On considére la congruence f(z,y) = f(y, z).
Montrer que si T est reconnaissable, 'ensemble {¢ | 3¢’ € Tt = t'} est reconnaissable.

Réponse: Le langage T' étant reconnaissable, il existe un automate d'arbre ascendant le recon-
naissant. Pour reconnaitre 7", il suffit, pour chaque regle de la forme f(q,q') — ¢” de la transfor-
meren f(q¢’,q) — ¢". (par récurrence sur la taille de t un arbre quelconque reconnu par 'automate

de 7).




