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Sémantique des langage

Définition formelle des langages de programmation
» définir le comportement des programmes

> comprendre ce qu'un programme calcule

> raisonner sur les propriétés du programme
» définir des analyses sur langage

» référence pour implanter des compilateurs
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Le langage

Nous allons étudier le sous ensemble de OCAML suivant :

expression ::= constante
var
expression + expression

expression — expression

if expression then expression else expression
let var = expression in expression
fun var —> expression

expression expression
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Sémantique a petits pas

» Un programme OCAML peut se traduire en une seule expression en

remplacant les 1let en let/in
> Exemple : I'exécution du programme
let £ = (fun x -> x / 2);;
let _ = f (4 + 4);;
est équivalente a I'évaluation de |'expression
let £ = (fun x > x / 2) in f (4 + 4)

» L'évaluation d'une expression est une succession de réductions jusqu'a

|'obtension d'une valeur
» Les valeurs sont définies de la maniéere suivante :

valeur ::= constante

| fun var -> expression
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Sémantique a petits pas : exemple

» Pour évaluer |'expression suivante :

let £ = (fun x ->x/ 2) in f (4 + 4)

> il faut commencer par £ par sa définition dans la partie droite du let
— (fun x > x/ 2) (4 + 4)

> puis il faut calculer la valeur de 4 + 4
— (fun x > x / 2) 8

> ensuite, il faut remplacer x par 8 dans le corps de la fonction
— 8/ 2

> enfin, il faut calculer le résultat de 8 / 2

— 4
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Regles de réductions

» L’'évaluation se fait en suivant la structure de I'expression

» Application ey €5 :

>
>
>

si I'expression de gauche (e1) est une fonction : (fun x -> e) v
si I'expression de droite (e2) est une valeur : v

|'expression €1 ey se réduit en |'expression e ou la variable x a été
substituée (remplacée) par v (on note la substitution ez « v])

la regle de I'application est :

(fun =z -> €e) v - elr «— v

Si e1 ou ey ne sont pas des valeurs, on les réduit jusqu'a I'obtention de

valeurs
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Regles de réductions

» Déclaration locale let * = e; in ey :
> si |'expression e est un valeur : v
> |'expression let x = v in ey se réduit en |'expression e; ou x a été
substitué par v
> la regle de la déclaration locale est :

let x = v in es — es|r «— v

> si |'expression e; n'est pas une valeur, on la réduit jusqu'a I'obtention

d'une valeur

7/19



Regles de réductions

» Conditionnelle if e then e; else e :
> si |'expression ey est un valeur : true ou false
> |'expression if e then e; else ey se réduit en |'expression e ou ey
selon la valeur de e

> les regles de la conditionnelle sont :

1if true then e; else e — €1

1if false then e; else eo — €9

> si |'expression e n'est pas une valeur, on la réduit jusqu'a |'obtention

d'une valeur
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Regles de réductions

» Addition e; + es :
> si |'expression e est une constante entiere : nq
> si |I'expression es est une constante entiere : ng
> |'expression e; + ey se réduit en la valeur n si n est le résultat de
I'addition entiere de nq et no
> la regle de I'addition est :

ny + no — n avec n=mni+ N9

> Si e; ou e ne sont pas des valeurs, on les réduit jusqu'a |'obtention de
valeurs

» Les regles de réductions des autres opérateurs sont similaires
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Substitution

» Substituer une variable x par une valeur v dans un expression e
> est noté e|x «— v]
> veut dire « remplacer » x par v dans e
> se définit par récurrence sur la structure de e

» si e est une constante c :
clr —v] = ¢
» si e est une variable y :
yle —v] = ysiz#y
ylr—v] = wvsiz=y
» si e est une addition e; + e5 :
(e1 + e)|x«—v] = er|lr—v] + exlx «— v
» si e est une conditionnelle if e; then e, else ej3:
(if ey then ey else e3)|x «—v] =

if ej|r < v] then ex|x «— v]| else es|r « V]
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Substitution (suite)

» si e est une déclaration locale 1let y = e; in es :

Si x # Yy

(let y = €1 in ex)|[x «—v] = 1let y = e1|lr < v| in es|r « v
Six =y

(let y = €1 in ex)[x «—v|] = 1let y = e1|lr < v] in e

» si e est une fonction fun y —> ¢’ :

Si x #£ Yy

(fun y > e)|jr«—v] = (fun y -> ei|r « v])
Six =y

(fun y -> eN[x —v] = (Eun y -> e1)

» si e est une application e; es :

(e1 ex)|x—v] = ez —v] exlx «— v
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Typage

>

>

vy

Le but du typage est de vérifier a la compilation qu'il ne va pas y avoir
d'erreurs lors de |'exécution

En OCAML, il n'est pas nécessaire pour le programmeur de donner les
types

Le compilateur infere (trouve) les types automatiquement

L'algorithme de typage fonctionne par récurrence sur la structure des
expressions

Le typage d'un expression se fait dans un environnement H

> H associe un type aux variables (libres) de I'expression a typer

« Dans I'environnement H, |'expression e a le type t » sera noté :

HFEe:t
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Regles de typage

» Addition e; + es :
> si |'expression e est de type int
> si |'expression ey est de type int
> alors e; + ey est de type int
> la regle de I'addition est :

SI HFey:int et HF ey :int

alors HFey + ey:int

> sinon, |'expression est mal typée
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Regles de typage

» Conditionnelle if e then e; else e5 :
> si |'expression e est de type bool
si |'expression e; est de type t
si |'expression e5 est du méme type ¢
alors if e then e; else ey est de type t

v V. .V V

la regle de la conditionnelle est :

Si HF e:bool et HFe;: t et HFey: t

alors HFif e then e; else ey :t

> sinon, |'expression est mal typée
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Regles de typage

» Déclaration locale 1et * = e; in es :
> si |'expression ey est de type t;
> si dans |'environnement ou x est de type ¢,
I'expression e, est de type %o

V

alors let x = e; in ey est de type 9
> la regle de la déclaration locale est :

Sl HFeq:ty et x:ti1, HFey:ts

alors HF1let x = e1 in €9 : t9

> sinon, |'expression est mal typée
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Regles de typage

» Fonctions fun =z -> e:
> si dans |'environnement ou x est de type %1,
I'expression e est de type to
> alors fun x -> e est de type t; —> to

> la regle de typage des fonctions est :

Si rx:ti1, HFe:ts

alors HEF (fun = -> e) :t1 —> tq

> sinon, |'expression est mal typée
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Regles de typage

» Application e; €5 :
> si |'expression ey est de type to —> t;
> si |'expression ey est de type to
> alors e; es est de type t;
> la regle de typage de l'application est :

Si HFey:tyo —> t et HEFes:ts

alors H (61 62) Ztl

> sinon, |'expression est mal typée

17/19



Regles de typage

» Variable x :
> on va regarder dans |'environnement le type associé a la variable

> la regle de typage des variables est :

Si H(x)=t

alors HEFx:t

> si la variable x n'est pas présente dans I'environnement H, c'est qu'elle
n'a pas été définie. Le programme est donc incorrect
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Siireté du typage

Théoreme
Si I'expression e est bien typée alors
— soit e se réduit en un nombre fini d'étapes en une valeur

— soit e se réduit a I'infini

Démonstration :

» Préservation du typage par réduction : si |'expression e est bien typée
et si e se réduit en e’ alors |'expression ¢’ est bien typée et a le méme
type que e

» Les forme normales sont des valeurs : si |'expression e est bien typée
et si e ne peut plus étre réduite alors e est une valeur
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