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tobre 20081 Typage de Pti-PtiCamlNous 
onsidérons i
i un sous-ensemble du langage PtiCaml étudié dans le projet de program-mation. Nous nous restreindrons uniquement aux expressions suivantes :
〈expr〉 := 〈simple_expr〉 | fun
tion 〈ident〉 -> 〈expr〉 | 〈expr〉 〈op〉 〈expr〉| 〈simple_expr〉 〈simple_expr〉+ | let 〈ident〉 = 〈expr〉 in 〈expr〉| if 〈expr〉 then 〈expr〉 else 〈expr〉
〈simple_expr〉 := ( 〈expr〉 ) | 〈ident〉 | 〈
onst〉
〈op〉 := + | - | +. | -. | =
〈
onst〉 ::= true | false | 〈entier〉 | 〈réel〉
〈type〉 := bool | int | float | α | 〈type〉 -> 〈type〉1. Dé�nir en OCaml l'arbre de syntaxe abstraite des expressions et des types.1.1 Typage monomorpheDans 
ette première partie, nous nous limitons au typage sans polymorphisme.2. Quel est le type de l'expression suivante :let id = fun
tion x -> x inlet a = id 1 inid true3. Dé�nir le système de type pour Pti-PtiCaml monomorphe.4. É
rire un typeur pour Pti-PtiCaml ave
 typage monomorphe et dans lequel les paramètresde fon
tions sont annotés par leur type (fun
tion (〈ident〉 : 〈type〉) -> 〈expr〉).Nous voulons maintenant réaliser un typeur ave
 inféren
e de type (les arguments des fon
-tions ne sont plus annotés ave
 leur type).5. Donner pré
isément la dérivation de typage de l'expression suivante :fun
tion g -> fun
tion h -> fun
tion x -> g ((h x) + 1) + h (x + 2)6. On représentera une substitution par une liste d'asso
iation. Dé�nir une fon
tion subst quiapplique une substitution à un type, une fon
tion subst_env qui applique une substitutionà tous les types d'un environnement de typage et une fon
tion 
ompose qui 
ompose deuxsubstitutions.7. Dé�nir une fon
tion unify qui 
al
ule la substitution qui uni�e deux types. unify t1 t2retourne une substitution s telle que subst s t1 = subst s t2.8. É
rire un typeur pour Pti-PtiCaml ave
 typage monomorphe.1
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tober 20, 2008 21.2 Typage polymorpheNous voulons maintenant introduire du typage polymorphe. Pour 
ela, l'environnement detypage asso
ie à 
haque variable un s
héma de type (de la forme ∀α1, . . . , αn.τ) et les règles detypage des variables et du let deviennent :
τ ∈ inst(Γ(x))

Γ ⊢ x : τ

Γ ⊢ e1 : τ1 Γ, x : ∀ᾱ.τ1 ⊢ e2 : τ2 ᾱ = vars(τ1) \ fv(Γ)

Γ ⊢ let x=e1 in e2 : τ2où vars est l'ensemble des variables apparaissant dans un type, fv est l'union des ensembles desvariables libres des s
hémas de type présents dans un environnement et où inst(∀α1, . . . , αn.τ)est l'ensemble des types obtenus en substituant dans τ les variables αi par des types quel
onques.9. Dé�nir un type s
hema qui représente un s
héma de type.10. É
rire une fon
tion spe
ialize qui à partir d'un s
héma de type 
al
ule un nouveau typeoù toutes les variables de type quanti�ées universellement sont rempla
ées par des variablesfraî
hes.11. É
rire une fon
tion generalize qui à partir d'un environnement de typage et d'un typeva 
al
uler le s
héma de type 
orrespondant.12. Dé�nir la fon
tion subst_s
 qui applique une substitution à un s
héma de type.13. É
rire un typeur pour Pti-PtiCaml ave
 typage polymorphe.1.3 Typage ave
 niveauxAve
 le système de type pré
édent, l'opération de généralisation peut 
oûter 
her. En e�et,il faut par
ourir tous les types de l'environnement pour déterminer les variables que l'on peutgénéraliser. Nous allons étudier i
i un système de type où il su�t de par
ourir le type que l'onsouhaite généraliser.Chaque variable de type est asso
iée au niveau auquel elle a été 
réée (αn). Les jugements detypage sont maintenant établis à un niveau 
ourant. Ainsi, ils ont la forme suivante : Γ ⊢n e : τ .Un type τ est dit de niveau n et noté τ ∈ τ
n s'il ne 
omporte que des variables 
réées à unniveau au plus égal à n.On note V≥n(τ) l'ensemble des variables de type présentes dans τ dont le niveau est supérieurou égal à n.Les règles de typage des variables, des fon
tions et du let sont les suivantes dans 
e système :

τ ∈ inst(n,Γ(x))
Γ ⊢n x : τ

Γ, x : τ1 ⊢n e : τ2 τ1 ∈ τ
n

Γ ⊢n function x → e : τ1 → τ2

Γ ⊢n+1 e1 : τ1 Γ, x : ∀ᾱ.τ1 ⊢n e2 : τ2 ᾱ = V≥n+1(τ1)

Γ ⊢n let x=e1 in e2 : τ2où inst(n,∀α1, . . . , αn.τ) est l'ensemble des types obtenus en substituant dans τ les variables
αi par des types quel
onques de niveau au plus n.14. Redé�nir l'arbre de syntaxe abstraite des types.15. Redé�nir la fon
tion unify de telle sorte que lors de l'uni�
ation d'une variable α

n ave
un type τ , toutes les variables de τ soient mises à un niveau au plus n.16. Redé�nir les fon
tions spe
ialize et generalize.17. É
rire un typeur pour Pti-PtiCaml ave
 typage polymorphe ave
 niveaux.


