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Chapitre 0

Introduction Générale

Déterminer la forme appropriée d’une structure est un probléeme de premiere importance
pour 'ingénieur. Dans tous les domaines de la mécanique des structures, I'impact de la
bonne conception d’une piéce est tres important sur sa résistance, sa durée de vie et son
utilisation en service. On trouve de nombreux exemples d’optimisation de formes, notam-
ment dans le milieu industriel. Les objets & optimiser peuvent étre par exemple une aile
d’avion, une carrosserie de voiture, un pont, ... L’objectif est dans ce cas double; il s’agit

d’améliorer le comportement de la structure tout en réduisant son coft.

Le probléme type de 'optimisation de formes en mécanique des structures est de trouver la
forme optimale d’une structure, qui soit a la fois de poids minimal et de rigidité maximale
lorsque celle-ci est soumise a des sollicitations données.

Dans les bureaux d’études, on abordait ce probléeme en procédant par essais successifs,
en testant des prototypes dont le design relevait du savoir faire et de I'expérience de
I'ingénieur. Bien que des gains considérables en performance aient été acquis par cette
approche, mais elle s’avere longue et tres couteuse: Il faut d’abord concevoir 1'objet,
construire un prototype, le tester, le modifier, en construire un nouveau, ...

Les techniques de conception automatique de formes sont donc nécessaires pour accélérer
et réduire le cout de ces phases de conception. Des logiciels de modélisation numérique et
d’optimisation, qui permettent d’analyser de nombreuses possibilités sans avoir a fabriquer
de prototypes et qui automatisent la recherche de la forme optimale, ont été développés.

Parmi les problemes d’optimisation de formes on peut distinguer trois grandes familles
de difficulté et de généralité croissante. La premiere est I’optimisation de dimension-

nement) : les formes sont paramétrées par un nombre fini de variables (par exemple, une
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épaisseur, un diametre, des dimensions). La deuxiéme est ’optimisation de formes
géométrique', elle présuppose que la forme de la structure finale est compatible avec
une topologie fixée au départ et interdit donc des modifications de la configuration de la
structure comme les changements de sa nature ou méme de la connectivité de ses consti-
tuants. La troisieme catégorie est ’optimisation topologique de formes, elle permet
de modifier plus fondamentalement la nature de la structure, et ainsi optimiser automati-
quement une structure sans aucune restriction explicite ou implicite sur sa topologie. Ce

dernier type d’optimisation est donc le plus général mais aussi le plus difficile.

Nous nous intéressons dans ce travail au probleme d’optimisation sous contraintes dans le
contexte de 'optimisation topologique de formes en mécanique des solides. Le probleme
consiste a trouver la forme optimale d’une structure contenue dans un domaine fixé (i.e
une distribution optimale de matiére dans ce domaine) de telle sorte que le comporte-
ment mécanique de cette structure respecte certaines contraintes - ici par exemple que
le déplacement maximal de la structure soumise a une ou plusieurs sollicitations données
ne dépasse pas une valeur limite (déterminée par le cahier des charges), mais on pour-
rait aussi imaginer une borne sur des fréquences propres ou une combinaison de critéres
mettant en jeu la rigidité et le comportement vibratoire. Le critére a optimiser est ici le
poids de la structure, mais on pourrait aussi optimiser d’autres criteres : minimisation d’un
état de tension, d’un déplacement ; maximisation d’une fréquence fondamentale ou d’une
charge critique; conception pour un coiit imposé. Pour aborder ce probleme il existe deux
familles de méthodes: les approches déterministes, dont la plus connue est la méthode
d’homogénéisation [18], et les méthodes fondées sur les techniques d’optimisation stochas-
tique [99].

Toutefois, les approches déterministes sont principalement restreintes a 1’élasticité linéari-
sée; elles ne permettent de trouver qu’'une seule solution (optimum local) ; et elles sont in-
capables de traiter les problémes d’optimisation topologiques multi-critéres (par exemple
optimiser a la fois la rigidité et les fréquences propres d’une structure) autrement qu’en se
ramenant a un seul objectif par agrégation des différents criteres. Une approche possible
pour dépasser ces limites est offerte par les méthodes d’optimisation stochastique, comme
les algorithmes évolutionnaires (AE). L’optimisation topologique de formes est un
domaine ou les AE ont été la source d’un grand pas en avant, permettant de résoudre des
problemes sur lesquels les méthodes traditionnelles n’ont pas de prises. Ainsi, des résultats
originaux en optimisation topologique de formes ont été obtenus dans [99, 100] sur I'opti-

misation de structures en élasticité non-linéaire, ou pour des cas de chargements multiples.

1. encore appelée analyse de sensibilité ou méthode de variation de domaine



Les AE (dont les plus connus sont les algorithmes génétiques) sont des méthodes sto-
chastiques d’optimisation globale qui utilisent une métaphore — grossiere — de I’évolution
darwinienne des espéces (les individus les plus adaptés se reproduisent et survivent) pour
rechercher des optima d’une fonction a ’aide de transformations aléatoires. Introduites
par Fogel en 1965 [57], Rechenberg en 1973 [139], Holland en 1975 [88], et popularisé
par Goldberg en 1989 [65], ces méthodes se distinguent des autres méthodes globales de
par la manipulation d’une population de solutions et non d’un seul point de I'espace de
recherche. Elles mettent alors en jeu des opérateurs d’évolution agissant de maniere sto-

chastique sur une partie de la population en imitant les mécanismes avancés de I’évolution.

Tres souvent, 'espace de représentation sur lequel on fait effectivement la recherche
(sur lequel les opérateurs d’évolution opérent), appelé également I'espace des génotypes,
est différent de I'espace dans lequel la performance est calculée, appelé 'espace des phé-
notypes. Par exemple, en optimisation de structures, si on cherche une forme optimale
définie par sa frontiere représentée par des splines s’appuyant des points de contréle en
nombre fixe, les génotypes sont des vecteurs réels de taille (finie) donnée. En revanche,
I’espace des phénotypes est I’ensemble des formes dont le comportement mécanique sert a
calculer la fonction-objectif.

Dans le contexte de l'optimisation paramétrique, i.e. lorsque l'espace de recherche est
de dimension finie, les AE sont simplement une technique de plus, & la fois une puis-
sante méthode d’ordre 0 (seules les valeurs de la fonction-objectif sont nécessaires), et une
méthode globale stochastique capable de s’échapper de minima locaux pour trouver un
optimum global, ou méme des optima globaux multiples dans le cas de fonctions mul-
timodales. Les AE ont été employés dans de nombreux domaines: pour des problemes
de combinatoire discréete (depuis la TSP standard [115] ou les problemes de coloration
de graphes [49] jusqu’a des problemes réels d’attribution de fréquences [48] ou de 'em-
ploi du temps [128]), aussi bien que des probléemes continus (depuis la célebre expérience
d’optimisation de la forme d’une tuyéere [139, 158] jusqu’a de plus récentes applications
industrielles [65, 176, 126]).

Toutefois, une particularité des AE est son aptitude a traiter des génotypes trés in-
habituels comme les espaces de graphes, de listes non ordonnées. .. La seule contrainte
est de fournir une procédure d’initialisation et des opérateurs d’évolution qui respectent
quelques propriétés [165]. En effet, plus I'espace de recherche est grand, meilleure seront
les solutions mais elles seront d’autant plus difficiles & atteindre. Pourtant, les succes
les plus spectaculaires des AE ont été obtenus en utilisant des représentations non struc-
turées, c’est-a-dire des représentations non paramétriques. Reprenons I’exemple des splines

et considérons maintenant un nombre de nceuds variable (avec des positions variables
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également) : cela donne une représentation non structurée et il n’est pas tres difficile
d’imaginer des opérateurs d’évolution adaptés permettant de faire évoluer de telles re-
présentations. Par exemple, la fameuse expérience pionniere de la tuyere par Rechenberg

et Schwefel utilisait une représentation de longueur variable [139, 158].

Mais il y a une étape supplémentaire qui nous éloigne des représentations directes: dans
les approches appelées morphogénétiques, au lieu de chercher une solution du probleme
de départ, I'idée consiste a chercher un “programme” qui, en s’exécutant, va construire
une solution. La performance du programme étant celle de la solution qu’il permet de
construire. Toute la programmation génétique (Genetic Programming) [103] appar-
tient & cette catégorie de représentations, et des résultats impressionnants ont été obtenus
en utilisant ces techniques, par exemple dans le domaine de la conception de circuits

électroniques analogiques [105].

Dans le cadre de l'optimisation topologique de formes, cette thése s’intéresse dans un
premier temps aux problémes de représentation pour les structures. L’approche la plus
"naturelle”, utilisée dans tous les travaux antérieurs [27, 99], est la représentation pa-
ramétrique directe basée sur un maillage donné du domaine de travail. Cette représentation
par tableau de bits, bien que trés employée et utile pour une premiere comparaison avec
les approches déterministes [99, 100] , montre ses limites lorsque 'on veut augmenter la
complexité des maillages. En effet, la taille d’un individu (le nombres de bits nécessaires
pour décrire un individu) est égale & la taille du maillage. Malheureusement, les résultats
théoriques [32] comme les constatations empiriques [66] indiquent que la taille critique de
population nécessaire pour atteindre la convergence augmente au moins linéairement avec
la taille de chaque individu. De plus, les populations plus nombreuses nécessitent souvent
un plus grand nombre de générations pour converger. Il est donc clair que cette approche
doit restreindre son domaine d’application a de maillages grossiers bidimensionnels, alors

que les ingénieurs ont besoin de fins maillages tridimensionnels!

Ces considérations conduisent & la recherche de représentations plus compactes, dont la
complexité (le nombre de variable de design) ne dépend pas de celle de la discrétisation.
Pour obtenir une représentation indépendante de la complexité une ultime étape consiste

a la faire évoluer elle-méme en 'ajustant par AE.

Pour remédier & cet inconvénient, nous avons exploré de nombreuses représentations ori-
ginales pour les structures, basées sur la théorie des diagrammes de Voronoi [25, 148],
dont la complexité est indépendante de celle de tout maillage, et auto-adaptative (i.e. la

complexité des solutions est ajustée par lalgorithme lui-méme), mais qui nécessitent tout



de méme des “genes” élémentaire définis par le programmeur. Dans ces nouveaux espaces
de représentations, un individu est une liste non ordonnée et de longueur variable: ces

représentations sont non structurées.

Par ailleurs, pour prendre en compte les contraintes dans les algorithmes évolutionnaires,
plusieurs méthodes ont été mises au point [86][77]. Toutefois, la méthode la plus générale
reste la méthode de pénalisation et c’est aussi la plus simple & mettre en ceuvre: elle
ne demande que la modification de la fonction objectif en introduisant des termes de
pénalisation. Cependant, cette approche nécessite de I'utilisateur un choix délicat de ces
coefficients sensibles, qui influent grandement sur la qualité des résultats obtenus. D’ou
I'intéret d’essayer d’appliquer une technique adaptative qui ajuste automatiquement les

valeurs des parametres en fonction de I'histoire de 1’évolution.

Nous proposons ici deux nouvelles méthodes de pénalisation adaptative, en se basant sur
le principe qui consiste a effectuer la mise a jour des parametres de pénalisation en utili-
sant les statistiques globales de faisabilité? dans la population. Le but de cette démarche
est d’explorer les environs de la frontiere de la région admissible en essayant de conserver
dans la population les individus qui se situent "de part et d’autre” de cette frontiere. En
effet, dans de nombreux problemes d’optimisation, on sait que la solution se situe sur la
frontiere de la région admissible. Des techniques spécifiques de traitement des contraintes
ont été proposées pour explorer uniquement cette frontiere [152, 151]. Toutefois, pour
Ioptimisation topologique de formes, avec la rigidité comme fonction-objectif, bien qu’il
n’a pas été établi si la solution est sur la frontiere du domaine admissible ou pas pour
le probléme continu, le bon sens suggere qu’il se trouve "proche” de cette frontiere. De
plus, cette frontiere est difficilement caractérisable pour ce probléme, mais on peut explo-

rer la zone admissible voisine de la frontiere grace a la méthode de pénalisation adaptative.

Outre les représentations a base de diagrammes de Voronoi, nous proposons une autre
représentation — une approche morphogénétique basée sur la théorie des fractales — des
IFS (Iterated Function Systems)[39], qui est une tentative pour élargir I'espace de re-
cherche de telle sorte qu’aucune hypothese a priori sur la forme des blocs constitutifs
d’une solution n’est plus nécessaire: Chaque structure est définie par 'attracteur d’un
ensemble de fonctions contractantes définies sur le domaine de travail. La propriété, d’'un
tel objet mathématique, qui motive leur utilisation pour représenter des formes est leur
capacité a décrire des formes complexes avec un petit nombre de parametres. Cette pro-
priété est a origine du succes de la théorie des IF'S dans le domaine de la compression du

signal, mais elle a de nombreuses autres applications en analyse d’image ou de signal [171].

2. Un individu respectant I’ensemble des contraintes est appelé faisable ou admissible
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Nous nous intéressons aux IFS mixtes [110], et la représentation est basée sur les arbres

de la programmation génétique [104].

Des résultats originaux utilisant la représentation Voronoi confirment la puissance de I'ap-
proche non structurée. Des comparaisons sur le benchmark du cantilever permettent de
choisir parmi les différentes représentations a base de diagrammes de Voronoi et de cerner
les limites de 'approche morphogénétique, au moins pour des problemes simples d’opti-

misation topologique de structures.

Mais une autre question importante est celle de la modularité: par exemple, lors de I'op-
timisation de structures élancées, les solutions optimales retenues par les ingénieurs jus-
qu’alors sont constituées de la juxtaposition de modules élémentaires. Or, si 'approche
évolutionnaire a ’'aide de représentations de type Vorornoi permet de trouver des solu-
tions satisfaisantes, 'algorithme doit "redécouvrir” autant de fois qu’il est nécessaire de
tels modules. Avant d’aller vers des représentations totalement modulaires, nous esquis-
sons ce que pourrait étre une représentation modulaire permettant la réutilisation d’une

partie de la représentation.

Dans la derniere partie de cette thése nous nous intéressons au probleme d’optimisa-
tion topologique multi-critéres (ou multi-objectifs). Les probléemes d’optimisation sous
contraintes sont en fait des problemes multi-objectifs il existe des similarités certaines
entre contraintes et multi-objectifs: les contraintes inégalité peuvent étre considérées
comme autant d’objectifs, avec la différence que seuls les solutions en deca d’une cer-

taine valeur sont considérées comme valides.

L’optimisation multi-objectifs cherche donc & optimiser plusieurs fonctions objectifs (sou-
vent contradictoires) simultanément. Contrairement & I'optimisation mono-objectif, la so-
lution d’'un probléme multi-objectifs n’est pas une solution unique, mais un ensemble de
solution, connu comme I’ensemble des solutions Pareto optimales.

Ainsi, le probléme considéré dans cette these, est en fait un probléme multi-objectifs: on
cherche & minimiser a la fois le poids et le déplacement maximal sous ’action du charge-
ment. Il est bien connu que ces objectifs sont contradictoires (c’est-a-dire la diminution du
poids entraine généralement la diminution de la rigidité et vice-versa). Le développement
des nouvelles méthodes d’optimisation multi-objectifs [43] permet de considérer les deux
objectifs simultanément et d’essayer d’identifier I’ensemble des meilleurs compromis pos-
sibles entre les objectifs, aussi appelé le front de Pareto. Ce qui permet au décideur de

choisir la solution a partir d’'une information complete.
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Nous allons maintenant donner le plan de la thése qui comporte six chapitres.

Le premier chapitre propose une introduction au domaine de I’évolution artificielle avec une
synthese des principales approches. Apres une illustration des origines et du principe des
AE, nous présentons les notions de darwinisme artificiel, les techniques d’amélioration.
Nous exposons notamment différents moyens de représenter un individu, et différents
opérateurs de variation. Ce chapitre présente aussi les quatres grandes familles historiques

d’AE et les principaux résultats théoriques des algorithmes génétiques.

Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation des différents types d’optimisation
de formes de structures en mécanique de solide, accompagnée d’une discussion de leurs

avantages et leurs limites.

Le troisieme chapitre permet d’introduire le probléme mécanique considéré ainsi qu’'un
rappel du cadre théorique défini par Ghaddar et al. [62] pour I'optimisation topologique
de formes. Nous présentons notamment la fonction performance et les différentes tech-
niques de pénalisation pour les AE. Nous introduisons ensuite les deux nouvelles approches
adaptatives proposées ici. Une étude expérimentale comparative montre, pour le probleme
d’optimisation de formes, la supériorité de la stratégie adaptative par rapport aux autres

méthodes.

Dans le quatrieme chapitre nous introduisons trois représentations basées sur les dia-
grammes de Voronoi, ainsi que les opérateurs de variations associés. Nous présentons les
résultats numériques obtenus, avec une représentation de Voronoi simple, sur le probleme
de l'optimisation du moment d’inertie pour une premiere validation de 'approche, et sur
plusieurs problemes de 'optimisation topologique de formes comprenant en particulier des
résultats originaux sur un probleme tridimensionnel. Par ailleurs, nous discutons les avan-
tages de ces représentations par rapport a la représentation standard par tableaux de bits.
Une étude expérimentale comparative est effectuée sur des problemes test simples dans le
but de comparer les mérites des trois représentations. La derniére section de ce chapitre
est consacré a la représentation modulaire permettant la réutilisation d’une partie de la

représentation.

Le cinquieme chapitre est consacré a 1’étude de 'emploi de la représentation & base d’TFS
mixtes. Nous introduisons brievement les bases de la théorie des IFS et les algorithmes
numériques les plus connus, pour le calcul de l'attracteur. Nous présentons ensuite les
différents types d’'TFS  en particulier les IFS mixtes ainsi que les résultats préliminaires

montrant les avantages potentiels de cette approche.
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Finalement, dans le sixiéme chapitre, nous rappelons les différentes approches multi-
objectifs utilisées dans la littérature, accompagnées d’une discussion de leurs avantages
et leurs limites — en particulier, 'approche NSGA-II que nous avons choisi d’appliquer
dans la suite au probléeme d’optimisation topologique de formes avec deux objectifs (poids
et rigidité). Enfin, nous montrons les résultats obtenus sur deux problémes test de la plaque

console.

La derniere partie tire les conclusions de ce travail, et ouvre des voies pour des recherches

ultérieures.



Chapitre 1

Evolution artificielle

Sommaire
1.1 Introduction . . .. ... ... ... 15
1.2 Principe d’un algorithme d’évolution . . ... ... ....... 16
1.3 Initialisation de la population . . . . ... .. ... ........ 18
1.4 Darwinisme artificiel / moteur d’évolution . . . ... ... ... 18
1.4.1 Sélection proportionnelle . . . . . . . . ... ... ... .. 19
1.4.2  Sélection par tournoi . . . . . . . ... 22
1.4.3 Leremplacement . . . . . .. . .. .. ... 23
1.5 Lemnichage . . . . . . . . . . i i i i i i i it e e e e e e e e e e 24
1.5.1 Le partage (Sharing) . . . . . . ... .. ... L. 24
1.5.2  DL’éclaircissement (Clearing) . . . . . ... . ... ... ... ... 25
1.5.3 Le surpeuplement (Crowding) . . . . ... ... ... ... .... 26
1.6 Représentation d’un individu . . . .. ... ... ......... 26
1.6.1 Leprincipe . . . . . . . . o 26
1.6.2 La représentation binaire . . . . . . ... .. ... ... ... .. 26
1.6.3 Lareprésentationréelle . . . . . .. ... ... ... ....... 28
1.7 Opérateurs de variation. . . . . . . . .. ... 00 o . 28
1.7.1 Lecroisement . . . . . . . .. ... o 28
1.7.2 Lamutation. . . . . . .. ... . 32
1.8 Familles d’algorithmes évolutionnaires . . . . . ... ... .. .. 34
1.8.1 Les algorithmes génétiques: GA . . . . . . ... ... ... ... 35
1.8.2 La programmation évolutionnaire: EP . . . . .. ... .. .. .. 36
1.8.3 Les stratégies d’évolution: ES . . . . . ... ... ... .. 36
1.8.4 La programmation génétique: GP . . . . . ... . ... ... .. 37
1.9 Théorie des algorithmes génétiques . . . . . .. ... ... .... 41
1.9.1 Théorie des schémas . . . . . . ... ... ... ... ... 41

1.9.2 Modélisation par chaines de Markov . . . . . .. ... ... ... 43



1.10 Conclusion




1.1. Introduction 15

1.1 Introduction

Les algorithmes évolutionnaires (AE) [16] sont des méthodes d’optimisation stochastique
basées sur une imitation grossiere de 1’évolution naturelle des populations. Méthodes glo-
bales d’ordre 0, leur robustesse et leur souplesse leur permettent d’attaquer la résolution
numérique de problemes difficiles & résoudre autrement. Mais c’est leur capacité a tra-
vailler sur des espaces de recherche non standards qui leur ouvre les perspectives les plus
originales. Bien que simplistes du point de vue d’un biologiste, ces algorithmes sont suffi-
samment complexes pour fournir des mécanismes de recherche adaptatifs et robustes.

Les algorithmes d’évolution ont un mécanisme de base commun: celui-ci consiste a faire
évoluer une population par transformation aléatoire de certains de ses éléments, et appli-
cation du principe de la sélection naturelle. Plusieurs techniques ont été élaborées dont les

principales sont les suivantes:

— Les Algorithmes Génétiques (Genetic Algorithms: GA), ce sont probablement les
algorithmes les plus connus et utilisés dans le calcul évolutionnaire. Ils ont été
développés dans les années 60 par Holland [87] [88], pour étudier le processus com-
plexe d’adaptation des especes naturelles. Plus précisément, pour 'optimisation pa-
ramétrique, par De Jong en 1975 [46] et Goldberg en 1989 [65].

— Les Stratégies d’évolution (FEwvolution Strategies: ES) ont été développés en Alle-
magne (Rechenberg 1973 [139], Schwefel 1981 [158]), pour résoudre des problemes
numériques d’optimisation dans I’espace des parametres réels.

La Programmation évolutionnaire (Evolutionnary Programming: EP), est apparue
aux Etat-Unis (L.J Fogel 1966 [57]) dans 'espace des automates & états finis pour
le prédiction de séries temporelles.

La Programmation Génétique (Genetic Programming: GP) (Koza 1992 [103]) consiste

a faire évoluer des structures d’arbres représentant des programmes.

Bien que les applications des algorithmes évolutionnaires soient diverses et variées (c’est
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ainsi qu’ils ont donné de bons résultats dans différents domaines : optimisation de forme en
mécanique des solides et en aérodynamique, recherche opérationnelle et génie industriel,
automatique, ...), 'étude mathématique de ces algorithmes reste encore bien limitée face a
leur complexité théorique et il a fallu attendre les années 90 pour que des démonstrations
completes et rigoureuses de convergence en probabilité soient établies (Cerf [31, 32], Ru-
dolph [141, 142]). Néanmoins, ces résultats théoriques sont difficilement exploitables dans

la pratique.

1.2 Principe d’un algorithme d’évolution

Cette section présente les idées de base des algorithmes évolutionnaires. Pour optimiser
une fonction-objectif donnée F (appelée aussi performance ou fitness) définie sur un es-
pace de recherche E, une population d’individus (points de F) est soumise & une suite de
générations (la population initiale est tirée au hasard dans E). Une génération commence
par la sélection de quelques individus bien adaptés (par rapport & F) pour la reproduc-
tion. Ces individus engendrent une descendance en utilisant des opérateurs stochastiques
appelés croisement pour les opérateurs binaires, et mutations pour les opérateurs unaires
(agissant sur un seul individu). Enfin, quelques-uns des descendants remplacent certains
des parents pour terminer le processus de génération. Les paradigmes de sélection et de
remplacement, qui représentent les étapes de la regle Darwinienne de la survie du mieux
adapté, peuvent étre stochastiques ou déterministes. Comme dans I’évolution naturelle,
on espere ’émergence progressive d’individus de mieux en mieux adaptés: les meilleurs
individus de la population finale (au regard de F) devraient étre proches de solutions du

probléeme d’optimisation posé.

L’espace de représentation sur lequel on fait effectivement la recherche (sur lequel les
opérateurs d’évolution operent), appelé également 1'espace des génotypes, est souvent
différent de ’espace dans lequel la performance est calculée, appelé I'espace des phénotypes.
Pour passer de 'espace des phénotypes a I'espace des génotypes, une étape de modélisation
supplémentaire, ou codage, est nécessaire. Par exemple, en optimisation de structures, si
on cherche une forme optimale définie par sa frontiére représentée par des splines s’ap-
puyant sur des points de controle en nombre fixe, les génotypes sont des vecteurs réels de
taille (finie) donnée. En revanche, l'espace des phénotypes est ’ensemble des formes dont

le comportement mécanique sert a calculer la fonction-objectif.

L’algorithme se déroule comme suit (cf. la figure 1.1),
1. Une population de p individus est initialisée aléatoirement.

2. La fitness de chaque individu de la population est évaluée.
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Initialisation | Meilleur individu
A
Oui
\
Evaluation I » Stop? Sélection

Remplacement Croisement

A

Mutation

Evaluation

Fic. 1.1  Principe général de fonctionnement d’un algorithme d’évolution

3. Le processus suivant est itéré jusqu’a satisfaction d’un critere d’arrét.

— Sélectionner les individus les plus performants (au sens de F) de la population,
les recopier pour former une nouvelle population de méme taille. Les modes de
sélection peuvent étre déterministes ou stochastiques.

Créer une nouvelle population en appliquant les opérateurs de variation:

Opérateur de croisement: recombiner des parties de deux individus pour
en obtenir deux nouveaux. Cet opérateur est appliqué avec une probabilité
donnée p.

Opérateur de mutation : modifier aléatoirement un individu avec une proba-
bilité p,,. La mutation introduit la diversité dans la population.

~ Evaluer la fitness de chaque individu de la nouvelle population.

Remplacer certains individus de 'ancienne population par les meilleurs indivi-

dus de la nouvelle population.

Le critere d’arrét peut prendre plusieurs formes : par exemple nombre maximum d’itérations

ou d’évaluations, stagnation de la valeur de la fitness du meilleur individu.

Sous la pression du milieu, les individus se reproduisent, se croisent (échangent des in-
formations) et mutent (ezplorent de nouvelles régions de ’espace de recherche). Ainsi, au
bout d’un certain nombre de générations, on espere que les individus les plus performants

vont apparaitre dans la population (les optima de F).
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Si les individus d’'une population se ressemblent trop, les populations suivantes risquent
de devenir de plus en plus homogenes. Dans ce cas, I’évolution d’une population risque
de se résumer a 1’évolution d’un seul individu dominant, réduisant ainsi I’ezploration de
I'espace de recherche (convergence prématurée). Pour effectuer une recherche efficace, il
faut donc maintenir un équilibre entre 1'exploitation des bonnes solutions rencontrées et
I'exploration de zones inconnues de F. Un exces d’exploitation peut conduire & une conver-
gence prématurée (enlisement dans un optimum local) tout comme un exces d’exploration

pourrait conduire & une quasi recherche aléatoire (pas de convergence).

Nous allons dans la suite de ce chapitre détailler les divers étapes d’un algorithme d’évolution.

1.3 Initialisation de la population

Le choix d’une population de N individus P(0) = {X;,... Xx} se fait, en général, par
des tirages uniformes dans ’espace de recherche F en veillant éventuellement & ce que les
individus produits respectent les contraintes. Par ailleurs, si on dispose d’informations a
priori sur le probleme indiquant une région ot 'on est siir de trouver 'optimum, il parait
bien évidemment naturel d’ajouter manuellement de bonnes solutions dans la population
initiale, tout en assurant une diversité suffisante de la population. La population initiale

peut aussi étre le résultat d’une évolution précédente.

1.4 Darwinisme artificiel / moteur d’évolution

La partie darwinienne de l'algorithme évolutionnaire comprend deux étapes: ’étape de
reproduction afin de sélectionner les parents qui vont se reproduire et I’étape de remplace-

ment, qui remplace les individus non sélectionnés par ceux désignés a survivre (figure 1.1).

La sélection est un opérateur essentiel dont le principe consiste a permettre aux meilleurs
individus d’une population de se reproduire. Le réglage de ce mécanisme est déterminant
dans le comportement de I'algorithme d’évolution: un exceés de sélection conduit & une
perte de diversité (et résulte en des zones inatteignables de I'espace de recherche), et une
insuffisance peut mener a4 une marche aléatoire (pas de convergence). On trouve dans
la littérature un nombre important de stratégies de sélection plus ou moins adaptées
aux problemes qu’elles traitent. Une étude de plusieurs procédures de sélection a été
réalisée [64, 24] et a permis de comparer différents principes possibles en fonction de

plusieurs quantités que sont :

la pression de sélection: 'espérance du nombre de copies du meilleur individu;
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— la variance de la sélection: variance normalisée de la distribution des fitness de
la population apres application de la sélection ;

— la perte de diversité: le nombre d’individus non sélectionnés.

Nous présentons ici les procédures de sélection plus fréquemment rencontrées.

1.4.1 Sélection proportionnelle
La sélection par roulette

Introduite par Holland [88], elle consiste & représenter sur une roulette chacun des in-
dividus de la population P(t) = {Xi,...,Xx} par une section (cf. figure 1.2) qui est
proportionnelle a leur fitness. Ensuite, on lance N fois la roulette et on sélectionne chacun

des gagnants. Autrement dit la probabilité de sélectionner I'individu X; de la population
F(Xi)

Yieq.ny F(X5)°

I’espérance n; de nombre de copies d’un élément X; de la population courante est donné

est

par I'expression:

N.F(X;)

n, =
' Zje{l...N} f(Xj)

F1a. 1.2 Roue de loterie pour une population de 4 individus avec F(X;) = {50,25,15,10}.
Pour tirer un parent il suffit de “faire tourner” la roue; si elle s’arréte sur la case i, X;

est sélectionné.

Cette méthode de sélection favorise les meilleurs individus, mais les mauvais ont tout
de méme des chances d’étre sélectionnés. Par contre, le cotut d’exécution et la variance
sont élevés. La perte de diversité est aussi possible car le nombre de copies obtenues
des meilleurs individus (voir uniquement du meilleur) peut représenter 1’ensemble de la

prochaine population.
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La sélection avec reste stochastique

La sélection avec reste stochastique (Baker [12]) s’inspire fortement de la sélection par
roulette, sauf qu’elle ajoute un aspect déterministe. Dans cette approche le nombre effectif

de copies de l'individu X; sera au moins égal a la partie entiére de son espérance n; :

F(Xi)
Zje{l...N} ]:(Xj)

Ainsi, un individu avec une fonction d’adaptation (fitness) supérieure ou égale & la moyenne

E(N

)

des fonctions d’adaptation de la population aura un nombre de copies supérieur a 1. Le
reste décimal est sélectionné par roulette (si le nombre d’individus nécessaires n’est pas
atteint, la partie décimale est utilisée comme probabilité de sélection de I'individu et ce
jusqu‘a obtention du nombre d’individus requis). L'intérét de cette sélection est qu’elle

diminue la variance (pour une petite population).

Au cours de I’évolution d’une population, avec la sélection proportionnelle, les individus
ayant les meilleurs performances sont reproduits plus souvent que les autres et remplacent
généralement les moins bons. Si la pression de sélection est élevée, le risque de conver-
gence prématurée est important. C’est le cas si un super individu, plus performant que les
autres, devient majoritaire dans la population qu’il finit par envahir complétement. Dans
I'exemple de la figure 1.3 le second mode My risque d’étre le seul représentant pour la
génération suivante et seule la mutation pourra aider a atteindre 'objectif global M; au

prix de nombreux essais successifs.

M1

M2

x individu

Fi1G. 1.3 — Ezemple ou les sélections classiques risquent de ne reproduire qu’un individu.

Pour éviter cette situation , il a été développé d’autres procédés, sans modifier le principe

de sélection, qui empéche les meilleurs individus d’éliminer completement les mauvais.
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Mise a I’échelle (scaling)

La mise a I’échelle est la technique la plus répandue pour éviter une trop rapide convergence
ou une uniformisation de la population. Le principe consiste a déformer artificiellement
le critére original afin de réduire les écarts de fitness entre les individus au début du pro-
cessus d’évolution (exploration plus large de I'espace de recherche) et de les accentuer a
la fin (lorsque la population commence & converger et les fitness des individus deviennent
presque toutes comparables). Pour cela la fitness réelle F, est remplacée par une fitness
mise a ’échelle F, qui sera utilisée lors de la sélection.

Parmi les fonctions de mise a I’échelle on peut envisager

1. la mise a I’échelle linéaire: F; = a(t).F, + b(t), ol a et b sont deux fonctions de
la génération courante ¢. En début de I’évolution, le coefficient a est inférieur a 1, ce
qui permet de réduire les écarts de fitness et donc favoriser I'exploration de 'espace.
En fin de I'évolution, a est supérieur a 1, ce qui permet d’accentuer les écarts de

fitness et favoriser les meilleurs.

2. la mise a 'échelle exponentielle (cf. figure 1.4): F, = Fr | oi ¢ désigne la
génération courante.

Suivant les valeurs de b on observe:

b proche de zéro : une réduction importante des écarts de fitness; aucun individu

n’est vraiment favorisé.
— b proche de 1: une mise a 1’échelle inopérante.

— b > 1: des écarts accentués, seuls les bons individus sont sélectionnés ce qui

produit ’émergence des optimum (locaux).

Fr

min moy max

F1G. 1.4 — Fonction de mise a I’échelle exponentielle.
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Une autre méthode également tres utilisée est la sélection par le rang, méthode qui élimine
le probleme de l'influence d’un seul individu.

Sélection par Rang

La sélection par rang a été proposée par Baker [13, 69]. Le principe de cette sélection
commence par un tri des individus par ordre de fitness, puis associe une probabilité de

sélection p; a chaque individu en fonction de son rang.

Parmi les distributions typiques, il y a:

1. la distribution linéaire [13] définie par

1—1

N_1)7

1
pi = N('flmm + (nmam - nmin)

otr mex est la probabilité de sélectionner le meilleur individu et 2% est la probabilité
de sélectionner le moins bon. La somme des probabilités doit étre 1, et donc 7,4, =
2 — Nmin, ce qui entraine 0 < Nmin < Pmaz < 2.

b.r(i)

2. la distribution exponentielle: p; = a.e + ¢, ot (i) est le rang de U'individu i.

Cette sélection ne génere pas de convergence prématurée, ni de stagnation en fin d’évolution.
Mais elle requiert un tri des individus qui peut étre cotiteux en temps de calcul dans le

cas de grandes populations.

1.4.2 Sélection par tournoi

La sélection par tournoi n’utilise aussi que des comparaisons entre les individus, et ne
nécessite méme pas de tri de la population. Elle possede un parametre 7', qui est la taille
du tournoi. Pour sélectionner un individu, on en tire 7" uniformément dans la population,
et on sélectionne d’une maniere déterministe le meilleur de ces T individus. Au cours
d’une génération il y a autant de tournois que d’individus & sélectionner. Cette méthode
est caractérisée par une pression de sélection en général plus forte que les méthodes pro-
portionnelles (pour qu'un individu peu performant puisse étre sélectionné, il faut que ses
adversaires soient encore moins bon que lui). De plus, elle est la moins chére en terme de
cout d’exécution ; elle est peu sensible aux erreurs sur F, facilement paramétrable par la
valeur de T', et ne conduit pas & une convergence prématurée. Par contre, sa variance est
élevée [45]. A noter que le tournoi de taille 2 et la sélection linéaire par le rang (7maez = 2)

ont la méme espérance.
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1.4.3 Le remplacement

Diverses stratégies de remplacement peuvent étre utilisées, le principe étant de rempla-
cer 'ancienne population par une nouvelle, obtenue aprés application d’opérateurs de
variation. Dans les algorithmes génétiques standards, le remplacement est générationnel,
c’est-a-dire que la population des enfants remplace purement et simplement la population
parente. Par contre, dans le Steady State GA - SSGA (cf. section 1.8.1), seul un pourcen-
tage des meilleurs enfants remplace des individus de 'ancienne génération. Il existe dans

SSGA d’autres stratégies de remplacement dont :

le remplacement systématique du plus mauvais individu;

— le remplacement aléatoire (en faisant attention & maintenir une stratégie de recherche

cohérente).

Le but du SSGA est d’augmenter la vitesse de convergence de l'algorithme génétique

simple, mais il peut cependant engendrer une convergence rapide vers des optima locaux.

Une autre technique de remplacement est le remplacement déterministe, utilisé dans les
stratégies d’évolution (ES). Son caractére purement déterministe lui donne un role clef
dans I’évolution vu qu’il guide la recherche vers les zones des meilleurs individus. Schwefel

a introduit deux schémas distincts [157, 158]:

— Le schéma (u,A)-ES: on désigne par p le nombre d’individus de la population qui
géneére A > p nouveaux individus (par mutation et croisement). Le remplacement

s’opere en sélectionnant les p meilleurs individus parmi ’ensemble des A enfants.

Le schéma (4 A)-ES: avec ce schéma, la sélection cherche les o meilleurs individus

parmi 'union des p parents et A enfants.

Le remplacement (u + A) est élitiste et il garantit une amélioration monotone de la fit-
ness du meilleur individu au cours des générations, mais il s’adapte mal a un éventuel
changement d’environnement. Par contre, avec le remplacement (u,A), on peut perdre les
meilleurs individus, mais ’algorithme est plus flexible en cas de changements d’environ-

nement (optimisation dynamique).

Il est & noter que 'élitisme est souvent utilisé. Ce mécanisme permet de maintenir les
meilleurs individus (souvent le meilleur uniquement) de la population & la génération ¢

dans la prochaine population (génération ¢ + 1) §’il n’y a pas d’enfants meilleurs que lui.
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1.5 Le nichage

Pour certains problemes présentant plusieurs optima quasi-équivalents, la technique de
mise & Péchelle, en fin de convergence, va favoriser le mode dominant (super individu)
et ne permet pas de donner les modes quasi-optimaux. Pour éviter le rassemblement des
individus autour d’'un mode dominant et assurer une certaine diversité dans la population,
plusieurs techniques de nichage ont été proposées [144]. Ces techniques ont pour objectif la
formation et le maintien de sous-populations (niches) dans la méme population (figure 1.5)
dont le but de favoriser la répartition des individus sur les différents optima de la fonction

a optimiser F.

les sous-populatior

X —d
//
+)(+ /
)(+ +)(+/
X

Fic. 1.5 Effet du nichage sur une population.

1.5.1 Le partage (Sharing)

Le partage a été introduit par Goldberg et Richardson en 1987 [68]. Son but principal
est de pénaliser les fitness en fonction du taux d’agrégation de la population dans le
voisinage d’un individu: plus un individu a de semblables dans son voisinage, plus sa
fitness sera pénalisée. 11 faut donc fixer une distance ogpqre, permettant de repérer les
individus proches. La pénalisation des individus proches se fait en utilisant une fitness
auxiliaire (comme pour la mise & I’échelle) qui sera utilisée par la sélection. Cette nouvelle

fitness est calculée de la fagon suivante:

- 2N s((x,x;))

avec S(d(X;,X;)) désigne la similarité (distance) entre deux individus. Elle est égale a 1

si les deux solutions sont identiques, 0 si la distance d entre eux dépasse le seuil o4p4¢ €t
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une valeur intermédiaire pour les degrés de dissimilarité intermédiaires. La fonction S la

plus utilisée est :

Oshare
0 sinon

1— d * 51 d(X;,X5) < Oshare
s(d(xi,xm—{ ()" ot U] < 0

La figure 1.6 donne l'allure de S(d) pour différentes valeurs de a.

S( (rshtire )

d

Oshare

Fi1G. 1.6 Allure de S(-—4—).

Oshare

Le sharing classique nécessite une comparaison deux a deux des individus et induit une
complexité en O(N?). Pour réduire cette complexité, une autre technique de sharing a
été développée (cf. X.Yin et N.Germay [175]), basée sur un clustering préalable, dont la
complexité est O(N log N). On trouvera plus de détails sur le sharing dans les références
[65] [144].

1.5.2 Léclaircissement (Clearing)

L’éclaircissement est une autre version de nichage développée par Petrowski en 1996 [133],
ou toutes les ressources d’'une sous-population sont réservées au meilleur du groupe, au
lieu d’étre partagées par tous les membres (cf. [133] pour plus de détails). Cette méthode
a l’avantage de controler la densité des points dans chaque région de I’espace de recherche.
En plus, sa complexité est inférieure & celle du partage classique (O(C.N), ou C' est le

nombre de sous-populations).
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1.5.3 Le surpeuplement (Crowding)

Initialement proposé par De Jong [46], le crowding est basé sur 'analogie naturelle avec la
compétition entre les individus pour I'acquisition de ressources [111]. Ainsi des individus
dissemblables occupant des domaines différents de I’espace d’état ne sont pas en position
de rivalité pour accéder aux ressources (fitness). A Tinverse, des individus proches dans
I’espace d’état visent & occuper le méme sous-domaine et sont donc en compétition pour
faire augmenter leur fitness. Dans ce cas les individus les plus forts vont donc chasser
les plus faibles & condition qu’ils soient en compétition avec eux. En terme d’algorithme
d’évolution, on simule ce principe de la fagon suivante.

On commence par sélectionner deux parents dans la population (P; et P,). On génere
ensuite deux enfants (F; et Fy) par croisement et mutation. Ensuite, on les met en
compétition (tournoi) avec les parents. Pour réaliser ce tournoi, on recherche d’abord
les couples parents-enfants les plus proches puis on applique la loi du plus fort. Les indi-
vidus ainsi sélectionnés sont ensuite insérés dans la nouvelle population correspondant a
la génération suivante. Ainsi, lorsqu’un enfant est meilleur que les parents, il remplace le
parent le plus proche afin d’assurer la descendance dans cette zone d’espace. Ce procédé

est ensuite itéré N/2 fois afin de compléter la nouvelle génération.

1.6 Représentation d’un individu

1.6.1 Le principe

Le codage (ou représentation) d’un individu (cf. section 1.2) doit englober les caractéris-
tiques fondamentales du probleme, il doit aussi étre manipulable par des opérateurs de
variation, minimiser 1’épistasie (indépendance des génes entre eux), permettre une trans-
formation facile sur 'espace de recherche et générer, si possible, des solutions admissibles.

Un bon codage doit ainsi :
faciliter la définition et Papplication d’opérateurs de variation (transformations gé-
nétiques : mutation, croisement, ...) permettant de couvrir correctement l'espace des
individus;
étre cohérent par rapport au probleme traité et simple dans sa construction ;

assurer une transition simple et efficace vers l'espace de recherche (et vice-versa).

1.6.2 La représentation binaire

Historiquement le codage utilisé par les algorithmes génétiques était un codage en vecteurs
binaires (appelés aussi chaines de bits) de longueur fixe [. Pour un probléeme mettant en jeu

des variables entieres, on peut représenter chacune de ces variables par un vecteur binaire
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a = (ay,...,q;) € {0,1}. Dans le cadre des problémes d’optimisation paramétrique

continue, si on se donne une fonction & optimiser,

n
F H[Uiﬂ)i] — R (u;j <)
i=1
on découpe la chaine de bits en n segments binaires, généralement, de longueur égale:
| = nl,. Ensuite, on considére chacun des segments (a(;_1);, 41, --,0i,) (i = 1...n) comme
la représentation binaire d’une variable réelle z; € [u;,v;]. Le décodage du segment binaire

se fait via I'utilisation d'une fonction ' : {0,1}} — [u;,v;] définie par (cf. [10])

: Vi — U -
T a1y, 415 - - - Gil,) = Ui + 72; — {( > " ag,—j27)
=0

La figure 1.7 représente un exemple de codage binaire sur U'intervalle [0,1].

a;2'

63

5
1=0

0.00|0] 0] 0] 0]0]0] [1]1]1]2] 1] 1] 1.00

Fi1c. 1.7 — Ezemple de codage binaire

Cependant, ce type de codage présente des inconvénients :

— deux éléments proches dans ’espace de recherche ne décodent pas nécessairement
deux individus voisins en terme de distance de Hamming (nombre de bits différents).
On évite cet inconvénient en utilisant un codage de Gray (cf. [41] pour les détails
de ce type de codage) qui conserve une distance de Hamming de “1” entre deux

individus consécutifs quelconques.

de plus, pour des problemes o1 I'on veut une grande précision, le codage binaire peut

rapidement devenir inadapté.

Ces inconvénients aménent a utiliser un autre type de représentation: la représentation

réelle.
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1.6.3 Lareprésentation réelle

Introduite indépendamment par 1’école allemande des stratégies d’évolution [138][157],
la représentation réelle a été introduite dans les années 80-90 notamment par Eshelman
et Schaffer [51], Michalewicz [90] et Radcliffe [135] pour les autres types d’algorithmes

évolutionnaires.

Le principe de cette représentation consiste a coder directement les variables du probleme
dans l'individu sans passer par le codage binaire intermédiaire. Ainsi, les individus ne
sont plus des chaines de bits mais des vecteurs réels. L'un des avantages majeur de cette
représentation est de conserver les variables du probleme dans le codage lui-méme, ce qui
lui permet une meilleure prise en compte de la structure méme du probleme [135]. Cette
représentation directe des parametres réels nécessite de définir de nouveaux opérateurs
spécifiques (section 1.7.1). Nous présentons ci-apres les principaux opérateurs génétiques
classiques qui agissent sur les codages binaire et réel. Cette présentation permet d’intro-
duire les opérateurs standards, pour le cas échéant, les utiliser ou s’en inspirer pour des

problémes spécifiques (cf. par exemple chapitre 4).

1.7 Opérateurs de variation

Les opérateurs de variation ont pour but de produire de nouveaux individus a partir de ceux
préalablement sélectionnés. On distingue les opérateurs de croisement et les opérateurs de

mutation.

1.7.1 Le croisement

Il est analogue a une reproduction sexuée en s’appuyant sur le principe que les enfants
héritent des qualités de leurs parents. La forme standard de I'opérateur de croisement est
c¢: ExXFE — E x E, qui croise, avec une certaine probabilité p. (0 < p. < 1), deux parents
(P1,P,) € E x E. D’autres formes de croisement sont possibles comme celle ou un seul
enfant est produit par plusieurs parents. Parmi les différents types majeurs de croisement,
ilya:

Croisement binaire

C’est un opérateur sur £ x £ — E x E, avec E = {0,1}!. Tl correspond & un échange de

génes (bits) entre les parents. Il en existe plusieurs variantes :
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Le croisement 1-point

C’est le croisement le plus simple et le plus classique dans les algorithmes génétiques.
Il consiste a sélectionner aléatoirement un point de coupure dans chacun des deux parents
Py et Py, et construire deux nouveaux individus (enfants) F; et Fy en échangeant leurs

genes de part et d’autre de ce point (cf. figure 1.8).

Pl1]2]0]1]0]1] 1] E|1]/1]o]1]o]o]1]1]

lel\o\l\l\oro\l\l\ El1]oj1]1]o0]1]1]1]
Un point de drBiAS‘;n‘{ent choisi aleatoirement

Fic. 1.8 Le croisement binaire a un point

Le croisement multi-points

Le croisement multi-points est une généralisation du croisement & un point: au lieu de
choisir un seul point de coupure, on en sélectionne k. La figure 1.9 représente un croise-
ment & deux points: on sélectionne aléatoirement deux points de coupure dans P, et P,
et on échange leurs génes qui se trouvent entre ces deux points pour former Fq et Ej.

pl1]1]0[1]0[1][1] 1 B 1]1]1]1[of1]1]1]
,[1]0]a]1]oo[a]1] el1]o[o]1]ofo]1]1]

Deux points ‘de croisement choisis aleatoirement

F1G. 1.9 — Le croisement binaire a deux points

Le croisement uniforme
Proposé par Syswarda [167], le principe de cette technique est le suivant.
Soient P, et P, les parents et Fq et Fy les enfants. Pour chaque position de F;, on

détermine aléatoirement (avec une probabilité 0.5) le parent qui donne son géne. Le second

enfant Fs se voit affecter le géne du parent qui n’a pas été retenu. En pratique, on choisit
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uniformément un “masque de croisement”, pour chaque couple d’individus, qui représente
un vecteur binaire de méme longueur que les parents. La présence d'un “0” a la jeme
position du masque laisse inchangés les bits des deux parents se situant a cette méme po-
sition, et la présence d’un “1” entraine un échange des bits correspondants (cf. figure 1.10).

D’autres opérateurs de croisement existent [117], ils peuvent soit amener des modifica-
tions & ceux présentés ci-avant, soit étre spécifiques & une classe de problémes (voir par
exemple [99] pour un type tableau), mais obéissent néanmoins & un principe commun,

I’échange d’information entre individus.

0f[1]2]ofofo]1]0

Le masque
p[tf1fof1]of1]1] 1 5l1fof1]1]of1]of1
P[1lof1]1[o]of1]1] &[1]1]o]1[o]ofo]1]

Fia. 1.10  Le croisement binaire uniforme

Le croisements réel

Le croisement standard

Le croisement réel standard est tres proche de celui décrit pour le codage binaire dans
la section précédente. Il ne se différencie du croisement binaire que par la nature des
éléments qu’il altere. La figure 1.11 montre un exemple de croisement réel & un point.
Bien évidemment ce ne sont plus des bits qui sont échangés de part et d’autre du point

de croisement mais des valeurs réelles.

Pl 1.52/2.33| 5.3 7.39 10.0115.007.18 3|89 El 1.52]2.33|5.32|7.39[10.019.99(11.23 2.2

K

P2 20.01 6.03 7.99 15.60 4.08.99]11.23 2|22 E2 20.01 6.027.99(15.604.08[15.0017.18 3.89

Un point de croisement choisi aleatoirement

Fi1c. 1.11 — Ezemple de croisement réel a un point
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Le croisement arithmétique (barycentrique)

La représentation réelle permet cependant de développer toute une série de nouveaux
types de croisement, principalement & base de combinaison linéaire de deux individus
(vecteurs réels). On peut trouver dans [51][117] une étude du croisement arithmétique. 11
consiste & choisir deux génes P (i) et P, (i) dans chacun des parents & la méme position i, et

a définir les geénes correspondants Fy (i) et F4 (i) chez les enfants par combinaison linéaire :

E\(i) = aPy(i) + (1 — ) P2(i)
By(i) = (1 - a)Pi (i) + aPa(i)

ol « est la réalisation d’une variable aléatoire uniforme appartenant a 'intervalle [0,1].

Diverses variantes de croisement relatives & la maniere de choisir les enfants sur le segment
joignant les deux parents sont possibles. On peut ainsi, pour permettre de générer des in-
dividus entre ou a I'extérieur du segment joignant les 2 parents, prévoir un parametre o
entre (—e) et (1 + €), tout en faisant attention & se maintenir dans les bornes du domaine
admissible. Ainsi, sur la figure 1.12, les parents P; et Py peuvent engendrer un enfant en
E.

A

Aprés
————————————— Croisement

X1
-

Fic. 1.12  possibilités de croisement barycentrique

D’autres types de croisement peuvent étre définis mais il faut toujours essayer de développer

des opérateurs adaptés au problémes que l'on traite (cf. section 4.2, chapitre 4).



32 Chapitre 1. Evolution artificielle

1.7.2 La mutation

L’idée générale de la mutation est la modification (avec une certaine probabilité p,,, 0 <
Pm < 1) d’un ou plusieurs génes de 'individu sélectionné, afin d’introduire de la variabilité
dans la population. Cet opérateur agit de £ dans E. Il peut:

— favoriser 'exploitation (si I'individu muté est proche de 'individu original).

favoriser I'exploration (si I'individu muté est éloigné de I'individu original).

La mutation apporte aux algorithmes évolutionnaires la propriété d’ergodicité de parcours

d’espace, et la réintroduction de diversité perdue.

La mutation binaire

La mutation binaire est une modification aléatoire de la valeur d’un géne qui se produit

avec une probabilité fixée p,, par individu.

Les mutations les plus utilisées sont [95]:

1-bit mutation: elle consiste a choisir une position uniformément dans un individu

et changer la valeur du bit correspondant (cf. figure 1.13).

_ ¢

I
avec une probabilité 7, ot [ est la taille de I'individu (nombre de bits) et ¢ > 0.

mutation: Il s’agit de changer la valeur du bit de chaque position indépendamment

C’est un opérateur qui complémente aléatoirement les bits de la chaine qui code la solu-

tion. Pour que la mutation soit effective, il faut que: p,,.7 > ﬁ

o[1fo[1[o[ o s[ o[1[s]  [of1] d 1 tfo[1]o[a]1]

Mutation

Fic. 1.13  Mutation binaire

Intuitivement, le taux de mutation doit étre lié a la qualité des enfants générés, en moyenne
sur la population on peut ainsi définir des regles de mutation adaptatives telles que si

beaucoup d’enfants mutés sont bons, il faut augmenter p,,. sinon il faut la diminuer.
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La mutation réelle

Le principe de l'opérateur de mutation réelle consiste généralement & ajouter une per-
turbation aléatoire tirée selon une distribution de probabilité Gaussienne aux différentes
composantes de 'individu X

z; = x; + oN(0,1)

ou o et N(0,1) sont respectivement I'écart type (déviation standard) de la mutation et

une loi normale centrée d’écart type 1.

La difficulté de cette approche est I'ajustement des déviations standards des variables
Gaussiennes utilisées. En effet, si la déviation standard est trop petite, les déplacements
dans l'espace de recherche sont insuffisants au début de I’algorithme, et 'algorithme peut
rester au voisinage d’un optimum local et ne permet pas de visiter des nouvelles régions
de ’espace de recherche. Par contre, si ’écart est élevé, ’algorithme pourra accéder a une
région contenant 'optimum mais la qualité de convergence ne sera pas bonne. Ainsi au
début de I'évolution, la déviation standard o doit étre assez élevée pour explorer rapide-
ment l'espace de recherche, et en fin de convergence devenir plus faible pour permettre

une meilleure exploration des solutions.

Plusieurs stratégies adaptatives et auto-adaptatives ont été proposées pour ajuster 1’écart

au cours de I’évolution. Nous présentons les plus connues.
La mutation Gaussieéne adaptative:

C’est la régle des 1/5 proposée par Rechenberg en 1973 [139]. Elle consiste & mettre a

jour la valeur de o toutes les générations comme suit :

ot — 1) sips <02
o(t) =2 o(t—1)/8 sips>0.2
o(t—1) 51 ps = 0.2

ou 0 < B < 1 est le taux d’adaptation de o et ps 'observation des mutations réussies ! aux

générations précédentes. Cette régle peut étre appliquée toutes les k générations au lieu

de toutes les générations.

1. une mutation est réussie si la performance de I'individu muté est meilleur que celle de 'individu avant

mutation.
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La mutation log-normale auto-adaptative isotrope [158]

Elle consiste a associer & chaque individu une déviation standard o (o est codé dans
I'individu comme les variables du probleme). Un individu est ainsi représenté par (X,0).
o n’est plus fixe durant 1’évolution mais varie stochastiquement selon une loi log-normale
en utilisant un taux d’adaptation 7 (0 < 7 < 1). La mise a jour se fait avant la mutation

de la maniere suivante:

o = oexp(TN(0,1))
€T, = x; + N(O,()’)

Selon Schwefel une valeur optimale pour 7 serait: 7 o ﬁ

La mutation log-normale auto-adaptative anisotrope

Elle consiste a attacher & chaque variable z; de 'individu X une déviation standard o;.
La relation qui liait une variable avant et aprés I'opération de mutation est & présent de

la forme:

o; = oiexp(7'N(0,1) + 7N;(0,1))
x; = x; + o;N(0,0)

0 < 7/ < 1 est le taux d’adaptation local et 0 < 7 < 1 est le taux d’adaptation global.

Selon les travaux de Schwefel il est recommandé d’utiliser les valeurs de 7 et 7’ suivantes :

1

V2vn

T X

T} &

1
Van
La mutation corrélée: écart type matriciel [158]

Un individu est représenté par (X,[o]) ou [o] est la matrice de covariance de la loi gaus-
sienne. Le but de cette mutation est de permettre I'orientation des axes principaux des
gaussiennes vers les directions d’amélioration du critere (cf. figure 1.14). Cette méthode
peut étre utilisée pour des espaces de recherche de petites dimensions mais reste tres
coliteuse dans le cas général car elle nécessite le codage complet de la partie triangulaire

inférieure de la matrice de covariance [o].

1.8 Familles d’algorithmes évolutionnaires

On distingue quatre grandes familles historiques d’algorithmes évolutionnaires — et les
différences entre elles ont laissé des traces dans le paysage évolutionnaire actuel, en dépit

d’une unification de nombreux concepts.
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Mutations anisotrope Mutations corrélées

@ Axes de la distribution normale

Fic. 1.14  Ellipsoides pour les directions de mutation

1.8.1 Les algorithmes génétiques: GA

Les GA sont les algorithmes les plus connus et les plus couramment utilisés dans le cal-
cul évolutionnaire. Ils ont été développés dans les années soixante par Holland [87], pour
étudier, dans le cadre binaire, les mécanismes d’adaptation de populations dans le cadre
de la psychologie/biologie. Ils ont été appliqués & l'optimisation paramétrique pour la
premiere fois par De Jong en 1975 [46], qui a introduit de nombreux raffinements de cette
technique. Ces raffinements sont devenus par la suite des principes de base, & considérer
lors de toute application des AG a un probleme réel. Cependant, le manque de puissance
des ordinateurs a I'époque ne permettait pas leur application sur des problemes réels
de grande taille. Ce n’est que pendant les années 90, précisément avec l'apparition de
louvrage de référence écrit par Goldberg [65], que les GA se sont fait connaitre dans la

communauté scientifique.

Les algorithmes génétiques travaillent dans l'espace des chaines de bits [0,1]" avec deux

schémas :

L’algorithme génétique standard (Simple Genetic Algorithm - SGA): il utilise un
schéma de sélection proportionnelle & la fitness (section 1.4.1) et un remplacement

générationel.

Le schéma stationnaire (Steady-state GA - SSGA): ce schéma consiste & produire,
a chaque génération, seulement un ou deux enfants a partir d’'un ou deux parents
sélectionnés selon leurs performances. Ces enfants remplacent alors des individus de
la population parente, sélectionnés soit d’une maniére déterministe (les pires dans la

population), soit par tournoi inversé, ou selon les ages (les plus vieux).
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1.8.2 La programmation évolutionnaire : EP

La programmation évolutionnaire a d’abord été développée par L.J. Fogel aux Etats-Unis
dans les années 60 [57]. Elle a été mise au point pour la prédiction de séries temporelles
par automates a états finis (figure 1.15). La table de transition des automates est mo-
difiée grace a des mutations uniformes dans I'alphabet discret correspondant. L’évaluation
de la performance des individus correspond au nombre de symboles prédits correctement.
Chaque automate de la population parente génere un enfant par mutation, et les meilleures
solutions entre les parents et les enfants sont sélectionnées pour survivre. La principale
caractéristique des EP est qu’il n’existe pas d’opérateur de croisement contrairement aux

algorithmes génétiques.

Récemment, c’est D.B. Fogel qui a enrichi cette classe d’algorithmes en travaillant notam-
ment sur des représentations réelles [55, 56] et des mutations basées sur des lois normales.
En plus, la sélection déterministe est remplacée par un tournoi stochastique. Comme pour

la théorie des GA (cf. section 1.9), celle concernant les EP est encore pauvre.

O/c
0/b
0/b
1/a
e e
1/b

Fia. 1.15  Ezemple d’un automate a états finis ayant trois états différents S = {A,B,C},
un alphabet d’entrée I = {0,1}, et un alphabet de sortie O = {a,b,c}. Chaque aréte entre
deuz états indique une transition possible, et la fonction de transition 6 : Sx I — Sx O est

spécifiée par les labels au niveau des arétes ayant la forme i/o, signifiant que §((s;,1)) =

(54,0).

1.8.3 Les stratégies d’évolution: ES

Les stratégies d’évolution ont été développées en Allemagne par Rechenberg [138][139] et

H.P. Schwefel [157][158] vers le milieu des années 60. Elles sont dédiées a la résolution
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de problemes d’optimisation numérique dans I'espace des vecteurs de réels. En 1965, Re-
chenberg a introduit I'algorithme (141)-ES qui fait évoluer un seul individu et utilise la
mutation Gaussienne (section 1.7.2) pour assurer cette évolution. Il a proposé la regle
1/5 pour I'adaptation de la déviation standard de la mutation [138]. En 1977, Schwefel a
introduit deux types d’ES: (u,A\)-ES et (u+ M\)-ES, avec 1 < p < A. Ces deux stratégies se
différencient au niveau de la sélection déterministe utilisée (cf. section 1.4.3). Par ailleurs,
des nouvelles approches de mutation et de croisement ont été mises en place. Sont alors
apparues les notions d’auto-adaptativité pour la mutation ainsi que différents types de
croisement entre vecteurs réels illustrés dans la section 1.7. Contrairement aux EP le croi-

sement joue un role important dans les ES auto-adaptatives.

Du point de vue théorique nous pouvons citer les travaux de Béck, Rudolph et Schwe-
fel [11] qui ont donné un résultat de convergence forte sur les fonctions convexes dans le
cas des (1+1)ES et (1,A\)ES.

1.8.4 La programmation génétique: GP

Dans cette section nous présentons plus en détail la programmation génétique, que nous

utiliserons dans le chapitre 5 pour la représentation par des systémes de fonctions itérées.

La Programmation Génétique a été introduite par John Koza en 1992 [103]. Son objectif
initial était de faire évoluer des sous-programmes du langages LISP (figure 1.16). Grace
aux ouvrages de Koza [103, 104], 'utilisation de GP s’est étendue pour la résolution de
nombreux types de problemes dont les solutions peuvent étre représentées par des struc-
tures arborescentes, des graphes [169, 143], des images [38], des modeles rhéologiques [159]

if
and or

N/

do not g2 and

/ N\

di do di

dl

Fia. 1.16 Ezemple d’une solution GP en LISP : {d0,d1,d2} est un ensemble d’instructions

constituant les terminauz, et {if,and,or} sont des opérateurs LISP constituant les neeuds.
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Représentation d’un individu

Une solution dans I'espace génotypique est représentée par une structure arborescente dy-

namique, considérée comme un programme.

En tant que structures d’arbres graphes acycliques , les programmes génétiques re-
Yy )
quierent la donnée de I’ensemble des fonctions de base et des terminaux, décrivant alors
le “langage de programmation” du probleme a résoudre. En effet, avec les fonctions pre-
)
nant place au niveau des nceuds et des terminaux s’assimilant & des feuilles de I'arbre,
nous obtenons un jeu d’instructions constituant les briques élémentaires qui, assemblées
judicieusement, doivent fournir une solution. Par exemple, dans une représentation fonc-

tionnelle, une fonction & deux dimensions (f(z,y)) peut étre construite & partir de:

1. un ensemble de terminaux (7): les variables, les constantes universelles, fonctions

sans arguments (rnd(), time(), ...).

2. un ensemble de noeuds (N): des opérateurs: %, — ,+, des fonctions: sin(), cos(),

log(), exp() ...

Fic. 1.17 - Ezemple d’une solution en GP: N = {x,+ ,—} et T = {z,y,R}. L’espace
exploré est celui des polynomes réels a 2 variables. Ici f(x,y) = (x + ay)(b — zy)

Algorithme

Le principe de la programmation génétique est celui d’un algorithme génétique appliqué
aux arbres. On part d’un ensemble de programmes choisis d’'une maniére aléatoire parmi
tous les programmes possibles de ’espace de recherche. La performance de chaque pro-
gramme est obtenue & l'aide d’une fonction d’évaluation. Puis on élabore le meilleur pro-
gramme possible au cours des différentes générations grace a la sélection et aux opérateurs
de croisement et de mutation. Le schéma d’évolution utilisé est souvent de type SSGA (sec-

tion 1.8.1), mais avec une tres grande taille de population.
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Opérateurs de variation en GP

Les principes des opérateurs de variation utilisés pour la programmation génétique sont
analogues a ceux utilisés pour les algorithmes génétiques. Cependant, leur mise en oeuvre

peut s’avérer techniquement plus difficile du fait des données qu’ils manipulent.
Le croisement

Pour effectuer le croisement entre deux individus, qui sont des programmes, on choisit
au hasard (généralement fait par tirage uniforme) un noeud de I'arbre dans chacun des
programmes et on échange les sous-arbres obtenus a partir de chacun de ces noeuds d'un

arbre a l'autre (cf. figure 1.18).

Enfant 1 Enfant 2

Fi1G. 1.18 — Ezemple de croisement de deux individus en GP

La mutation en GP

Le GP traditionnel proposé par Koza [103] n’utilise pas d’opérateurs de mutation. Pour
assurer 'acces a toutes les primitives du langage de recherche (e.g. LISP) et assurer la di-
versité génétique, on utilise des populations de tres grande taille, pour avoir le maximum
d’information. C’est en 1996 que la mutation a été introduite par Angeline [8, 7] dont le
but de réduire la taille de la population.
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On distingue de multiples sortes de mutations du fait de la complexité des structures ar-
borescentes, dont les capacités exploratoires peuvent étre locales ou, a I'inverse, de grande
envergure. Parmi les différentes mutations, les plus courantes sont :

— Mutation par insertion (grow mutation): on ajoute un nceud et des feuilles

complémentaires n’importe ou dans l'arbre (figure 1.19).

mutation
3
insertion
— > %

Parent Enfant

Fi1c. 1.19 — Ezemple de la mutation par insertion en GP.

— Mutation par promotion (shrink mutation): on supprime un nceud interne et

I'un de ses fils remonte prendre sa place (figure 1.20).

mutation par
promotion

Parent Enfant

Fi1G. 1.20 — Ezemple de la mutation par promotion en GP.

— Mutation d’un nceud (cycle mutation) : on change un noeud de ’arbre en un autre
(figure 1.21).

B e
¢ B —— & @
DENN0 oW

Parent Enfant

Fic. 1.21  Ezemple de mutation d’un neud en GP
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— Mutation d’une branche (random mutation): on élague une branche de I'arbre

et on la remplace par un sous-arbre généré aléatoirement (figure 1.22).

mutation d'une
branche

Parent Enfant

Fic. 1.22  Ezemple de mutation d’une branche en GP

Dans le cas ou les terminaux peuvent étre des constantes numériques, d’autres mutations
ont été introduites:
— Mutation des constantes: on modifie quelques constantes selon une loi Gaus-
sienne ou uniforme [7].
— Mutation optimisée des constantes: on applique quelques itérations d’un hill

climber aléatoire en vue d’affiner les constantes [154].

1.9 Théorie des algorithmes génétiques

1.9.1 Théorie des schémas

Historiquement, les algorithmes génétiques binaires (F = {0,1}!) sont les plus anciens et
ont donc été les plus étudiés sur le plan théorique. La théorie des schémas est I'une des
premieres analyses heuristiques de ces algorithmes. Nous commencons dans cette section
par donner quelques définitions fondamentales afin de donner le résultat principal de cette

théorie.
Définition 1.1

On appelle séquence A de longueur | une suite A = ajasy . ..a; avec Vi € [1,1], a; € {0,1}.
Définition 1.2

Un schéma de longueur | est une séquence H € {0,1,x}, ot le symbole * désigne in-

différemment 0 ou 1.
Définition 1.3

On dit qu’une séquence A est une instance d’un schéma H = biby ... b si pour tout i tel

que b # % on a a; = b;.
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Définition 1.4

L’ordre d’un schéma H est le nombre de bits fizes de H, c’est le nombre de caractéres

autres que *x qu’il contient. On note l'ordre de H o(H).

EXEMPLE— Le schéma H = 1% 111 = {1011,1111} a pour ordre o(#H) = 3

Définition 1.5
La longueur utile d’un schéma, noté [(H), est la distance entre la premiére et derniére

position des bits fizes.

Dans I'exemple précédent [(H) =4

Théoréeme 1.1

Si on note m(H,t) le nombre de représentants de H dans la population a la génération t,
la probabilité de survie d’un schéma aprés les opérations de reproduction, croisement et

mutation s’obtient par :

(H.t) (M)
E(m(H.t+1)) > m(H.t) 70 (1-— Per— + pmo(H))

ol py, est la probabilité de mutation d’un bit dans une séquence et p. la probabilité de
croisement. f(#,t) est la performance moyenne des représentants A; de H présents dans

la population P;, donnée par

7(7‘[,75) _ Z f(Az)

A;eHNP m(H,t)

et f(P;) est la valeur moyenne de la performance pour les individus de toute la popula-
tion P;.

Ce théoreme montre que le nombre de représentants d’un schéma dans la population suit

une progression géométrique si ¢; = '%(ZZ, )) > a > 1. Une conséquence directe est que les

p t
schémas courts (de longueur utile et d’ordre faibles) de fitness au dessus de la moyenne de

la population & I'instant ¢ ont tendance & envahir les futures populations: de tels schémas
sont classiquement appelés blocs de construction (building blocks). Cette remarque permet
alors de dire que si un optimum de la fonction fitness correspond a l'intersection de tels

blocs, l'algorithme le trouvera facilement.

Ce résultat n’est qu'une introduction & la théorie des schémas. Pour d’autres modéles

théoriques et des extensions basées sur cette théorie on pourra se référer a [65][67][172].
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Critiques

1- La théorie ne tient pas compte de la variance des valeurs de la fitness dans un schéma.
Ainsi, la fitness observée a l'instant ¢ dans la population P, est différente de la fitness
moyenne du schéma [134]. D’autant plus qu’en pratique, les populations sont de petite
taille (relativement & la taille de E).

2- La fitness moyenne de la population croit au cours du temps. Donc le qualificatif ”schéma
performant” dépend du temps. Pour les mémes raisons, I’hypothese ¢; > a > 1 n’est pas
réaliste.

3- Si les blocs de constructions menent vers un optimum secondaire, I’algorithme conver-
gera avec difficultés vers un optimum global. Goldberg a formalisé cette idée en intro-
duisant la notion de ”deception” [65]: une fonction est dite trompeuse (deceptive) si les
schémas les plus performants ne contiennent pas 'optimum. Il existe des exemples de fonc-
tions trompeuses faciles & optimiser pour les algorithmes génétiques [174]. Par ailleurs,
seuls les fonctions a variables séparables sont totalement (pour tout ordre de schéma) non

trompeuses [40].

D’autres approches ont été développées dans les années 90 dont 'approche probabiliste,
utilisant une modélisation par des chaines de Markov, dont nous présentons les principaux
résultats.

1.9.2 Modélisation par chaines de Markov

On se place dans I'espace binaire (E = {0,1}!). Soit X; = (z1,22...2m), 2; € E, la po-
pulation & l'instant t de taille m. Le passage de X; & X1 se décompose en trois étapes:

Mathématiquement la suite (X;)en est une chaine de Markov d’espace d’état E™. La loi

Mutation Croisement Sélection
Yn Zn

Xn Xn+1

de X, est déterminé de maniére unique par la donnée de la loi de X (en général, la loi
uniforme sur E™) et de la matrice de transition qui donne les probabilités de passer de la

génération ¢ a la génération ¢t + 1.

Le mécanisme de transition possede toutefois des propriétés essentielles qui font I'intérét
et la puissance de cette modélisation [31]

— 11 est homogene: la population a I'instant ¢ dépend uniquement de la population a
I'instant £ — 1, les probabilités de transition étant indépendantes du temps et des

populations antérieures.
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— 11 est irréductible: étant données deux populations arbitraires z et y, la probabilité

partant de x d’obtenir y en un nombre fini de transition est non nulle:
Vz,y € E™ Ir e N P(X,r = /X, = y) > 0.

Autrement dit, le mécanisme de transition permet d’explorer tout I’espace des populations.

Ces propriétés permettent de conclure 'ergodicité de cette chaine, et qu’elle possede une
unique mesure de probabilité stationnaire et invariante, i.e, que le comportement de la
chaine converge asymptotiquement vers une loi de probabilité indépendante de la popula-
tion de départ x: pour tout y € E™

lim P(X; =y/Xo = 1z) = p(z) avec p(z) >0

n—0o0

Plusieurs résultats théoriques, faisant intervenir cette modélisation par chaine de Markov,
ont été obtenus. Dans ce cadre nous pouvons citer les travaux de Davis et Principe [42],
Nix, Vose [125], Rudolph [141], et I'un des résultats les plus avancés est celui publié par
Cerf [31] qui a appliqué la théorie de Freidin-Wentzell [120] pour prouver qu’un algo-
rithme génétique simple permet de revenir a 'optimum apres une perturbation d’un état
initial. Plus précisément il a démontré, sous des hypotheses trés techniques, que si la po-
pulation dépasse une taille critique dépendant des parametres de l’algorithme et de la
fonction fitness F alors il y a convergence (en un temps fini) vers les optima globaux de
F. Ces résultats comptent parmi les premiers résultats mathématiques se rapportant a
la convergence des algorithmes génétiques. On en retiendra que cette taille critique croit
linéairement avec la longueur des chaines de bits.

Cependant, ces résultats restent inapplicables dans la pratique ou des opérateurs plus com-
pliqués et des techniques de raffinement (mise a I’échelle, partage, adaptativité, élitisme,

..) sont utilisés.

1.10 Conclusion

[’avantage des algorithmes évolutionnaires est d’étre applicables a une vaste gamme de
problémes, sans caractéristiques particulieres : fonction et /ou contraintes chahutées, multi-
modales, multi-objectifs (cf chapitre 6). De plus, ils sont capables de travailler sur n’im-
porte quel espace de recherche, continu, discret, mixte, espace d’arbre, ... Par contre, le
succes et la durée de la recherche dépendent fortement de la représentation (espace des

génotypes) et des opérateurs de variation (mutation, croisement) choisis. Le chapitre 4
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donnera des exemples de représentations et d’opérateurs spécifiques ainsi validés. Comme
le choix de la représentation, le choix de la fonction de performance représente un point
crucial dans le succes de la méthode d’évolution utilisée, car toutes ces variantes d’algo-
rithmes requiérent un nombre important d’évaluations de la fonction objectif. De plus, si
le caractere robuste de ces méthodes nous permet d’appréhendre des problemes difficiles,
le temps de calcul de chacune des fonctions cott peut étre une barriére a leur utilisation.
Une possibilité pour traiter ce probleme est bien siir la distribution des calculs sur plu-

sieurs processus, qui est tres facile conceptuellement.
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2.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a I'état de I'art de 'optimisation de formes de
structures en mécanique des solides. Le probléeme consiste, par exemple, & trouver la
forme optimale d’une structure, qui soit a la fois de poids minimal et de rigidité maxi-
male, mais on pourrait aussi optimiser d’autres critéres: minimisation d’'un état de ten-
sion, d'un déplacement ; maximisation d’une fréquence fondamentale ou d’une charge cri-
tique, conception pour un coiit imposé. Bien entendu on doit aussi respecter d’autres
contraintes, qui peuvent porter sur la réponse de la structure & son environnement : les
limitations fixent alors des valeurs extrémes aux déplacements, aux fréquences propres de
vibration, aux charges critiques d’instabilité locale ou globale, le cout de fabrication ou

encore I’aérodynamisme de la structure, etc.

Traditionnellement, les formes étaient réalisées par essais successifs, sous la direction
d’experts qui guidaient la sélection de chaque modification de la forme. Cette facon de
faire "manuelle” est tres couteuse et imprécise. L’utilisation de logiciels de modélisation
numérique et d’optimisation s’est ainsi développée, permettant d’automatiser les étapes

de recherche de la forme optimale.

Dans tous les domaines de la mécanique des structures, I'impact de la bonne concep-
tion d’une piece est tres important sur sa résistance, sa durée de vie et son utilisation
en service. On trouve de nombreux exemples de ce genre dans les secteurs de pointe que
sont la recherche spatiale, 'aéronautique, 'automobile, la conception navale, la micro-
mécanique, la mécanique de précision ou les ouvrages d’art en génie civil..., pour lesquels

toute économie de poids représente un gain en matiere premiere et en cott.

L’optimisation de structures peut se scinder en trois grandes familles. Historiquement,
chacune a été abordée par ordre croissant de difficulté et de généralité (cf. figure 2.1):

— optimisation des dimensions, voir [52], [54], [60] et [61]: ne prend en compte

que l'optimisation des dimensions des éléments d’une structure. Pour ce type de
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probléeme la géométrie et la topologie de la structure restent inchangées au cours de
Ioptimisation.

I’optimisation géométrique, voir [28] [130] et [179]: appelée aussi méthode de
variation de domaine, permet de faire évoluer la géométrie d’une structure tout en
conservant sa topologie fixée au début de 'optimisation.

I’optimisation topologique, voir [4], [18], [59], [91] et [99] : appelée aussi optimisa-
tion de forme généralisée, permet de controler a la fois la géométrie et la topologie de
la structure. Le probléme consiste a trouver la répartition optimale de matiere dans
un domaine initial donné. Contrairement a 'optimisation géométrique, elle n’impose

pas un choix a priori de la connectivité du domaine.

(b)

-
-
-

#

(e]e]

(c)

Configurations initiales Structures Optimisées

Fi1Gc. 2.1  Les 3 classes de problémes d’optimisation de structures [72]. (a) Dimension-

nement. (b) Forme avec topologie fixée. (c) Topologie variable.

Dans ce chapitre nous donnons une idée de I’état de I'art en terme de méthodes spécifiques

d’optimisation de structures mécaniques dans la littérature.

2.2 Optimisation de dimensionnement

L’optimisation des dimensions (cf. figure 2.1-(a)) ne permet de modifier que la section

droite ou ’épaisseur transversale des composantes d’une structure dont la forme et la to-
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pologie sont fixées. Elle est spécifique pour une classe de formes pré-choisie; il faut par
exemple trouver I'épaisseur d’une coque, la taille d'une barre dans un treillis, ou encore
le rayon d’une tige métallique dans un assemblage. Cette approche est alors limitée a la

variation d’un certain nombre de parametres de controle.
Evolution historique

A Torigine, I'optimisation de structures mécaniques était principalement limitée au di-
mensionnement de treillis ou de portique. Depuis les années 60 plusieurs méthodes ont
été introduites et utilisées dans les problémes de dimensionnement. Nous pouvons citer
en premier lieu Schmit [146] qui a introduit une théorie moderne de I'optimisation de
structures fondée sur le concept de synthese structurale: il a indiqué la possibilité de
coupler les méthodes d’analyse par éléments finis, pour une classe particuliere de struc-
tures, aux méthodes de programmation mathématique. Depuis lors, plusieurs travaux ont
permis de développer et généraliser ces concepts, citons notamment ceux de Gellatly et
Gallagher [60], [61], Karnes et Tocher de Boeing [101]. Bien que le développement ait été
rapide, il a fallu se rendre compte, au début des années 70, que la combinaison des ana-
lyses par éléments finis et des méthodes générales de la programmation non linéaire était
inappliquable pour la résolution de problemes réels. Plus tard, une approche basée sur la
notion intuitive de critéres d’optimalité, donnée par Berke [22], et les méthodes duales
introduites par Fleury [52], a été proposée [54]. A la fin des années 70, les concepts d’ap-
proximation (qui consistent & remplacer le probléme d’optimisation réel par une suite de
sous-problémes approchés) furent combinés a la formulation duale pour créer une méthode
puissante pour la minimisation du poids des systémes structuraux [54]. Le probléeme d’op-
timisation de dimensionnement fut également étendu au probléme des éléments de flexion
(Fleury et Sander [53]), & Pamélioration du comportement vibratoire et a la stabilité de

I’équilibre.

2.3 Optimisation de domaine

Encore appelée optimisation géométrique, voir par exemple [122] [130] et [28], elle consiste
a rajouter, par rapport aux problémes de dimensionnement des structures, d’autres va-

riables qui permettent des mouvements des frontieres plus importants.
Méthode de variation de domaine

La méthode classiquement utilisée en optimisation géométrique de formes est la méthode

de variation de domaine [28], appelée aussi analyse de sensibilité. Elle consiste en des
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variations successives d’un domaine initial et est basée sur le calcul d’'un gradient de la
fonction-objectif par rapport aux variables définissant la forme (les variables d’optimisa-
tion sont les frontieres du domaine, paramétrées par exemple par des segments ou des

splines).

Le calcul des variations a été réalisé depuis 1908 par Hadamard [74] en déplacant la
frontiere le long de sa normale et en calculant la variation induite de la fonctionnelle.
Ensuite une théorie mathématique pour le controle par une forme a été développée a par-
tir des années 70. On peut notamment citer les travaux de J. Céa [28, 29], F. Murat et
J. Simon [122], O. Pironneau [130], J.P Zolésio et J. Sokolowski [179], B. Rousselet [140],
M. Masmoudi [114],...

Cette approche est basée sur la définition ou représentation d’une forme et I'analyse de
sensibilité (calcul des dérivées de la réponse structurale par rapport aux variables de

conception).

Choix de la représentation

Différentes approches sont possibles pour la représentation géométrique. Il existe deux
types de paramétrisation, chacune d’elles ayant des avantages et des limites. La premiere
est une paramétrisation discrete a partir des points du maillage et la seconde est une pa-

ramétrisation par courbe (Bézier,spline).

Représentation discrete

Le but de cette représentation est d’utiliser les coordonnées des noeuds du maillage d’un
modeéle éléments finis comme variables de conception. Cette approche trouve une applica-
tion naturelle pour I'optimisation de la configuration de treillis de barres. Une premiere ap-
plication de ce mode de représentation géométrique aux structures continues semble avoir
été donnée par Zienkiewicz et Campbell [177]. Cependant, le choix des coordonnées des
noeuds en tant que variables de conception présente de nombreux désavantages [177] [131]:

Lorsque les variables de conception sont les noeuds des éléments finis, les solutions
obtenues sont rarement réalisables pratiquement. Les contours peuvent présenter des

discontinuités dans leurs dérivées tangentielles, des points d’inflexion...

— une autre difficulté est liée a la définition et & la mise a jour du maillage au cours

du processus itératif, ce qui alourdit le code de calcul.
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Représentation polynomiale de la frontiere

Cette technique se base sur la possibilité de ramener la représentation d’une forme a
la connaissance d’une ou plusieurs courbes. En effet, seuls les points (généralement des
points de controle sur les bords) de ces courbes sont nécessaires & la construction du
modele éléments finis. Bhavikatti et Ramakrishnan [23] utilisent des expressions poly-
nomiales dont les coefficients servent de variables de conception pour caractériser une
forme. Dans les années suivant cette publication, la plupart des chercheurs ont utilisé
les polynomes pour décrire les frontiéres (par exemple Pedersen et Laursen [129] et les
références dans [76]). L’idée se repose sur I'utilisation de points de controle pour définir
des courbes paramétriques comme les courbes de Bézier, les B-splines ou les courbes ra-

tionnelles paramétriques (cf. [26] pour plus de détails sur ces courbes).

Analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité consiste a trouver des informations quantitatives sur la fagon
dont la réponse d’une structure est affectée par de petites modifications des variables
qui définissent cette structure. Deux approches ont été proposées dans la littérature pour
le calcul de sensibilité [76]. La premiére est basée sur la dérivation des équations d’équilibre
continues [35], et la seconde consiste & calculer les dérivées des déplacements au moyen de
I'équation suivante [26], résultant de la dérivation des équations d’équilibre discrétisées
en élasticité linéaire:
KU _dF K
de  dz dz
ou U est le vecteur déplacement, K est la matrice de raideur, F' le vecteur force et x une

variable de conception.
Discussion

Plusieurs problemes apparaissent lors de la mise en oeuvre et de l'exploitation de la

méthode de variation de domaine:

— elle nécessite une bonne intuition de la solution lors du choix de forme initiale: si
la structure optimale est trop différente de la structure de départ il sera nécessaire
durant le processus d’optimisation de remailler le domaine, afin de conserver une
qualité de maillage suffisante, ce qui est couteux et peut poser des problemes tech-
niques (des frontiéres qui vont se chevaucher, etc). De plus elle se montre instable

pour de grandes variations du domaine.
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— elle ne permet pas de modifier la topologie de la forme initiale (e.g. ajouter ou
supprimer des trous). En effet elle présuppose que la forme de la structure finale est
compatible avec une topologie fixée au départ et interdit donc les modifications de la
configuration de la structure, c’est a dire que la structure gardera le méme nombre de
composantes et ne sera probablement pas optimale car dans un probléeme complexe,
il est tres difficile, voir impossible, de choisir a priori la topologie optimale.

— Elle ne permet pas toujours d’assurer I'existence de solution & moins d’imposer des
conditions de régularité sur la frontiere que 1'on cherche a optimiser.

Toutefois, pour générer des structures de forme optimale sans aucun a priori sur la topo-
logie, il est établi depuis longtemps qu’il faut sortir du cadre de 'optimisation de forme
paramétrique et pouvoir se passer de fonction de forme pour décrire le domaine. Une alter-
native satisfaisante consiste a formuler le probleme en fonction d’une distribution optimale

de la matiere disponible, car aucune hypothése n’est nécessaire sur la solution.

Dans la section suivante nous allons considérer les méthodes utilisées en optimisation

topologique de formes.

2.4 Optimisation topologique de formes: méthodes déterministes

2.4.1 Méthode d’homogénéisation

Nous présentons dans cette section une premiere méthode d’optimisation topologique
qui est Papproche introduite en 1988 dans [18] et maintenant standard, utilisant I’ho-
mogénéisation. La forme optimale est recherchée comme une densité de matiére en chaque
point (comprise entre 0 et 1) et une micro-structure locale décrivant la forme du mélange
matiere/vide. L’introduction de telles micro-structures dans I'espace de recherche revient
a relaxer le probléme initial (au sens mathématique du terme) pour obtenir un probléme
bien posé [4]. Les algorithmes numériques issus de telles formulations convergent vers des
solutions généralisées (non physiques) faites de matériaux composites. Elles peuvent étre
post-traitées pour obtenir une solution admissible avec une densité booléenne [2]. Dans ce
qui suit, nous présentons brievement les grandes lignes de la méthode d’homogénéisation
décrite dans l'article de Allaire, Bonnetier, Francfort et Jouve [2]. Pour plus de détails
sur les méthodes d’optimisation topologique de forme par les méthodes d’homogénéisation
voir aussi Bendsoe et Kikuchi [18], Bendsoe [19],Allaire et Kohn [4].
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u=0

M

F1G. 2.2 — Ezemple de structure soumise a des forces et des conditions au bord.

Formulation du probléme d’optimisation de forme

Soit 2 un domaine de référence borné de R", n = 2,3, constitué d’un matériau élastique,

linéaire, homogene et isotrope, de loi de Hooke donnée par le tenseur d’ordre 4
2
A= (r— 7“)12 ® I + 2,4

ou k ety sont respectivement les modules de compression et de cisaillement du matériau, I
est I'identité dans I’espace des tenseurs d’ordre 2, noté Sy (espace des applications linéaires
symétriques de R" dans lui méme), et I, est I'identité dans I'espace des tenseurs d’ordre
4 (espace de toute les formes linéaires symétriques de Sy dans S;). Pour un matériau
linéaire, la loi de Hooke établit une relation linéaire entre le tenseur des contraintes o et

le tenseur des déformations e

o= Ae

Le domaine €2 est soumis a une force surfacique f sur une partie de sa frontiere 9€2, qu'on
note dQp, et des conditions aux limites homogenes sur les déplacements (bloquage) sont
imposées sur autre partie 0Qp (cf. figure 2.2). On demande a ces forces de respecter la

/mf.u—(]

pour tout champs de déplacement wu(z) = b+ Mz correspondant & une rotation infi-

condition d’équilibre

nitésimale (avec M = —M" matrice antisymétrique).

Une forme admissible w est un sous-ensemble du domaine de référence €2 obtenu en enle-
vant un sous ensemble de trous dans €2. Les nouvelles frontieres ainsi générées sont libres
de toute traction. Pour que ce domaine w soit admissible, il faut aussi que sa frontiere

Ow contienne la partie du bord 02 ot les forces surfaciques ne sont pas nulles. On a le
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systeme d’équations d’élasticité linéaire dans w

O = Ae(uy)
divo,, 0 dans w
Uy, =0 sur 02p
opn = f sur 0Q0p
[ owm =0 sur Ow \ 092

avec

1
e(uy) = E(V% + V')

uy () le champ de déplacement (une fonction de w dans R"), solution du systeme, o,
et £(uy) sont les tenseurs symétriques respectivement de contrainte et déformation. On
cherche & maximiser la rigidité d’une structure, que 'on peut envisager sous plusieurs
criteres pratiques. Le choix ici s’est porté sur la compliance (ou souplesse), définie comme
le travail des forces extérieures ou I’énergie élastique de la structure. Elle est donnée par

o) = [ fu

qui par intégration par parties s’écrit encore

c(w) = /w Ae(uy).e(uy) = /w A oy.0,

Le probleme fondamental d’optimisation topologique consiste & minimiser la souplesse de
la structure avec une borne supérieure sur le volume (le poids de la forme est supposé
proportionnel & son volume), c’est & dire a trouver la forme admissible w C Q qui mi-
nimise la compliance avec une contrainte sur le poids. En introduisant un parametre de
pénalisation [ > 0 (multiplicateur de Lagrange), qui équilibre les deux objectifs contra-
dictoires de maximisation de la rigidité et de minimisation du poids, on se ramene a un

probléme de minimisation sans contrainte

inf (7(w) = o(w) + 1] (2.1)

ou |w| est le volume du domaine w

De maniere alternative, on peut également envisager la configuration optimale comme

étant celle qui minimise le volume de matiére utilisé avec une contrainte sur la compliance.
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Comme o réalise le minimum de I’énergie complémentaire, la compliance s’exprime égale-

ment sous la forme (cf. [4])

c(w) = min /wAbm (2.2)

divo=0 dans w
on=f sur 0
o.n=0 sur dw\oN

Formulation homogénéisée

En 'absence de contraintes supplémentaires sur les formes admissibles w le probleme (2.1)
se révele étre théoriquement mal posé (voir les travaux de Murat et Tartar [123] [168]), car
Iexistence et I'unicité de la solution sont fausses en général. Ainsi il n’existe pas de forme
optimale. Pour illustrer la raison physique de ce phénomene générique de non-existence,
supposons qu'on a une forme qui respecte la contrainte sur le volume de matiere. En
général, une forme avec le méme volume et une performance meilleure peut étre obtenue
en augmentant le nombre de trous (faire beaucoup de trés petits trous plutot que quelques
grands trous). Nous pouvons continuer & améliorer la performance en produisant de nou-
velles formes avec plus de trous. Par conséquent, atteindre le minimum peut faire appel a
un processus de passage a la limite (lorsque les trous deviennent de plus en plus petits et
de plus en plus nombreux) conduisant & une forme ”généralisée” (ou homogénéisée) qui

est un matériau composite obtenu par micro-perforation du matériau élastique d’origine.

L’introduction de matériaux composites comme conception généralisée est un processus
de relaxation du probleme de conception qui a été étudié par de nombreux groupes de re-
cherches. Le concept du processus de relaxation est simple: on récrit le probleme de concep-
tion sous une forme qui autorise les matériaux composites obtenus par micro-perforation,

pour construire la forme optimale.

Une forme ou structure composite est décrite en chaque point par deux fonctions: 6(zx),
sa densité volumique locale de matériau prenant ses valeurs entre 0 et 1, et A*(x), son
tenseur d’élasticité effectif correspondant & sa micro-structure. En utilisant la théorie d’ho-
mogénéisation (voir par exemple [123] pour plus de détails sur cette théorie) la formulation
homogénéisée relaxée du probléme (2.1) est donnée par

min < J(0,A*) = é(0,4%) +1 | 0(x) (2.3)
N /

0el0,1 Q2
A*eGy
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ou GGy est ’ensemble des lois de Hooke que 'on peut construire par homogénéisation en
mélangeant du matériau A et du vide en proportions respectives 6 et 1 — 6 et ¢ est la
compliance homogénéisée définie par

é(9,A*) = /Q A*e(u).e(u) = /Q A oo

et u est maintenant la solution du probléme homogénéisé suivant

(o = A*e(u)
divo = 0 dans w

< wu =0 sur 0S2p
on = f sur 0Qp

[ on =0 sur Ow \ 02

Le théoréeme suivant nous donne l'existence des formes optimales généralisées et leurs re-
lations avec les suites minimisantes de formes classiques. Pour les démonstrations voir [4]

pour le cas 2-D, et [2] pour le cas 3-D.

Théoréeme 2.1

la formulation homogénéisée (2.3) est la relaxation du probléeme d’optimisation de formes (2.1)
au sens ou :

(i) 1l existe, au moins, une forme optimale composite (0,A*) de (2.3).

(ii) Toute suite minimisante de formes classiques w pour (2.1) converge, au sens de I’ho-
mogénéisation, vers un minimisateur (6,A*) de (2.3).

(iii) Les valeurs des minima de ['énergie originale et homogénéisée coincident :

inf J(w)= min J(§,A4%)
wes 9€[0,1]

A*eGy

L’utilisation de I’homogénéisation a conduit & une nouvelle classe d’algorithmes numériques
qui optimisent la répartition de matiére sans aucune contrainte topologique. Dans ce
contexte, Bendsoe et Kikuchi [18] furent les premiers a exploiter ’homogénéisation pour
résoudre numériquement le probléme d’optimisation topologique des structures élastiques.
La méthode qu’ils ont proposée pour résoudre le probléeme et qui est connue sous le nom de
méthode d’homogénéisation se fonde sur les idées de distribution optimale de matiere et
de relaxation et sur I'introduction d’une micro-structure poreuse dont ils déterminent les
propriétés macroscopiques en fonction de la densité grace a la théorie de 'homogénéisation

des micro-structures périodiques. La premiere étape de la procédure consiste & choisir une
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micro-structure et & décrire ses propriétés en fonction de ses parametres macroscopiques;
la seconde étape consiste a déterminer leurs valeurs optimales afin de connaitre la dis-
tribution de matiére au sein du domaine de conception. Depuis, plusieurs auteurs ont
contribué a I'application et 'amélioration de la méthode d’homogénéisation (cf. [2], [4],
[19, 33, 92, 34, 161, 162] et [166]), et aussi a I'extension de la méthode a d’autres types
de structures ainsi qu’a d’autres types d’analyse et de conditions de conception ou de
nouvelles difficultés apparaissent. Parmi les probléemes résolus a I'heure actuelle, on peut
citer la conception de structures soumises & plusieurs conditions de chargement [1], le
probleme d’optimisation topologique pour les structures en vibrations libres, par exemple
I'optimisation de fréquence propre d’une structure élastique ou bien la relocalisation du

comportement fréquentiel afin d’exclure certaines bandes de fréquence (cf. [9] et [47]).

2.4.2 Méthode de contrainte sur le périmetre

Nous introduisons dans cette section une autre approche, appelée méthode de contrainte
sur le périmetre, pour régulariser le probléme fondamental de la topologie (minimum de
la compliance pour un volume de matiére donnée: probleme (2.1)), et assurer 'existence
de la solution, mais pas I'unicité. Contrairement aux méthodes d’homogénéisation, qui
consistent a étendre I'espace des solutions en intégrant les solutions comportant des perfo-
rations microscopiques, la méthode de périmetre consiste a exclure de telles solutions. Ceci
est réalisé en considérant une restriction supplémentaire portant sur le périmetre de la dis-
tribution de matiere ([73] et [92]), c’est & dire qu’une contrainte supplémentaire est ajoutée
au probleme afin de s’assurer que le périmetre ne dépassera pas une borne supérieure
donnée. L’introduction d’une telle contrainte aboutit & un probléeme d’optimisation bien
posé, et assure également l'existence d’une solution (voir Ambrosio et Buttazo [5] pour la
démonstration de ce résultat).

Présentation de la méthode

Le but de cette méthode est d’imposer une borne supérieure sur le périmetre. Ceci est défini
comme la mesure du bord de la région pleine €, et est noté |0€2,|, c’est & dire la longueur
totale des fonciéres de €),. Afin de bien comprendre pourquoi une limite sur le périmetre
empéche I'apparition de solutions avec des perforations microscopiques on peut se reporter
a la figure 2.3. Cette figure présente trois solutions avec le méme rapport vide-solide. Les
perforations en nombre croissant présentent la méme surface totale. Le périmetre total
de la solution augmente avec le nombre de trous et, de maniere équivalente, il décroit
avec leur taille. cet exemple élémentaire montre que les solutions avec une faible valeur
du périmetre possedent des trous de grande taille tandis que des distributions de densité

introduisent un grand périmetre. Si la distribution de matiére donne lieu a Iapparition
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d’une micro-structure au niveau du maillage macroscopique, le périmetre total augmente.
A la limite, lorsque la taille des perforations devient de plus en plus fine, le périmetre
de la solution devient infini. Il est alors clair qu’une borne finie sur le périmetre de la
solution exclut les structures contenant une infinité de perforations microscopiques. En
outre, la valeur du périmetre maximal autorise un controle sur le nombre et la taille des

trous présents dans la topologie optimale.

Périmetre = 4 Périmetre = 8 Périmetre = 16

Fi1G. 2.3 — FEvolution du périmetre en fonction du nombre de perforations pour un volume

de matiere constant V. = 4.

Formulation du probléme

Considérons le probleme de minimisation de la compliance pour un volume de matiere

donné V. En introduisant la fonction caractéristique y définie par

1 pour z € Q, (partie pleine)

: Q) — 0,]. UEC )=
Y {0,1} avec x(z) { 0 pour x € Q\ Q, (partie vide)

Le volume est donné par

V= /Q x(@)ds

et lorsque on adjoint la contrainte sur le périmetre, on obtient la formulation suivante du
probléme
inf  ¢(Q) (2.4)
XEVx
1%
|0y | <P

oi1 P désigne la borne maximale admissible pour la conception, ¢(£2) est la compliance de

la structure, et V) est donné par

Vi ={x:x(z) =0 ou 1Vz € Q}
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Une preuve d’existence a été donnée dans [5] pour un probleme similaire. Plusieurs ap-
proches ont été proposées pour la recherche d’une approximation de la solution optimale
(voir par exemple [17], [62] et [73]).

2.4.3 Méthode de sensibilité topologique

La premiére définition du gradient topologique (ou sensibilité topologique) & été introduite
par Schumacher [156] pour le probleme de minimisation de la compliance. Le probleme
consiste & minimiser la fonction coit j(Q) = j(Qugq), ou le déplacement solution uq est
définit sur un domaine borné  de R", n = 2, 3. Soit Q, le domaine €2 privé d'un petit trou
sphérique de rayon p et de centre zy. Un développement asymptotique de la fonctionnelle

j, relativement & p, peut étre donné sous la forme suivante
7() = 3(Q) + f(p)g(z0) + o(f(p))

ou lim f(p) =0 et f(p) > 0.
p—0

Le but de 'approche est de déterminer la fonction g, qui pourra étre utilisée comme une
direction de descente pour le processus d’optimisation. Plus précisément, cette méthode
permet de localiser le lieu géométrique de la structure élastique ou peut apparaitre un
trou.

En 1997, Sokolowski et Zochowski ont donné des justificatifs mathématiques de cette
méthode, et ils 'ont généralisée pour d’autres fonctions cout. Récemment, Masmoudi [113]
a étendu la définition du gradient topologique, en adaptant les techniques de la méthode
d’état adjoint [29] et de celle de troncature de domaine, au cas ou des conditions de Di-
richlet homogenes sont imposées sur la frontiere d’un trou sphérique. Elle est applicable

uniquement dans le cadre de I'élasticité linéaire.

Nous présentons dans ce qui suit les résultats obtenus par J. Céa, S. Garreau, M. Masmoudi
et P. Guillaume [30][59]

Construction du gradient topologique

On introduit un trou dans le domaine €2 de la fagcon suivante. Soit ¢ € 2 et un réel p > 0
suffisamment petit pour que la boule B(xzg,p) soit incluse dans €. Le domaine perforé €2,
est alors

Qp =Q \ B(ﬁg,p),

et le bord de la boule est noté I',.
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Une méthode d’état adjoint généralisée

Soit v un espace de Hilbert fixé. Pour p > 0, soit a,(.,.) une forme bilinéaire, uniformément
continue et elliptique sur v, c’est a dire il existe deux constantes strictement positives «

et C', indépendantes de p, telles que pour tout p > 0
ap(uw) < Clull,||vl, Yu, v ev

ap(uu) > aollul? Yu € v

Supposons qu’il existe une forme bilinéaire et continue d, et une fonction réelle f(p) > 0

définie sur R, telles que lim f(p) =0 et
p—0

lap — a0 — f(p)dall 1) = o(f(p))- (2.5)

ou L(v) désigne I'espace des formes bilinéaires continues sur v.

Soit [ une forme linéaire et continue sur v. Pour simplifier, [ est supposée indépendante

de p. Pour p > 0, soit u, la solution du probleme sur v

ap(upw) =1(v), Yo € v. (2.6)

Considérons maintenant une fonction cott j(p) = J(u,). Pour simplifier, la fonctionnelle
contintiment différentiable J est supposée indépendante de p. On note DJ(u) la dérivée de

J par rapport & u. Le théoréme suivant nous donne le développement asymptotique de j(p)

Théoréme 2.2

Si Uhypothése (2.5) est satisfaite, alors

3(p) = 3(0) = f(p)da(uo.po) + o(f(p))

ot ug est la solution de l’équation (2.6) avec p = 0 et py est la solution du probléme
adjoint :
ag(w,po) = —DJ(up)w , Yw € .

La solution ugq, est définie sur le domaine (2, et par conséquent, elle appartient a un

espace fonctionnel qui dépend de p. Le cadre mathématique du théoréeme 2.2 nécessite
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que l'espace fonctionnel soit fixe. En optimisation géométrique, cette nécessité peut étre

satisfaite en utilisant une technique paramétrique, voir [29] et [71] : elle utilise une transfor-

mation bi-lipschitzienne entre un domaine de référence et le domaine réel. En optimisation

topologique, une telle transformation n’existe pas entre € et €2,. Cependant, un espace

fonctionnel indépendant de p va étre construit par une méthode de troncature de domaine.

Troncature du domaine

Le but de cette méthode est définir:

— un espace de Hilbert v indépendant de p

une forme bilinéaire a,(.,.), continue et elliptique sur vp

— une forme linéaire et continue [(.)

telle que la solution u, de I"équation

ap(up,v) =1(v), Yv € vp

soit égale a la restriction de ug, a g, un sous-domaine de € (cf. figure 2.4).

R 2R
D
0. = )

Fi1G. 2.4 — Le domaine tronqué

Le déplacement u, sur le domaine initial €2 est solution de

—divo(ug) = 0 dans
o(ug).n = f sur d0Qp
uUQ = 0 sur 0Qp

2.7)

0€Q)r désigne la partie de la frontiere ou s’exerce une force f et 0€2p est la partie ou le

domaine est fixé.
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Maintenant, considérons le domaine perforé €2,. Le déplacement uq, est solution de

—divo(ug,) 0 dans Q,

o(ug,).n = f sur 0Qp (2.8)
uQ, = 0 sur 0Qp )
o(ug,)n 0 sur 3,

Soit R > p tel que la boule B(zg,R) soit incluse dans Q. La frontiere de B(zg,R) est notée
Y k. Le domaine tronqué Q \ B(zg,R) est noté Qp et D, désigne le "disque” B(z,R) \
B(xg,p) (cf. figure 2.4).

Le déplacement u, est défini pour p > 0 comme la solution du probléme tronqué

—divo(u,) = 0 dans Qg
f sur 0Qp
0 sur 0Q0p
o(u,).n = T,u, sur Xpg

o(up).n

(2.9)

Up

avec T}, est I'opérateur pseudo-différentiable défini par

T,: H'/?(Xg)? — H Y2(Xg)?
¥ = Ty = o(up)n

et, pour i) € H'/?(Zg)3 et p > 0, uy est la solution du probléme

—diva(uf) = 0 dans D,

U? = 1) sur Xp
(f(ug).n =0 surX,

Nous avons alors le résultat classique suivant :

Proposition 2.1

Les problémes (2.8) (respectivement (2.7)) pour p = 0 et (2.9) ont une unique solution.
De plus, la restriction @ Qg de la solution ug, (respectivement uq) a (2.8) (respectivement
(2.7)) est solution de (2.9).

En utilisant la formulation variationnelle associée au probleme (2.9), dans un cadre mathé-
matique adéquat, et les résultats sur les équations intégrales on obtient le résultat suivant :
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Théoréme 2.3

Le développement asymptotique de la forme bilinéaire a, relativement a p est

la, — a0 — f(p)dallLwy = o(f(p))

et

da (u0,po), dont 'expression est donnée dans [30], est appelé le gradient topologique et noté
g(xp). On peut noter qu’il ne dépend pas de R et ne nécessite que deux calculs éléments

finis pour étre évalué.

L’algorithme numérique

Soit un domaine initial 2y et une suite décroissante de contraintes de volume (mk)kgo
telle que mg = aire(2p). A une itération k£ donnée, le gradient topologique est noté g (x)

et cr+1 est choisi de telle sorte que

Qg1 =1{z € Y, gr(z) < cpy1}
aire(Qg41) = Mg

L’algorithme se déroule comme suit,
Algorithme:
Un domaine €2 est initialisé , k =0
Le processus suivant est itéré jusqu’a convergence
Résoudre le probleme d’élasticité dans €2
— Calculer le gradient topologique gy
— Mettre a jour le domaine Q41 = {z € Qp, gr(z) < cky1} OU ¢4 est
choisi tel que aire(Qx11) = mgy1
~k+—k+1

Le gradient topologique est calculé sur chaque élément et ceux pour lesquels il est le plus
faible sont supprimés. LLe nombre d’éléments supprimés est calculé de facon & supprimer

un pourcentage du volume de matiére a chaque étape.

2.4.4 Méthode des lignes de niveaux

Récemment proposée par Allaire et al. [3], la méthode des lignes de niveaux pour 'optimi-

sation de formes consiste & combiner, autant que faire se peut, les avantages des méthodes
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de variation de frontiere et d’homogénéisation. Suivant une idée de la méthode d’ho-
mogénéisation, cette approche utilise un maillage fixe qui contient a la fois la forme et les
trous (ou le vide) représentés par un matériau tres faible. Le bord de la forme est paramétré
par une fonction ligne de niveaux suivant le formalisme d’Osher et Sethian [127][160]. L’op-
timisation de formes consiste a transporter la fonction ligne de niveaux (c’est-a-dire le bord
de la forme) avec une vitesse qui fasse décroitre la fonction objectif. Le calcul de cette vi-
tesse se fait par la méthode de variation de frontiere, en dérivant la fonction objectif par

rapport a la forme.

Discussion

Nous avons présenté dans cette section les différentes méthodes déterministes pour 'opti-
misation topologique de formes. Toute fois, ces approches sont principalement restreintes a
Iélasticité linéarisée ; elles ne permettent de trouver qu’une seule solution (optimum local) ;
et elles sont incapables de traiter les problemes d’optimisation topologique multi-criteres
(par exemple optimiser & la fois la rigidité et les fréquences propres d’une structure, voir
chapitre 6) autrement qu’en se ramenant a un seul objectif par agrégation des différents
criteres. Une approche possible pour dépasser ces limites est offerte par les méthodes
d’optimisation stochastiques, comme les algorithmes évolutionnaires [153].

2.5 Optimisation topologique de formes: méthodes stochas-
tiques

Les Méthodes d’optimisation stochastiques ont été appliquées avec succes dans les travaux
antérieurs en mécanique des structures dont beaucoup ont concerné 'optimisation d’as-
semblage de barres. Lin et Hajela ([109] et [155]) et Schoenauer et Wu [155] ont résolus des
problemes de dimensionnement des sections des barres; Grierson et Pak [70] ont abordé
le probleme de I'optimisation topologique de treillis de barres. Des résultats intéressants
ont également été obtenus pour l'optimisation des empilements de matériaux composites
par Leriche et Haftka [107]. Dans le domaine de l'optimisation topologique de formes,
les premiers travaux utilisant les algorithmes évolutionnaires sont dus & Jensen [91] et &
Chapman, Saitou et Jakiela [27], et plus récemment & Kane et Schoenauer [99]. Citons
enfin dans ce domaine Anagnostou, Ronquist et Patera [6], qui ont appliqué 'approche
fondée sur le recuit simulé (cf. paragraphe 2.5.1 pour le principe de cette méthode) a

Ioptimisation de la section droite d’une barre en maximisant son moment d’inertie.
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2.5.1 Le recuit simulé

Dans le début des années 80, Kirkpatrick, Gelatt et Vecchi [102] ont introduit les concepts
du recuit pour I'optimisation combinatoire. Ces concepts sont inspirés d’une méthode
employée en physique pour obtenir des corps dans leur état fondamental: la premiere
étape de la procédure consiste a porter le solide & trés haute température jusqu’a fusion
(de ce dernier); la seconde consiste & le refroidir suivant un schéma de décroissance de
température bien particulier afin d’atteindre un état solide d’énergie minimale. Celui-ci
ne peut étre obtenu que si la température initiale est suffisamment élevée et le refroidisse-
ment suffisamment lent. Sinon, on aboutira & un état méta stable a énergie non minimale
(Pinverse du processus de recuit est la trempe qui consiste a refroidir brutalement un
solide). Cette technique, qui peut étre considérée comme une amélioration des méthodes

d’optimisation locale, a 'avantage de ne pas s’arréter au premier optimum local rencontré.

Pour simuler le processus de recuit, on introduit un parametre de température qui est
ajusté pendant la recherche. Si la température est élevée, alors la probabilité de tran-
siter vers un niveau d’énergie plus élevée est importante. Si la température est basse
alors les transitions a faible augmentation d’énergie sont plus probables. Initialement la

température est haute mais elle diminue avec le temps.

Soit U la fonction & minimiser, les étapes du recuit simulé sont les suivantes:

1. Fixer une température initiale élevée, T.

2. Générer un point X.

3. Générer un point X' par une opération aléatoire sur X.

4. Siy' = U(X') est meilleur que y = U(X), alors X = X'. Sinon remplacer X par X’
avec une probabilité P, (loi de Boltzmann) dépendant de T et de I'écart d’énergie
AE =1y —y.

P, = emp(?b—i), (2.10)

avec ky est la constante de Boltzmann.

5. Répéter 3 et 4 jusqu’a 'obtention de I'équilibre thermique. En pratique ce nombre

d’itérations dépend de la température (équation 2.10).
6. Réduire la température selon le schéma suivant T; 11 =T} * a, avec 0 < o < 1.

7. Tant qu'un critére d’arrét (dépendant de la température) n’est pas satisfait, retourner

en 3.

Pour faire du recuit simulé, il faut une densité de probabilité de génération g(X) per-
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mettant de se déplacer dans Iespace d’état Q = X' : i = 1,D, une densité de probabilité
d’acceptation h(X) d’'un nouvel état aprés une transition et une loi de décroissance de la
température T'(k) permettant de réduire progressivement les fluctuations des deux den-
sités précédentes (T'(k) est homogene & la fonction objectif).

Le schéma de décroissance de la température est généralement lent et doit étre ajusté
a l’aide de la chaleur spécifique C(T'):

dT a kT2

Une grande valeur de C(T') indique que le systéme passe a l'état solide et donc que la

oy — LB > < BT > - < B(T) >

décroissance de la température doit étre plus lente. Pour la plage de décroissance rapide
de la température, il est nécessaire de ménager un nombre important de transitions de
Métropolis [116] afin de permettre au systeme d’atteindre son équilibre thermique. Par
contre, dans la plage de décroissance de température faible (apres augmentation de la
chaleur spécifique), ce nombre d’itérations de Métropolis peut étre réduit.

2.5.2 Les algorithmes évolutionnaires

Le point le plus crucial dans la construction d’un algorithme évolutionnaire (AE) est le
choix de la représentation. Tous les travaux cités a I'introduction de la section 2.5 montrant
des applications des algorithmes évolutionnaires a des probléemes d’optimisation topolo-
gique de formes utilisent la méme représentation binaire “naturelle”, appelée bitarray
dans [99]: elle est associée & un maillage particulier du domaine  celui qui est utilisé
pour calculer le comportement mécanique de la structure et déterminer la performance
(cf. Chapitre 3). A chaque élément du maillage on attribue une valeur 1 si il contient de
la matiere, et 0 sinon. La figure 2.5 donne, pour un maillage 13 x 6, le tableau de bits
et la forme correspondante. Notons que cette représentation binaire n’est pas équivalente
a la représentation “bitstring” habituelle (cf. chapitre 1.2): un opérateur de croisement
spécifique, utilisant la géométrie du probleme, a été développé [98] qui est similaire & celui
décrit dans le chapitre 4 pour la représentation a base de diagrammes de Voronoi.

En 1996, cette approche a permis de lever quelques limitations des méthodes détermi-
nistes, cf. les travaux de C. Kane [97]:

— Obtention de plusieurs solutions de topologies différentes, solutions quasi-optimales
du probléme posé (cf figure 2.6), entre lesquelles I'expert pourra choisir selon des

criteres non modélisables.
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Le génotype: Tableau de bits Le phénotype

F1G. 2.5 — Représentation d’une forme par tableau de bits ”bitarray”.

(a) (b) ()

F1G. 2.6 — Deux solutions optimales de topologies différentes (b) et (c) pour le probléme
de la plaque console de dimension 1 X 4 dont les contours gauche et bas sont fizes (a).
Solutions obtenues par K. Kane [97].

Prise en compte des chargements multiples, éventuellement de natures différentes
(forces, déplacements imposés, etc). Une simple modification de la fonction & opti-
miser est suffisante, I’algorithme restant par ailleurs inchangé.

Résolution du probléme avec chargement sur la frontiére inconnue. L’exemple-type
est le cas du dome sous-marin, sur la surface supérieure duquel est appliquée une
pression uniforme.

— Utilisation de tout type de modele de comportement. Puisque seul un solveur du
probléeme direct est requis, il est possible de traiter le probléeme de 1'optimisation
topologique de formes pour tout comportement dont on possede une simulation
numérique robuste. Des résultats dans le cadre de I'élasticité en grands déplacements
sont venus illustrer cette souplesse de I'approche évolutionnaire.
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Malgré son succes dans la résolution de problémes d’optimisation topologique de formes,
voir [99], [97] et [100], la représentation “bitarray” souffre d’une profonde limitation liée
a la dépendance de la complexité de ’algorithme par rapport a celle du maillage associé.
En effet, la taille d’'un individu (le nombre de bits nécessaire pour décrire un individu)
est égale a la taille du maillage. Malheureusement, les résultats théoriques [32] comme
les constatations empiriques [66] indiquent que la taille critique de population nécessaire
pour atteindre la convergence augmente au moins linéairement avec la taille de chaque in-
dividu. De plus, des populations plus grandes nécessitent en général un plus grand nombre
de générations pour converger. Il est donc clair que cette approche doit restreindre son
domaine d’application a des maillages grossiers bidimensionnels, alors que les ingénieurs

ont besoin de fins maillages tridimensionnels!

Ces considérations conduisent a la recherche de représentations plus compactes, dont la
complexité ne dépend pas de celle de la discrétisation. Pour obtenir une représentation
indépendante de la complexité une ultime étape consiste a la faire évoluer elle-méme en

I’ajustant par algorithmes évolutionnaires. C’est le but de cette these.

Toutefois, avant de passer en revue plusieurs propositions de représentations (chapitres 4
et 5) nous allons décrire en détail la fonction que nous optimiserons en particulier au
niveau de la prise en compte des contraintes, sur un probleme simple d’optimisation de

formes.
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La fonction performance
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3.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la définition de la fonction performance (ou fonc-
tion objectif), utilisée dans cette theése, pour le probleme de I'optimisation topologique de

formes.

Divers criteres ont été utilisés dans les travaux antérieurs en optimisation de forme.

La fonction objectif des méthodes déterministes, comme par exemple la méthode d’ho-
mogénéisation, est basée sur la compliance, définie par le travail des forces extérieures (cf. [4])

et section 2.4.1. Bien qu’elle ait 'avantage d’étre différentiable, elle ne permet pas un

controle précis du comportement mécanique de la solution (par exemple du déplacement

maximal de la structure, qui est généralement une donnée importante du cahier des

charges). Cependant, elle a été utilisée comme fonction objectif par les algorithmes évolutionnaires [97]
afin de comparer I’approche évolutionnaire & la méthode d’homogénéisation. La compliance

ne sera pas considérée ici.

Une autre approche, utilisée dans [27], consiste & maximiser la raideur de la structure en
utilisant une définition basée sur le rapport entre la raideur, qui est inversement propor-
tionnelle au déplacement maximal sous le chargement imposé, et le poids de la structure.
Mais la encore, cette fonction ne permet pas un controle précis des déplacements ou des
contraintes mécaniques [97]. De plus, des expériences comparatives [97] ont montré que
I'utilisation de la raideur comme fonction performance conduisait a des structures plus

lourdes sans amélioration notable du comportement mécanique.

Nous avons choisi de considérer le probleme, comme dans [97], sous l'angle de la mini-
misation du poids d’une structure, définie dans un domaine de référence, en respectant
un déplacement maximal limite pour chaque cas de charge considéré. Le choix de cette
contrainte est justifié par le fait qu’elle est la plus utilisée dans l'industrie: un cahier des
charges définissant une structure mécanique requiert le plus souvent que cette structure,

sous un chargement donné, ait un déplacement maximal ne dépassant pas une valeur im-
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posée.

Pour prendre en compte les contraintes dans les algorithmes évolutionnaires, plusieurs
méthodes ont été mises au point. Toutefois, la méthode la plus générale reste la méthode
de pénalisation et c’est aussi la plus simple & mettre en ceuvre: elle ne demande que la mo-
dification de la fonction objectif en introduisant des termes de pénalisation. Cependant, la
mise au point de ces termes influe sur 'efficacité de 'optimisation évolutionnaire. Plusieurs
stratégies ont été proposées dans la littérature [93, 118, 20]. Nous introduisons ici deux
nouvelles méthodes pour définir la fonction de pénalité. Ces deux approches sont basées
sur une pénalité adaptative ajustée automatiquement selon I'état courant de la population
afin d’assurer I'existence d’un taux d’individus faisable et infaisable dans la population.

Cela méne a une exploration efficace du voisinage de la frontiere du domaine faisable.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante: la section 3.2 rappelle le cadre de travail
théorique défini par Ghaddar et al. [62], dont le probleme consiste & étudier la résistance
d’une barre de section S. En section 3.3, nous introduisons brievement le probleme méca-
nique pour 'optimisation topologique de formes. Nous construisons ensuite, dans la sec-
tion 3.4, la fonction performance utilisée par la suite. En section 3.5, nous présentons
brievement les différentes techniques de pénalisation pour les algorithmes évolutionnaires,
et nous introduisons les deux nouvelles approches adaptatives proposées ici. Une étude
expérimentale comparative, donnée dans la section 3.6, montre, pour le probleme d’opti-
misation topologique de formes, la supériorité de la stratégie adaptative par rapport aux

autres méthodes - statique et dynamique.

3.2 Optimisation du moment d’inertie

Nous présentons dans cette section le probleme de 'optimisation de la section droite d’une

barre, posé par Ghaddar et al. [62], ainsi que les résultats théoriques obtenus.

3.2.1 Position du probleme

Soit une barre de longueur | (suivant z) et S sa section en (x,y). Le probleme consiste a
trouver la forme optimale de la section S de la barre soumise & des efforts de flexion; ce
qui revient & minimiser le poids (il est supposé proportionnel au volume de la barre), tout

en maximisant le moment d’inertie de la barre I, donné par:

lyy = /g(il — yg) dxdy



3.2. Optimisation du moment d’inertie 75

ou y¢g est 'ordonnée du centre de gravité G de S, définie par:

B [ ydzdy

e = [ dzdy

Par ailleurs, il faut respecter les contraintes suivantes :

— la section S doit étre connexe et incluse dans un domaine Q C R? donné.

— I’épaisseur de la section doit étre supérieure a une épaisseur donnée, pour des raisons

de faisabilité technologique.

3.2.2 Formulation mathématique

La fonction cout s’écrit de la maniére suivante [62] :

C(S) = apldire(S)
+  ajlPerimetre(S) + asV(S) (3.1)
+ a3f(lyy/10)

ou Aire(S) est aire de la section S, Perimetre(S) le périmetre de S, V(S) le nombre de

coins que peut avoir la piece et f une application de [0,00], décroissante, et qui tend vers

0 quand son argument tend vers oo. Les «a;, 1 = 0..3, sont des constantes positives, Ij est

une valeur minimale donnée pour le moment I, et [ est la longueur de la barre.

Pour tenir compte des contraintes technologiques (épaisseur minimum, nombre de coins)
et numériques (discrétisation du domaine de travail) Ghaddar et al. [62] ont introduit de

nouveaux espaces que nous allons rappeler maintenant.

On commence par introduire ’espace le\/[: espace des sous-domaines fermés S de R tels
que

S c [0,L] x [0,L],

et

20|

=S

On suppose que la frontiere 95, de S € X}, est composée de K courbes polygonales 7",
1 < k < K. Chaque courbe fermée v* est définie par une suite ordonnée de m* sommets
distincts a¥ = (a¥ , %), 1 < i < m¥, vérifiant la condition de rectilinéarité

(b§+1 - bf)(a;ﬁr] - af) =0,
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et la condition des “vrais” coins

(bf+1 - bfﬂ)(afﬂ - 05:21) # 0.

On suppose aussi que toute courbe v* = U[agC , afH], 1 < k < K, est une courbe simple,

qui, en plus de la condition des sommets distincts, vérifie la condition suivante

k ok ko ko _ C
(ai ’ai—l—l) m(ajaaj+1) - 07 ? 7é ]
les v* sont également d’intersection vide

vkﬂvlzﬁ,kyél.

Et enfin, on suppose que tout élément de le\/[ possede au plus un total de M coins

K
V(S) =) mF<M
k=1

Le contour de S € le\/[ est orienté de fagon a ce que la normale unitaire n, définie partout
sauf aux coins, soit orientée vers l'intérieur du domaine. En prenant comme valeur de la
normale au coin la moyenne des normales des cotés voisins, la normale peut étre définie
en tout point du contour . Le fait de choisir I'orientation de la normale & l'intérieur du
domaine (dans le sens des aiguilles d’'une montre ou dans le sens contraire des aiguilles

d’une montre) rend le choix de v* unique.

Donnons maintenant les définitions d’épaisseur et de coépaisseur d’un élément S de X]]V,
Pour cela, on associe a chaque coté [a;C , afﬂ} de S une famille de rectangles de largeur 7

décrite par les sommets ordonnés (a¥

¥oaf bl (), bi(r)), avec

1
bl (1) = af + (5 (al +al, ).

k

De méme, on associe a chaque coin a;

[af;c , af + \/in]

une famille de carrés de coté 7 et de diagonale

Définition 3.1

Lépaisseur E(S) d’un élément S est le mazimum de tous les T tels que tout rectangle
ou carré de coté T soit dans S pour tout k, 1 < k < K, pour tout i, 1 < i < mF. La

coépaisseur FE(S) est définie comme étant 1'épaisseur de la fermeture du complémentaire

de S dans [O,L]?.
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On introduit maintenant deux nouveaux espaces X3,(t,f) et X3,(¢,) définis pour tout ¢

et ¢ positifs par
Xi(t8) ={S € X}y | E(S) > t, E(S) > %, (11) < timax}
X3, (tF) ={S € X2,(t,1) | S connezxe}
Les espaces X',, i € {1,2,3}, munis de la distance § définie par
0(A,B) = Aire(AAB)
sont des espaces métriques. L’opérateur symétrique (ou le “OU exclusif”),A, est défini par
AAB = (A JB)\(A[)B)

Le probleme consiste alors a trouver la section S* C ) dans X]:’;/,(t,f) qui minimise la

fonctionnelle C suivante

k

K m
(8) = ool D 5Bk +bE)(aly, —ab)]

k=11i=1

K mk K
1
oD AF, o)+ (aFy el Y mF (3.2)
k=1 1=1 k=1
K mk 1
+ osf [ZZg(bf —ya)(afy —af)]/ 1o
k=1 i—1
ou .
K m
1 (b5)2 4 k
Y6 = Lire(S) ZZ 9 (a1 — ag)

est 'ordonnée du centre de gravité de S.

Rappelons maintenant le résultat obtenu dans [62] sur le probléme de minimisation.

Théoréeme 3.1

Il existe au moins une solution S* dans {S € X3,|S* C Q} telle que C(S*) < C(8) pour
tout sous-domaine S dans {S € X3,|S* C Q}.

Des résultats d’approximation dans le cas du probleme discret et estimation d’erreur pos-

sible ont été obtenus aussi dans [62].
Remarque

Le résultat du théoréme 1.1 a été étendu au cadre de U’élasticité linéaire par C. Kane [97],

en utilisant la fonction cout que nous allons présenter et étudier dans la suite.
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3.3 Le probleme mécanique

Le contexte de cette these est ’'Optimisation Topologique de Structures (Topological Op-
timum Design  TOD). Le probléeme consiste & trouver la forme optimale d’une structure
contenue dans un domaine donné (i.e. la répartition de matiere dans ce domaine) de telle
sorte que le comportement mécanique de cette structure satisfasse certaines contraintes

ici par exemple une borne sur le déplacement maximal sous un chargement donné, mais
on pourrait aussi imaginer une borne sur des fréquences propres ou une combinaison de
criteres mettant en jeu la rigidité et le comportement vibratoire. Le critére a optimiser est
le poids de la structure mais on pourrait aussi optimiser d’autres critéres: minimisation
d’un état de tension, d’'un déplacement ; maximisation d’une fréquence fondamentale ou

d’une charge critique, conception pour un cout imposé.

3.3.1 Le modeéle linéaire

Le modeéle mécanique utilisé ici est celui de I'élasticité linéarisée bidimensionnelle en
contraintes planes (& P'exception de la section 4.3.12 du chapitre 4 ou les résultats sont tri-
dimensionnels), et on ne considérera que des matériaux linéaires et isotropes (cf. e.g. [36]).
Toutes les figures présentées par la suite sont adimensionnelles (e.g. le module d’Young
vaut toujours 1) et les effets de gravité sont négligés. Le probleme d’élasticité peut se
formuler comme suit :

Soient  un ouvert borné de R", n = 2, 3, et Q, 'ensemble des trous enlevés dans

Q (cf. figure 3.1). Les équations locales d’équilibre mécanique s’écrivent comme suit :

(o = Ae(u)
dive = 0 dans Q\ Q,

{ on =0 sur 0Q\ (I'y UTy,)
on = f sur I'y

| 0 sur I'y,

ou
1
e(u) = §(VU + V'u)
est le tenseur des déformations de Green linéarisé, o le tenseur des contraintes, A est

le tenseur d’élasticité (loi de Hooke), n la normale sortante sur la frontiére, f une force
sufacique appliquée sur la frontiere I'¢, et u le champ de déplacement.

Pour une présentation détaillée et complete du modele théorique nous renvoyons le lecteur

a [36], et a [94] pour les modeéles numériques.
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\
AN

Fi1Gc. 3.1 — Un domaine Q2 soumit a des forces et des conditions au bord.

3.3.2 Le probleme test

Un benchmark trés populaire pour 'optimum design est celui de la plaque-console (canti-
lever) : le domaine de calcul est un rectangle ; la plaque est encastrée sur la partie verticale
gauche de la frontiére (déplacement imposé égal a 0) et le chargement consiste a appliquer
une force ponctuelle verticale au milieu de la frontiere verticale de droite. La figure 3.2

montre le domaine de calcul pour le cantilever 2 x 1.

F1G. 3.2 — Le probléeme de la plaque-console ”cantilever” 2 x 1.

3.4 Calcul de la fonction performance

Le probleme traité dans ce travail consiste & minimiser le poids d’une structure sou-
mise & un chargement donné (cf. figure 3.2 par exemple), avec une contrainte de type

Dé\/m,q: < Dfim pour chaque cas de charge, ou Dé\/m,q: est le déplacement maximal calculé par

simulation numérique pour le chargement 4, et Dj, = sa limite supérieure imposée (donnée

par le cahier des charges). Le calcul du déplacement maximal est effectué en utilisant

un programme classique d’éléments finis [94]. Le probleme se formule alors de la fagon
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suivante

minimaiser poids
(P) i

lim: 1 =1.n

avec Dy, < D

C’est un probleme d’optimisation avec contraintes. Pour tenir compte de ces contraintes
dans la fonction performance (fonction a optimiser) nous avons adopté 'approche fondée
sur la méthode de pénalisation, car c’est la plus simple & mettre en ceuvre: elle ne de-
mande que la modification de la fonction d’adaptation (cf. section 3.5). Le probleme (P)
se transforme ainsi en un probleme d’optimisation sans contraintes, ou la fonction-cout a
minimiser est donnée par (dans le cas d’une seule contrainte, i.e d’un seul cas de charge-

ment)

F = poids + a(Dyraz — Digm) ™ (3.3)

ol « est un parametre positif (qui peut étre vu comme un multiplicateur de Lagrange

pour la contrainte associée) ; (Darae — Diim) ™ mesure le degré de violation de la contrainte

(DM(M: - Dlim)+ = mam(OaDMam - Dlim)

La figure 3.3 résume les principales étapes du calcul de la fonction performance pour
une structure connectée (cf. section 3.4.1) : le comportement mécanique est calculé numé-
riquement par la méthode des éléments finis. Le poids de la structure, pénalisé par les
violations des contraintes du cahier des charges déduites de la simulation, est une bonne

mesure d’adaptation de la structure au probléme.

Chargements Comportement
. . = . 2
imposés simulé

Solution

potentielle

Performance

de la forme
courante

Fia. 3.3  Approche évolutionnaire de I’Optimum Design.
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3.4.1 Analyse géométrique

D’un point de vue mécanique, les structures qui ne relient pas le point d’application de la
force et la frontiére encastrée ne sont pas admissibles et on leur attribue une performance
arbitrairement grande - ce qui devrait les éliminer lors de la sélection. De plus, toutes les
parties de la structure qui ne sont pas connectées au point d’application de la force (cf. fi-
gure 3.4)— et ainsi n’affectent pas le comportement mécanique de la piece — sont éliminées
avant D'analyse par éléments finis mais pénalisent la performance du fait de leur poids
additionnel inutile (cf. [99, 97] pour une discussion détaillée de ces sujets). Cette approche
favorise la disparition progressive de la matiére non connectée et évite la dégénérescence

dans la représentation. La fonction performance est donc donnée par
F = Pyite + €Pinutite + a(DMa:c - Dlim)+ (34)

ot Pyye est la surface de la structure principale (la composante recevant le chargement);
Pinutite est la surface totale des composantes matérielles non connectées a la structure
principale.

Le parametre €, comme «, est un parametre de pénalisation positif, mais son importance

est moins cruciale. On lui associe une petite valeur.

La structure principale

e
P
=

Deux composantes déconnectées v

Fic. 3.4  Ezemple de structure avec des composantes matérielles déconnectées.

Nous présentons dans ce qui suit brievement les différentes techniques de pénalisation
pour les algorithmes évolutionnaires (cf. [86] [77] pour une description détaillée), et nous

proposons deux nouvelles approches.

1. c’est-a-dire plusieurs génotypes correspondent a un méme phénotype



82 Chapitre 3. La fonction performance

3.5 Méthodes de pénalisation

3.5.1 Formulation du probleme d’optimisation

Considérons le probleme d’optimisation avec contraintes suivant

optimiser F(z), x = (x1,...,x,) € F C R", (3.5)
sous les contraintes :
() <0 j=1,...,
9i(z) <0 J 1 (3.6)
hj(z) =0 j=q+1,....m

ou F, g; et h; sont des fonctions réelles dans IR"; et F', appelé domaine faisable, désigne
I'espace des solutions admissibles? (qui respectent 'ensemble des contraintes (3.6)).

Plusieurs stratégies ont été mises au point pour prendre en compte les contraintes avec
les algorithmes évolutionnaires (pour une revue des différentes techniques utilisées dans
les algorithmes évolutionnaires, cf. [86] et [77] ainsi que les références que ces articles
contiennent). La plupart d’entre elles sont basées sur le concept de fonctions de pénalité,
qui pénalisent les individus violant les contraintes dans la population en ajoutant & leur
fonction de performance un terme de pénalité qui est nul si les contraintes sont respectées et
positif sinon. Autrement dit, la méthode de pénalisation consiste & transformer le probléme
initial avec contraintes en un probléme sans contraintes; le probleme (3.5)-(3.6) s’écrit
alors:

optimiser F(z) = F(x) + p(x) , (3.7)

ou p(z), appelée fonction de pénalité, dépend des violations de contraintes :

m

p(w) = a Y (vj(2))” (3.8)

J=1

oil ay, est le parametre de pénalisation®, 8 est un parametre (souvent égal a 1 ou 2 [118]),

e

et vj(z) est en général la mesure du degré de violation de la j*™¢ contrainte du probleme

posé, calculée comme suit :

Jsd (3.9)
lhj(z)], ¢g+1<ji<m

vj(z) = { ()", 1<

La difficulté majeure dans cette approche est la définition de la fonction de pénalité p,

2. On les appelle aussi solutions faisables ou réalisables
3. Ici on a considéré un seul parametre pour toutes les contraintes. Notons qu’on peut associer a chaque

contrainte j un parametre de pénalisation a;
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ou plus précisément, 'ajustement du parametre de pénalisation «y. Trois approches sont
généralement utilisées pour définir cette fonction: I’approche statique, ’approche dyna-

mique et 'approche adaptative.

3.5.2 Pénalisation statique

Avec la méthode de pénalisation statique, le parametre de pénalisation «y. es fixé par 1'uti-
lisateur (ajusté par essai-erreur), et reste constant au cours de I’évolution. Cette approche
peut donner de trés bons résultats mais nécessite un ajustement tres fin de la valeur de
oy [118]. En effet,

si ay est trop petit, 'optimum du probleme ne respectera pas strictement les con-

traintes;

— si ay, est trop grand, la recherche se fait essentiellement dans le domaine faisable de
I’espace de recherche, interdisant tout passage par I’espace infaisable, ce qui pénalise

I’exploration de tout le domaine et augmente le risque de la convergence prématurée.

Pour remédier a cette difficulté, une idée naturelle est alors de faire varier le parameétre de

pénalisation dynamiquement au cours de I’évolution.

3.5.3 Pénalisation dynamique

Contrairement & la méthode statique, avec la stratégie dynamique, le parameétre de péna-
lisation est modifié au long de I’évolution. L.’idée de base de ’approche dynamique est de
donner initialement une petite valeur au parametre de pénalisation pour favoriser ’explo-
ration, puis 'augmenter au fur et & mesure de I’évolution afin d’augmenter la pression sur

I’algorithme pour trouver des individus faisables.

Plusieurs stratégies ont été proposées dans la littérature. On cite par exemple la méthode
de Joines et Houk [93]; & une génération k donnée la fonction de pénalité est calculée

comme suit :
m

p(x) = (a0 x k)7 3 (v;(x))? (3.10)

J=1

ou ap, v et B sont des constantes positives.

Dans le cas particulier v = 1 'approche est dite linéaire: le parametre de pénalisation

croit linéairement avec le nombre de générations.

Une deuxiéeme approche similaire a la premiere a été proposée pour l'optimisation de
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formes dans [99] qui consiste a4 augmenter le parametre de pénalisation toutes les M
générations. La fonction de pénalité, a la génération k, est donnée par

m

p() = (a0 x BHM) S (vy()) (3.11)

J=1

ol o et B sont des constantes et [k/M] désigne la partie entiere de k/M

L’approche dynamique, dans laquelle le parametre de pénalisation est modifié suivant une
stratégie spécifiée par 'utilisateur, requiert une bonne intuition initiale pour déterminer
une stratégie efficace. Pour remédier a ce probleme, I'idée est de faire adapter le parameétre
de pénalisation a chaque génération : il peut étre augmenté ou diminué selon 'importance
des violations des contraintes et ’état de la recherche. C’est le principe des techniques de

pénalisation dites adaptatives, que nous présentons maintenant.

3.5.4 Pénalisation adaptative

La plupart des algorithmes évolutionnaires utilisent de nombreux parametres que 'uti-
lisateur doit ajuster pour chaque probléeme particulier, et la technique systématique par
essai-erreur est évidemment tres cotuteuse. Différentes méthodes, regroupées sous la termi-
nologie générale de techniques adaptatives ont été proposées pour remédier a ce probleme :
les valeurs des parametres peuvent étre déduits de statistiques sur les itérations précédentes
comme dans la régle du 1/5¢me pour la taille du pas de mutation proposée par [139] (cf.
section 1.7.2)  ou bien évoluer suivant les opérateurs d’évolution [158] (on parle alors de
techniques auto-adaptatives). Un petit nombre de parameétres doivent encore étre ajustés
par l'utilisateur (e.g. les valeurs initiales et les schémas de mise a jour), mais on peut
les considérer comme des parametres du second ordre: dans une large plage de valeurs,
I'algorithme restera robuste (pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a [118]).

Des parametres de pénalisation adaptatifs ont été utilisés avec succes pour des problemes
de satisfaction de contraintes discrétes® (Constraint Satisfaction Problems) [50], ot I'ob-

jectif est de trouver au moins un individu admissible.

Dans le contexte de l'optimisation de parametres, deux schémas adaptatifs ont été pro-
posés, le premier en 1992 par Hadj-Alouane et Bean [75], le second en 1993 par Smith et
Tate [163]. Le parametre de pénalisation est mis & jour en fonction de la faisabilité du

meilleur individu dans la population des générations précédentes.

4. Pour ces problemes, les contraintes sont des fonctions booléennes; et la satisfaction d’une contrainte
est vérifiée si sa fonction est égale a 1
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Méthode de Hadj-Alouane et Bean

Avec cette méthode le parametre de pénalisation est mis a jour en fonction de la faisabi-
lité du meilleur individu dans la population des générations précédentes. La fonction de
pénalité est définie comme suit :

m

p(r) = ax > (0 ())?

J=1

ou «ay est mise a jour chaque génération k£ comme suit :

(1/B1) -y sizye FVi,k—t+1<i<k
hi1 =< Bo- o sizy ¢ FVi,k—t+1<i<k
oy, sinon,

ou x}) est le meilleur individu de la population, a la génération i, 51,02 > 1 et 51 #
B2 (pour éviter les cycles). Autrement dit, la valeur du parametre de pénalisation ayyq a
la génération k + 1 diminue, avec un facteur multiplicatif 1/5;, si tous les meilleurs in-
dividus pendant les ¢ dernieres générations étaient faisables et augmente, avec un facteur
multiplicatif fo, si tous les meilleurs individus pendant les ¢ dernieres générations étaient
infaisables. S’il y a eu pendant ces générations a la fois des meilleurs solutions faisables et

d’autres infaisables, la valeur de aj ne change pas.

Hadj-alouane et Bean ont introduit cette approche adaptative pour augmenter 'efficacité
du processus de recherche. Ainsi, si les contraintes ne posent pas de probleme pour I'algo-
rithme, les pénalités diminuent, sinon elles augmentent. On remarque que cette méthode

introduit trois parametres, 31,89 et t, qui doivent étre ajustés par I'utilisateur.

Méthode de Smith et Tate

La fonction de pénalisation adaptative proposée par Smith et Tate dépend de la qualité de
la meilleure solution pendant ’évolution (jusqu’a U'itération courante), ainsi que du degré
de violation des contraintes (déterminé par la distance des meilleurs solutions infaisables

au domaine faisable). La fonction de pénalité est définie comme suit :

m
p( ) ‘7:f€a9 - Z /q7 )
j=1
ou F(t) est la valeur de la fonction objectif (sans pénalisation) de la meilleure solu-
tion trouvée pendant I'évolution(jusqu’a la génération t), Fyeqs(t) est I'évaluation de la
meilleure solution faisable trouvée pendant I’évolution, k est une constante et ¢;(t) désigne
Iestimation du seuil d’extension de faisabilité pour chaque contrainte j (1 < j < m); un

tel seuil détermine les solutions infaisables intéressantes (proches du domaine faisable).
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Discussion

Les deux techniques de pénalisation adaptatives présentées dans cette section ne tiennent
compte que de I'état des meilleurs individus pendant I’évolution, sans se soucier de I'état
général de la population; ce qui conduit l'algorithme dans certains cas a la convergence
prématurée. En effet, considérons la premiere approche. Si le meilleur est réalisable pen-
dant plusieurs générations mais tous les autres individus ne le sont pas, le parametre de
pénalisation est ainsi diminué, alors qu’il devrait étre augmenté pour générer d’autres solu-
tions réalisables. Pour cette raison, nous proposons deux nouvelles approches adaptatives
qui utilisent des informations globales sur la population, afin d’ajuster le parametre de

pénalisation, que nous introduisons dans la suite.

3.5.5 Pénalisation adaptative basée sur la population

Les deux méthodes de pénalisation adaptative que nous allons introduire partent d’un
méme principe qui consiste a effectuer la mise a jour des parametres de pénalisation en
utilisant les statistiques globales de faisabilité dans la population. Le but de cette démarche
est d’explorer les environs de la frontiere de la région admissible en essayant de conserver
dans la population les individus qui se situent “de part et d’autre” de cette frontiere (cette
méme idée a mené aux algorithmes ”ségrégatifs” — Segregated GA — [108] qui utilisent deux
différents parametres de pénalisation pour atteindre ce but).

En effet, dans de nombreux problemes d’optimisation, on sait que la solution se situe sur la
frontiere de la région admissible. Des techniques spécifiques de traitement des contraintes
ont d’ailleurs été proposées pour explorer uniquement cette frontiere [152, 151] lorsque

ceci est possible .

Toutefois, pour l'optimisation topologique de formes, avec la rigidité comme fonction-
objectif, bien qu’il n’a pas été établi si la solution est sur la frontiere du domaine admis-
sible ou pas pour le probleme continu, le bon sens suggere qu’il se trouve ”proche” de cette
frontiére : intuitivement, si on est loin de cette frontiére (i.e. le déplacement maximal est
bien plus petit que la limite autorisée), on peut sans doute enlever de la matiére sans vio-
ler la contrainte. De plus, cette frontiére est difficilement caractérisable pour ce probleme,
mais on peut explorer la zone admissible voisine de la frontiere grace a la méthode de
pénalisation adaptative.

La premiére approche

Nous proposons dans ce paragraphe une nouvelle approche de pénalisation adaptative
basée sur le degré de faisabilité de la population. Le but de cette méthode est d’ajuster le

parametre de pénalisation selon la proportion d’individus satisfaisant les contraintes & la



3.6. Résultats comparatifs 87

génération courante k, notée (-)I;easible‘ La stratégie d’ajustement est donnée par 1’équation

suivante:
P QFk o
ﬁ O st Ofeasible < Olzm

(1//8) ap St (-)I;‘easible > Olim

ou > 1 est un parametre défini préalablement par 1'utilisateur, (-)I;‘easible désigne la pro-

Qg1 = (3.12)

portion d’individus faisables a la génération courante k, et ©y;,, est le taux de faisabilité li-
mite permettant de décider 'augmentation ou la diminution du parametre de pénalisation.
Notons que pour cette approche trois parametres sont a ajuster par 'utilisateur, 8, ©

et la valeur initiale de ag.

La deuxiéme approche

Dans ce paragraphe nous proposons une deuxieme approche adaptative basée, comme la
premiere, sur la proportion de faisabilité de la population. Le but est de garder dans la
population une proportion minimale d’individus satisfaisant les contraintes ainsi qu’une
. . . . . k . 9 . . . .
proportion minimale qui les violent. Notons ®feasible la proportion d’individus qui satisfont
les contraintes a la génération k, et ©;, ¢ et O, deux parametres donnés par I'utilisateur.
Les faibles valeurs des parametres de pénalisation favorisent les individus qui violent les
. . . . Q) k Q. Q)
contraintes (et inversement). Pour maintenir O easivie € [©inf,Osup), nous proposons la

regle de mise a jour suivante:

B T Qg si 6];8(1512!)[6 < ®an
Q1 = (1/8) - oy si 67%51‘“6 > Ogup (3.13)
Qg sinon

avec 3 > 1. Les parametres choisis par l'utilisateur dans cette méthode sont ©;;, ¢, ©4yp,

B et la valeur initiale ag. Si ©;y, 5 = Oy on est dans le cas 1.
Remarque

Notons que, pour les deux approches proposées, les variations de ay ne sont pas monotones,
et il n’y a donc pas de garantie a priori que le meilleur individu de la population satis-
fasse les contraintes. Il peut méme arriver que la population ne contienne aucun individu
admissible — méme si dans ce cas, l'augmentation régulicre de la valeur de «y, doit favori-
ser les individus violant le moins les contraintes, devant mener a [’émergence d’individus

admissibles.

3.6 Résultats comparatifs

Cette section récapitule et discute les résultats comparatifs obtenus pour les différentes

approches de pénalisation. Les expériences ont été effectuées sur deux probléemes test
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simples de I'optimisation topologique de formes (problémes de la plaque console encastrée
1 x2 et 2x1),introduit dans la section 3.3.2. Signalons que pour les tests de ce chapitre

nous avons utilisé la représentation par diagrammes de Voronoi (cf. section 4.2, chapitre 4).

3.6.1 Conditions expérimentales

Pour permettre les comparaisons entre les résultats donnés pour les différents schémas de
pénalisation nous avons utilisé les mémes conditions expérimentales suivantes: I’algorithme
d’évolution artificielle utilisé est similaire & un algorithme génétique ”classique” (sélection
linéaire basée sur le rang et remplacement générationnel) avec des populations de 80 indi-
vidus; les taux de croisement et de mutation sont respectivement 0.6 et 0.3 ; le nombre de
générations maximum est de 2000 et le critere d’arrét de l'algorithme est de 300 itérations
successives sans amélioration du meilleur individu (cf. chapitre 4, section 4.3.1, pour plus
de détails sur les conditions expérimentales).

Nous commencons par étudier expérimentalement I'influence du parametre de pénalisation
statique sur la solution. Nous verrons dans le paragraphe suivant que cette influence n’est

pas négligeable pour un probleme d’optimisation topologique de formes.

Pénalité statique

Pour trouver la pénalisation adéquate, pour le cas statique, on est obligé de tester plusieurs
valeurs jusqu’a ce qu’on trouve celle qui permet de donner des résultats satisfaisants. Des
séries d’essais numériques avec différentes valeurs de « ont été effectuées sur les deux cas
tests simples de I'optimisation topologique de formes. Les valeurs sont comprises entre (.1
et 1000, afin de visualiser 'effet du choix des petites et des grandes valeurs du parametre a.
Les résultats obtenus démontrent que I'influence de « sur le probleme d’optimisation n’est
pas négligeable : pour des petites valeurs de « (par exemple 0.1), les structures obtenues
sont tres légeéres mais la contrainte de déplacement est violée, alors que pour des grandes
valeurs de « (par exemple 1000), les structures obtenues sont faisables mais leur poids
est assez important. Une bonne valeur intermédiaire a été choisie, @« = 30, donnant des
résultats raisonnables pour la plupart des tests. Cette valeur sera utilisée comme la valeur

initiale pour les autres approches.

3.6.2 Premiers résultats

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats comparatifs obtenus pour différentes
stratégies de pénalisation sur le probleme de la plaque console 1 x 2. Deux méthodes de
pénalisation dynamique ont été incluses dans la comparaison, & savoir le schéma linéaire

et le schéma géométrique (cf. 3.5.3). Pour cette premiére étude expérimentale nous avons
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Fig. 3.5 — Meilleure des meilleures performances (a) et moyenne des meilleures (b) au
cours de 'évolution (moyenne sur 21 calculs indépendants) sur le probléme du cantilever
1 x2. Dlim = 20.

considéré la premiere approche adaptative proposée ici.

Aprés plusieurs tests de robustesse, les valeurs (des parametres spécifiques a chaque ap-
proche) suivants ont été choisies et seront utilisées dans toutes les simulations présentées

dans cette these:

— Approche linéaire (eq. 3.10): g = 1.

comme dans [99], 5 = 1.01 et M = 10; ce qui
revient a multiplier le parametre « par le facteur S toutes les 10 générations.
Approche adaptative 1 (eq. 3.12): 5 = 1.1,0,,, = 0.6,.

Approche adaptative 2 (eq. 3.13): f =1.1,0;,r = 0.4, et O, = 0.8.

Approche géométrique (eq. 3.11):

Plaque 1 x 2, Dj;,,, = 20

Pour chaque cas, 21 essais indépendants ont été effectués dans les mémes conditions ex-
périmentales décrites ci-dessus. Les résultats enregistrés sur le premier cas test, avec les
4 différentes approches, statique, linéaire, géométrique et adaptative 1 sont illustrés sur
la figure 3.5. Les courbes de la figure 3.5 montrent I’évolution de la valeur minimale et
moyenne des meilleures solutions trouvées sur 21 tests indépendants. La premiere observa-
tion qu’on déduit de la figure (b) est que la courbe correspondant a la méthode adaptative

montre clairement que la meilleure performance dans la population correspond parfois a
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un individu infaisable, ce qui explique la présence des oscillations dans la courbe pour la
meilleure performance.

En ce qui concerne la comparaison, la figure 3.5 montre bien que la stratégie adapta-
tive est plus performante que les autres méthodes en moyenne, et égale ou dépasse le
meilleur résultat obtenu par les autres méthodes. D’autre part, 'approche géométrique
peut donner des résultats qui sont aussi bons que les meilleurs de 'approche adaptative,
mais la variance des résultats obtenus par cette approche est tres élevée : certains résultats
sont mauvais. Ainsi sa performance est moins bonne en moyenne. La pénalité statique peut
donner rapidement de bons résultats a condition que le parameétre soit bien choisi, mais il se

trouve qu’elle est incapable d’améliorer 'optimum apres un (petit) nombre de générations.

Plaque 1 x 2, D;;,,, = 10

En vue de montrer la performance et la robustesse de 'approche adaptative nous avons
comparé ces différentes approches dans un premier temps sur le méme cas test mais avec
une contrainte plus forte. Les résultats obtenus sont illustrés sur la figure 3.6. Ces résultats

confirment la performance de la stratégie adaptative par rapport aux autres approches.
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Fi1Gc. 3.6  Meilleure des meilleures performances (a) et moyenne des meilleures (b) au

cours de 'évolution (moyenne sur 21 calculs indépendants) sur le probléme du cantilever
1 x 2. Dy, = 10.

Plaque 2 x 1, Dy;,,, = 220

Comme pour le cas précédent, les résultats obtenus sur le probleme de la plaque console

2 x 1 (cf. figure 3.7) confirment la performance de la stratégie adaptative par rapport aux
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cours de 'évolution (moyenne sur 21 calculs indépendants) sur le probléme du cantilever
2x1. Dlim = 220

Remarque

D’autres résultats comparatifs montrant la validité de cette approche adaptative basée sur

la population, sur d’autres problémes sous contraintes, se trouvent dans [177] et [20].

3.6.3 Comparaison des deux approches adaptatives

Comme pour la premiere approche adaptative, une série de 21 tests indépendants ont été
effectués, dans les mémes conditions expérimentales (4 part bien entendu les parameétres
spécifiques de 'approche), en utilisant la deuxiéme approche adaptative. Les courbes de
la figure 3.8 illustrent I’évolution de la valeur moyenne des meilleures performances sur 21
tests pour les deux approches adaptatives, appliquées sur les deux cas test du cantilever
1x2et2x1.

La premiere observation qu’on déduit de ces courbes est que la premiere approche dépasse
légerement en moyenne la deuxieme sur le cantilever 1 X 2, mais cette observation n’est
plus valable sur le cantilever 2 x 1 (la deuxiéme approche dépasse la premiere). On ne peut
donc pas dire laquelle des deux méthodes adaptatives est la meilleure.

Par ailleurs, en regardant de pres les meilleures solutions (au sens de la fitness pénalisée)
obtenues par les deux approches, on remarque que la premiere technique arrive pour
la plupart des expériences a des solutions infaisables violant légerement la contrainte

de déplacement (des solutions proches de la frontiére de 'espace faisable). Alors que la
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deuxiéme stratégie trouve pour la plupart des tests des solutions faisables.

Dans la figure 3.9 nous avons tracé lallure de I’évolution du nombre de faisables dans
la population et I’évolution du parametre de pénalisation a au cours des générations, pour
un essai de résolution du probleme de la cantilever 1 x 2. La stratégie de pénalisation
utilisée est celle de la premiere approche adaptative avec un taux limite 0.6 et ag = 30.
On remarque que le taux de faisables dans la population est tres variable tout au long de
I’évolution. Ces variations sont mises en évidence dans la figure 3.9-a par des oscillations
dans un intervalle de taille variable et centré en 60% (le taux limite). Ces augmenta-
tions et diminutions de degré de faisabilité engendrent en parallele des augmentations et
diminutions du coefficient de pénalité «, qui oscille aussi sur un intervalle variable (cf. fi-
gure 3.9-b). En effet, d’apres 1'équation 3.12, Paugmentation de la valeur du coefficient «
permet de favoriser les individus faisables pendant les procédures de sélection ultérieures,

alors que sa diminution favorise les infaisables.

3.7 Conclusion

La puissance de 'adaptativité dans le calcul évolutionnaire est maintenant bien connue et
les résultats présentés dans ce chapitre le confirment au niveau de la fonction de perfor-
mance. En effet, deux approches de prise en compte des contraintes, basées sur la pénalité
adaptative ajustée automatiquement selon le taux d’individus faisables dans la popula-
tion, ont été proposées. Les expérimentations réalisées sur deux problemes test classiques

de T'optimisation topologique de formes ont montré la performance et la robustesse des
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approches adaptatives par rapport aux approches statiques et dynamiques utilisées dans

des travaux antérieurs.

Mais une nouvelle direction concernant la fonction performance, qui pourrait apporter une
ameélioration significative pour les ingénieurs mécaniciens, pourrait étre 1'utilisation des
techniques multi-criteres plutdot que des méthodes traitant les contraintes: les contraintes
peuvent étre considérées comme autant d’objectifs. Nous étudions les avantages de ces

approches dans le chapitre 6, ainsi que les résultats numériques comparatifs.

Nous pouvons maintenant revenir sereinement au probléme crucial de la représentation

pour les structures. C’est 'objet du chapitre suivant.
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4.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux problemes de représentations pour les struc-
tures. Une des difficultés principales de I'optimisation topologique de formes par algo-
rithmes évolutionnaires est la représentation d’une forme, c’est a dire le choix de 'espace
de recherche. L’approche la plus “naturelle”, utilisée dans tous les travaux antérieurs [91,
27, 99], consiste a partir d’'un maillage donné (utilisé pour le calcul du comportement
mécanique de la structure qui détermine sa performance), et 4 attribuer a4 chaque élément
de ce maillage une valeur 1 ou 0, i.e matiére ou vide (cf. figure 4.1) : 'espace de recherche
est alors celui de tableaux de bits (bit-array), qui se trouve étre le cadre traditionnel des
algorithmes génétiques, avec des opérateurs de variations plus adaptés au probleme de
I'optimisation de formes. Bien que cette technique ait donné de bons résultats, elle est
limitée par la dépendance de la complexité de la représentation (le nombre de variables
de design) a celle du maillage. En effet, si la taille du maillage augmente, la taille du
probléme suit : augmentation de la taille des individus (tableaux de bits) imposera de
choisir une taille de population plus importante [32, 66], nécessitant ainsi un plus grand
nombre de générations pour la convergence de l'algorithme. Il est donc impensable d’ap-
pliquer cette technique aujourd’hui a des maillages trés fins - sans parler des problemes
3D. Pour remédier a cet inconvénient, nous proposons dans ce chapitre un ensemble de
représentations compactes dont la complexité est indépendante de celle de tout maillage,
et auto-adaptative (i.e la complexité des solutions est ajustée par lalgorithme lui-méme).
Dans ces nouveaux espaces de représentations, un individu est une liste non ordonnée et
de longueur variable: on dit que ces représentations sont non structurées.

La représentation par diagrammes de Voronoi est un premier pas vers les représentations
non structurées pour l'optimisation topologique de formes. Elle a été proposée pour la
premiere fois dans [147], et a été utilisée essentiellement pour des problemes d’identifica-
tion [150, 149, 112].

Ces représentations se basent a 'origine sur la géométrie algorithmique [132, 25]. De plus,

cette approche se distingue de maniére fondamentale de la représentation par tableaux
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Un individu: tableau de bits La structure correspondante

Fic. 4.1  Représentation d’une forme par un tableau de bits

de bits par son adaptativité: chacun des individus peut avoir un nombre de parametres
qui differe de celui de ses congéneres, et en outre ce nombre peut changer au cours de
I'évolution (c’est une représentation de longueur variable). Nous verrons ainsi dans la
section 4.2 que deux opérateurs de mutation et I'opérateur de croisement utilisent la ca-

ractéristique de longueur variable de la représentation durant 1’évolution.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante: En section 4.2, nous introduisons la re-
présentation de Voronoi et les opérateurs de variation associés. Nous présentons ensuite,
dans la section 4.3, les résultats numériques obtenus sur le probleme de I'optimisation du
moment d’inertie, et sur plusieurs problemes de I'optimisation topologique de formes: le
probleme test classique de la plaque console encastrée; le modele en ”L[.”; un probléeme
possédant plusieurs solutions quasi-optimales; un probleme de cantilever 10 x 1, difficile
a résoudre par 'approche évolutionnaire bit-array; divers problemes de chargements mul-
tiples - i.e devant résister a différents chargements - (cadre de vélo, le modele du pont 2D
et le modele ”L”); enfin un probléme tridimensionnel sur lequel nous avons obtenu des
résultats originaux (les premiers du genre). De plus, nous discutons les avantages de cette
représentation par rapport a la représentation standard bit-array. Ensuite, nous proposons
dans les sections 4.4 et 4.5 deux nouvelles représentations qui ont des propriétés analogues
a la représentation par diagrammes de Voronoi. Dans la section 4.6, des résultats compa-
ratifs sur le benchmark du cantilever justifient I'introduction des autres représentations
de type Voronoi. Enfin, nous esquissons, dans la section 4.7, ce que pourrait étre une

représentation modulaire permettant la réutilisation d’une partie de la représentation.

4.2 Représentation par diagrammes de Voronoi

Utilisée avec succes dans le probleme connexe de I'identification d’inclusions élastiques [150]

et 'identification des modeles géologiques [149], cette représentation se base sur un parti-
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tionnement du domaine par des polyedres convexes.
Diagrammes de Voronoi:

Considérons un nombre fini de points Vj, ... ,Vy (les sites de Voronoi) dans un domaine
2 donné de R" (le domaine de travail). A chaque site V; on associe I'’ensemble de tous
les points du domaine de travail pour lesquels le site de Voronoi le plus proche est V;. On

nomme cet ensemble cellule de Voronoi:

Cell(Vi) = (M € Q, d(M,V}) = min_d(M.V;)}
P

ou d(.,.) dénote la distance euclidienne.

Le diagramme de Voronoi est la partition du domaine défini par les cellules de Voronoi.
Chaque cellule est un sous-ensemble polyédral du domaine de travail ; réciproquement,
toute partition d’un domaine de R™ en sous-ensembles polyédraux est le diagramme de
Voronoi d’au moins un ensemble de sites de Voronoi (voir [132] pour une introduction
détaillée aux diagrammes de Voronoi et une présentation générale de la géométrie algo-
rithmique). Dans toute la suite nous ne considérons (sauf indication contraire) que les

domaines de R2.

4.2.1 Le génotype

Considérons maintenant une liste  de longueur variable de sites de Voronoi, chaque
site étant étiqueté 0 ou 1. Si chaque cellule est & son tour étequitée par I'étiquette de
son site, le diagramme de Voronoi correspondant représente une partition du domaine de
travail en deux sous-ensembles. La figure 4.2 montre ’exemple d’un partitionnement d’un
domaine & l'aide d’un diagramme de Voronoi. Ainsi une forme est représentée par une liste
de N paires (site de Voronoi, label). Les variables du probléme sont donc les N triplets
(Xv,,Yy,,Cy,), ou Xy;,Yy, représentent les coordonnées de V; évoluant dans des intervalles
réels bornés, Cy. € {0,1} et N < Nyq, (nombre maximal de sites) '

4.2.2 Décodage

Comme pour l'utilisation d’un codage binaire des individus (cf. section 1.6), le choix de la
représentation par diagrammes de Voronoi nous contraint donc a définir une fonction de

décodage. En effet, le calcul de la fonction de performance d’une structure (cf. chapitre 3)

1. En théorie le nombre de sites n’est pas limité mais pour des raisons techniques on fixe un nombre

maximal.
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F1G. 4.2 — La représentation de Voronoi sur un domaine rectangulaire : Une liste de points
définit un pavage en polygones convexes - les cellules de Voronoi (a). A chaque site est
de plus attachée une variable booléenne, et la cellule correspondante est alors considérée
comme "matiere” ou "vide” en fonction de la valeur de cette variable, définissant ainsi

une forme (b).

est obtenu par simulation numérique de son comportement mécanique, en utilisant la
méthode des éléments finis, qui nécessite 'utilisation de maillages plus fins que le maillage

sous forme de diagrammes de Voronoi.

Par ailleurs, 1'utilisation d’un maillage différent pour chaque forme considérée introduirait
un bruit numérique du au remaillage: le calcul du comportement de deux structures voi-
sines avec deux maillages différents pourrait donner des résultats non significatifs. 11 est
donc nécessaire d’utiliser le méme maillage a I'intérieur d’'une méme génération. Ainsi, pour
un maillage régulier donné, une partition décrite par un diagramme de Voronoi peut faci-
lement se projeter sur ce maillage : un élément appartient a I'une ou 'autre des catégories
(matériau ou vide) en fonction du label de la cellule de Voronoi dans laquelle se trouve
son centre de gravité. La valeur au centre d’'une maille est alors donnée par la valeur de

la cellule de Voronoi dans laquelle elle se situe (cf. figure 4.3).

(b)

Fi1c. 4.3 — Projection d’un diagramme de Voronoi sur un maillage régulier 13 X 6 : la

fonction de performance est calculée sur la forme projetée (b).



4.2. Représentation par diagrammes de Voronor 101

4.2.3 Initialisation

La procédure d’initialisation consiste en un tirage aléatoire uniforme du nombre de sites
de Voronoi (compris entre 1 et un nombre maximum donné par l'utilisateur) et des sites
de Voronoi dans la structure. A chaque site est associé un label booléen 0 ou 1 (vide ou
matériau), choisi avec une probabilité p = 0.5; et c’est cette procédure qui a été employée
dans la plupart des essais numériques. Toutefois, dans le cas de cantilever "élancée” 10 x
1 (cf. section 4.3.10) la plupart des structures de la population initiale ne connectent pas le
point d’application de la force avec la frontiere encastrée. Pour remédier a ce probleme, une
autre procédure d’initialisation, dite de densité uniforme, proposée dans [96], est utilisée.

Procédure de densité uniforme (96)

Pour chaque individu,
1. choisir 7 la densité des labels 1, uniformément dans [0,1],
2. pour chaque site, choisir le label 1 avec la probabilité r.

Avec cette procédure, la probabilité pour qu'un site ait le label 1 est 0.5, et la distribution
du nombre total de labels 1 dans la population est uniforme, tout en assurant une diversité
maximale en terme de poids des structures. Dans la procédure standard, la distribution

du poids des structures suit une loi gaussienne centrée sur 1/2.

4.2.4 Opérateurs de variations

Les opérateurs standards comme le croisement réel ou arithmétique, tels qu’ils sont définis
dans le chapitre 1, n’ont plus de sens pour la représentation par diagrammes de Voronoi.
Nous devons alors, soit les redéfinir pour qu’ils s’adaptent a la représentation choisie, soit
utiliser d’autres opérateurs. Nous optons pour un croisement géométrique similaire & celui
utilisé pour la représentation par tableaux de bits [98]. Pour la mutation nous utilisons
différents opérateurs de mutation. La suite de cette section est dédiée a la présentation de

ces opérateurs.

Opérateur de croisement

Comme son nom l'indique, I'opérateur de croisement géométrique échange les sites de
Voronoi sur une base géométrique. De ce point de vue, il est similaire & 'opérateur de
croisement spécifique décrit dans [98]. I1 consiste & choisir deux parents P, et P, dans la
population, puis a choisir aléatoirement deux points distincts sur la frontiere du domaine
qui seront situés au méme endroit sur les deux parents. Ces deux points vont générer une

droite coupant a l'identique chacun des deux parents en deux régions. Les enfants sont
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obtenus en échangeant les sites répartis de part et d’autre de cette ligne. La figure 4.4 est

un exemple d’application de cet opérateur.

Enfant 1 Enfant 2

Fi1Gc. 4.4 — La représentation de Voronoi et son opérateurs de croisement: une droite
aléatoire est tracée dans chaque diagramme et les sites sont échangés de part et d’autre

de cette droite.

Opérateurs de mutation

L’opérateur de mutation est choisi grace a une sélection par tirage de roulette, avec des

poids définis par I'utilisateur, parmi les opérateurs suivants (cf. figure 4.5):
e la mutation de déplacement

L’utilisation d’un codage réel des variables d’espaces du probléme (coordonnées des sites)
amene a ’emploi de mutations réelles telles que nous avons présentées dans la section 1.7.2
du chapitre 1. La mutation de déplacement consiste ainsi a ajouter un bruit Gaussien
a chacune des coordonnées d’un site choisi aléatoirement. Comme dans les stratégies
d’évolution [158], la mutation log-normale auto-adaptative anisotrope (section 1.7.2 du
chapitre 1) est utilisée : une déviation standard est associée a chaque coordonnée de chaque
site de Voronoi, et elle subit une mutation log-normale avant d’étre utilisée pour la mu-
tation Gaussienne des coordonnées correspondantes. Si (x;,y;) désignent les coordonnées
d’'un site, la relation qui lie les variables avant et aprées 'opérateur de mutation est de la

forme:
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Déplacement

Fia. 4.5  Choiz entre les mutations (poids a définir).

ol = olexp(r.N(0,1) + 7,N;(0,1))
Ti =X+ (I;,N(O,l)
ol = U;B.’I}p.(TéN(O,l) + 7y N;(0,1))
Y; = Y; + ()’ZZ/N(O,I)

(4.1)

oit N(0,1) est une loi de distribution normale centrée d’écart type 1, o’ et 0; sont les
écarts types (déviations standards). Dans 'expression (4.1), les coefficients 7, N(0,1) et
7,IN(0,1) sont des facteurs globaux qui entrainent une méme perturbation de toutes les
coordonnées des sites, et les coefficients 7,,N;(0,1) et 7,/N;(0,1) sont des facteurs locaux:
ils autorisent chaque site & avoir sa propre variation. Les divers coefficients 7 et 7’ sont
choisis par extrapolation des résultats des travaux de Schwefel [158] réalisés sur la fonction
sphere (cf. section 1.7.2).

e Les mutations ajoute et supprime

Ces deux opérateurs de mutation agissent sur la longueur variable et la complexité de
la représentation. Ils consistent respectivement a ajouter et a supprimer un site choisi
aléatoirement dans le domaine. Pour I'ajout, les coordonnées du point seront choisies se-
lon une loi uniforme dans [0,Xmaz] x [0,Y'maz], et le label qui lui est associé sera choisi

d’une maniere aléatoire dans {0,1}.

e La mutation de label

Cet opérateur change aléatoirement 'attribut booléen d’un site, ce qui entraine un pas-
sage du vide & la matiere (ou de la matiéere au vide) de la cellule de Voronoi correspondante.
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(b) La structure obtenue aprés (c) Un petit déplacement d’un site

I’'ajout d’un site dans le diagramme  modifie 1égerement la structure du
du parent parent.

F1G. 4.6 — Deux mutations pour la représentation de Voronoi.

4.3 Résultats numériques

Nous présentons ici les résultats obtenus avec la représentation par diagrammes de Voronoi
proposée ci-dessus. Des tests avec différents maillages ont été pratiqués pour s’assurer que
la représentation non structurée joue bien le role qu’on attend d’elle dans la dépendance
) ithme 8 : xité de iscrétisation. Des résultats veaux
de T'algorithme par rapport a la complexité de la discrétisation. Des résultats nouveau
sur un cantilever “allongé” (10 x 1) et quelques cantilevers tridimensionnels montrent que
de telles représentations compactes permettent de franchir une étape dans la résolution

de probléemes d’optimisation topologique par algorithmes évolutionnaires.

4.3.1 Parameétres numériques pour les algorithmes évolutionnaires

Sauf indication contraire, les expériences numériques présentées dans la suite utilisent les
parametres suivants : évolution standard de type Algorithme Génétique Générationnel (sé-
lection linéaire basée sur le rang et remplacement de tous les parents par leur descendance)
avec des populations de 80 individus; au plus 40 sites de Voronoi par individu; taux de
croisement de 0.6 et taux de mutation de 0.3 par individu; les poids relatifs de chaque type
de mutation sont de 0.5 pour la mutation de déplacement, les autres types de mutations se
partageant en parts égales les (.5 restants ; le nombre maximum de génération est de 2000

et le critere d’arrét de l'algorithme est de 300 itérations successives sans amélioration du
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meilleur individu; tous les graphiques sont les résultats de 21 calculs indépendants avec
les mémes parametres; les temps CPU sont donnés pour des processeurs Pentium III &
800MHz. Par exemple, le cout d’une génération de 80 individus pour le cantilever 1 x 2
discrétisé avec 200 éléments finis est de moins d’une seconde. Les valeurs de ces parametres

ont été mises au point apres de nombreuses expériences numériques.

Les simulations numériques du comportement des structures ont été faits avec un mo-
dule d’Young E = 1 et un coefficient de Poisson p = 0.3. Afin de pouvoir effectuer ces
calculs sur le maillage fixe du domaine, le vide qui entoure la forme est considéré comme

un autre matériau élastique linéaire isotrope trés peu rigide. Typiquement, son module

si 'on se place dans le cadre de I'optimisation modale: en effet, des modes propres appa-

raissent, qui ne font intervenir que le “vide” et il faut donc les repérer et les éliminer.

L’approche a été validée dans un premier temps sur le probleme test simple de 'optimi-
sation de moment d’inertie, brievement introduit dans le chapitre précédent (section 3.2),
puis sur plusieurs problémes de I'optimisation topologique de formes.

Dans la section suivante, nous reprenons le probléeme de 'optimisation du moment d’inertie

et nous présentons les résultats obtenus.

4.3.2 Optimisation du moment d’inertie

Le probléeme consiste & optimiser le moment d’inertie d’une barre soumise & des efforts de
flexion. En supposant que la section droite est constante pour toute la barre, le probleme
est équivalent & maximiser le moment d’inertie tout en minimisant le poids de cette section
(cf. section 3.2).

Considérons le cas test simple oti le domaine de travail est le carré [0,1] x [0,1]. La solution
attendue a la forme en H : plusieurs solutions sont possibles suivant la position de la barre
horizontale puisque on ne spécifie pas comment les moments sont appliqués a la barre.
La figure 4.7 montre trois résultats numériques possibles obtenus pour ce cas test, en
utilisant la représentation par diagrammes de Vorornoi. Le coiit total en temps de calcul

pour obtenir une solution, pour ce probleme, est en moyenne 27s.

4.3.3 Probleme test de cantilever

Le probleme test le plus populaire en optimisation topologique de formes est celui de la

plaque console “cantilever”. Considérons un domaine rectangulaire de dimension 1 x 2
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(a) (b) (c)

F1G. 4.7 — Trois formes possibles de la section droite avec un poids = 19% et moment
d’inertie = 0.033. Temps CPU = 0.03s/génération (900 générations en moyenne). Les

éléments de la structure (b) sont considérés comme connectés.

discrétisé selon un maillage régulier. On suppose que la plaque est encastrée a son coté
gauche (le vecteur déplacement est nul) et soumise & une force ponctuelle appliquée au
milieu de sa frontiere verticale droite (cf. figure 4.8).

A T

F1G. 4.8 — Probléeme de la plaque cantilever standard 1 x 2 et la solution attendue

Ce cas test est I'un des plus classiques et aussi des plus simples. En effet, toutes les ap-
proches (déterministes ou stochastiques) utilisées dans les travaux antérieurs convergent
aisément vers la structure optimale bien connue: il s’agit de deux barres qui ont entre elles
un angle de 90° (cf. figure 4.8).

Les tracés de la figure 4.9 montrent deux résultats, parmi les plus significatifs, obtenus
pour deux contraintes (limites sur le déplacement maximal) respectives Dy, = 20 et
Dy = 10, et pour un maillage régulier 10 x 20. Ces résultats ont été obtenues apres plu-

sieurs calculs indépendants utilisant des populations initiales différentes. Les déplacements
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limites imposés sont respectés, et les structures obtenues ont la forme en V attendue. Le
poids (volume occupé par la matiére) est exprimé en pourcentage par rapport au volume

total du domaine de référence.

Le temps de calcul pour un essai, qui requiert en moyenne 1500 générations pour une
population de 80 individus (environ 130000 analyses éléments finis), est de 27 minutes sur

un processeur pentium IIT & 800 MHz.

(a) Dyim = 20 (b) Dy = 10

F1G. 4.9 — Les deux meilleurs individus pour la représentation de Voronoi, maillage 10 x 20.
(a) Dppar = 19.77, poids = 21%, 19 sites. (b) Dyae = 9.98 , poids = 44%, 15 sites. Les

points verts sont les sites

Les tracés de la figure 4.10 montrent les résultats les plus significatifs pour le méme
probléeme avec une discrétisation plus fine 20 x 40. Pour ce maillage il a fallu en moyenne
1h10min pour chaque essai.

Remarquons que les meilleurs solutions obtenues (pour Dy;,,, = 10) pour les deux maillages
10 x 20 et 20 x 40 (figure 4.9-b et figure 4.10-b) ont des poids différents. On discutera la

dépendance par rapport au maillage dans la section 4.3.7.

4.3.4 Elimination des sites inutiles

En analysant les solutions obtenues pour le probleme de la plaque cantilever standard
(voir par exemple figure 4.9), on remarque qu’il y a des regroupements de sites dans un
méme voisinage ayant le méme label. Ces sites, dits ”inutiles”, pourraient étre supprimés
sans entrainer aucune modification du phénotype (la structure). Une étape de suppres-
sion des sites inutiles est donc souhaitable afin de diminuer la complexité de la solution.
Plusieurs méthodes peuvent étre utilisées pour supprimer ces sites. Nous avons testé une
approche déterministe associée & une suppression "manuelle”, et une méthode qui consiste

a augmenter le poids pour la mutation ”supprime” (cf. paragraphe 4.2.4).
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(a) Dlim = 20 (b) Dlim =10

Fi1G. 4.10 — Les deux meilleurs individus pour la représentation de Voronoi, maillage 20 X
40. (a) Dyae = 20, poids = 21%, 30 sites. (b) Dyar = 9.99 , poids = 7%, 12 sites.

Elimination déterministe

Cette premiére méthode de suppression consiste a éliminer les sites inutiles, a partir
d’un certain nombre de générations nb_genFElim, pour toute la population et a chaque
génération. En vue d’examiner l'influence de cette approche sur I’évolution de la popula-
tion au cours des générations, une étude expérimentale sur le cas test simple du cantilever
1 x 2 a été réalisée. Différentes valeurs de nb_genFElim ont été testées: nb_genFElim = 1,
nb_genElim = 200, nb_genElim = 1000.

Les courbes de la figure 4.11 illustrent I’évolution de la valeur moyenne des meilleures
performances sur 21 tests. Bien que la figure 4.11-a (pour Dy;,, = 10) montre, comme
on l'attendait, un léger avantage en utilisant la procédure d’élimination, la figure 4.11-b
(Dyim = 20) contredit cette hypothese. Il est difficile de conclure sur ces résultats, mais on

peut dire que les sites inutiles sont en fait utiles pour I’évolution.

Différents poids pour la mutation “supprime”

Il s’agit d’augmenter le poids de mutation par destruction. Une série d’expériences a été ef-
fectuée pour différentes valeurs de poids de mutation ”supprime”. [.’ensemble des résultats
est résumé dans la figure 4.12. On remarque que 'augmentation du poids de mutation par
destruction améliore 1égérement la convergence, pour la contrainte Dy;,,, = 10. Par contre
cette constatation n’est plus valable pour une contrainte plus relaxée: Dy, = 20.
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F1G. 4.12 — Evolution de la moyenne des meilleures performances (moyenne sur 21 calculs

indépendants).

La conclusion qu’on peut déduire a partir de ces résultats expérimentaux est que, contrai-

rement & ce qui était attendu, les sites inutiles sont en fait des sites utiles pour I’évolution

dans la plupart des cas.

4.3.5 Un autre probléeme de cantilever

On consideére toujours une plaque fixée sur son bord gauche et sur lequel on applique

une force ponctuelle au milieu du bord opposé dirigée vers le bas, mais on modifie les

dimensions du domaine par rapport au modele précédent. Le domaine de référence est un
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rectangle de dimension 2x 1 (Figure 4.13-a). La figure 4.13-b montre une structure optimale
obtenue, sur ce cas test, par C. Kane et M. Schoenauer [99] en utilisant la représentation

par tableaux de bits.

(a) (b)

Fia. 4.13  (a) Probléeme de la plaque cantilever standard 2 x 1. (b) Une solution obtenue

en utilisant la représentation bit-array pour un maillage 32 x 22(d’aprés [99])

Différentes expériences numériques, faites sur le probleme de la plaque console 2 x 1
discrétisée selon un maillage régulier 20 x 10, ont donné des structures de poids et de
comportements mécaniques semblables, mais montrant de petites variations de formes.
Les tracés de la figure 4.14 montrent deux de ces meilleures structures obtenues. Chacune
de ces structures correspond a une valeur donnée de la contrainte sur le déplacement maxi-
mal (D, = 220 et Dy, = 110).

e —

(a) Dyim = 220 (b) Dyjm, = 110
Fi1G. 4.14 — Les deux meilleurs individus pour la représentation de Voronoi, maillage 20 X

10. Temps CPU o 1s/génération. (a) poids = 35%, 32 sites. (b) poids = 57%, 37 sites.

La figure 4.15 illustre les solutions les plus significatives pour le méme probleme avec une

discrétisation plus fine 32 x 22.
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T B>

() Diim = 220 (b) Dy = 110

Fic. 4.15  Les deux meilleurs individus pour la représentation de Voronoi, maillage 32 x
22. Temps CPU = 3s/génération. (a) poids = 33%, 12 sites. (b) poids = 55%, 32 sites.

4.3.6 Tableaux de bits et représentation de Voronoi

Ces premieres expériences lancées avec la représentation par diagrammes de Voronoi nous
ont servi a valider cette approche et & la comparer avec la représentation par tableaux de

bits, en terme de qualité des solutions et aussi de cotlit en temps de calcul.

La figure 4.13-b (d’apres [99]) montre un exemple typique d’un résultat obtenue sur
le probleme de cantilever 2 x 1 discrétisé selon un maillage 32 x 22, en utilisant la
représentation par tableaux de bits. Un résultat sur un cas trés semblable est présenté par
la figure 4.15-a (quoique pour des raisons techniques, les conditions mécaniques exactes

ne puissent pas étre reproduites).

La différence principale entre les deux solutions est que la structure obtenue par notre
approche ne présente pas les petits trous qui apparaissent dans la solution obtenue par
la représentation par tableaux de bits. Cependant, nous savons que la solution optimale
d’un probléme d’optimisation topologique de formes posé dans I'espace relaxé est com-
posé d’une infinité de trous de tailles infiniment petites (cf. chapitre 2). De ce point, il
semble que 'approche bit-array essaye d’aller vers cette solution, limitée par le maillage
utilisé. Par ailleurs, la représentation par diagrammes de Voronoi produit des formes beau-
coup plus lisses, plus satisfaisantes de point de vue technologique: I'approche par ta-
bleaux de bits, manipulant chaque élément indépendamment, a besoin de tres nombreuses
générations simplement pour affiner la forme en fin d’évolution, et obtenir une frontiere
un peu réguliere, alors que 'approche par diagrammes de Voronoi agit sur les interfaces
entre les cellules, ajustant ainsi directement des frontieres polygonales par morceaux. C’est
ainsi que notre approche nécessite des temps de calcul beaucoup moins importants que

I'approche booléenne pour obtenir des résultats analogues: d’apres [99] un essai, en uti-
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lisant la représentation par tableaux de bits, requiert environ 150000 analyses éléments

finis, alors que notre approche nécessite en moyenne 130000 analyses éléments finis.

4.3.7 Dépendance par rapport au maillage

Pour vérifier I'indépendance des résultats de la représentation par diagrammes de Vo-
ronoi par rapport a la complexité du maillage, nous avons testé différentes discrétisations

régulieres pour le cantilever 1 x 2, avec les mémes parametres mécaniques et d’évolution.

Nous avons regardé les variations du nombre d’évaluations de la performance afin de
déterminer si les raffinements de maillages modifiaient la vitesse de convergence, c’est-a-
dire le nombre de calculs par éléments finis nécessaires pour atteindre une solution donnée
(bien entendu le temps de calcul de chaque évaluation de la performance augmente avec

la finesse de la discrétisation sans qu’il soit possible de I'éviter).

0.5 endo2.dl.20.a.30.fac.1.1.15runs 0.9 endo2.dl.10.a.30.fac.1.1.12rul
aili02o | ] [ aili02o | ]
aill20x: aill20x:

045[- N o8 N
0.4]\ N 07f N

i 1 1
0.3# 0.6!» N

average
average

0.25? : b 0.45 b
S A A T . .
Evaluations Evaluations
(a) Diim = 20 (b) Dy = 10

F1G. 4.16 — Poids de la meilleure structure au cours de I’évolution (moyenne sur 21 calculs

indépendants) pour trois finesses de maillages différentes du cantilever 1 x 2.

Sur la figure 4.16 nous avons tracé I'évolution de la performance du meilleur individu
(moyennée sur 21 calculs indépendants) pour des maillages 10 x 20, 20 x 40 et 40 x 80
et deux valeurs différentes de la contrainte sur le déplacement maximum (Dj;,, = 10 et
Dyim = 20), le nombre d’individus par génération restant constant (80). Bien que la fi-
gure 4.16-a montre comme on l'attendait une parfaite indépendance de la vitesse de conver-
gence par rapport a la discrétisation, la figure 4.16-b semble contredire cette hypothese.
Toutefois, un examen plus attentif permet d’avancer une explication: la meilleure solution
obtenue pour le maillage 10 x 20 (poids = 44%, déplacement maximal = 9.97), une fois

projetée sur le maillage plus fin 20 x 40 donne un poids de 43.12% et un déplacement maxi-
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mal de 11.265! Ainsi, la grossiereté du maillage est responsable des différences entre les
courbes — et comme la différence relative est plus importante pour les structures légeres,
cela explique en grande partie le premier graphique. Notons enfin que, méme sur la fi-
gure 4.16-b, le comportement général de I’algorithme évolutionnaire est identique pour
les 3 maillages, a la différence pres de la différence entre les solutions finales. De plus, le
nombre de sites de Voronoi pour décrire la meilleure solution sur les trois maillages est

approximativement le méme.

En conclusion, on peut dire qu’on a bien indépendance de la complexité de la représentation

par diagrammes de Voronoi par rapport a celle de tout maillage.

4.3.8 Lademiroue

Dans cette section nous considérons un autre exemple d’application dans le méme cadre,
avec des conditions aux limites différentes, dont la solution devrait étre une roue. Le
probléme est représenté par la figure 4.17 (la symétrie du probléme nous permet de tra-
vailler sur un quart du domaine réel). La structure est simplement supportée au point en
bas a gauche (figure 4.17) et une force surfacique verticale est appliquée au coin droite de
sa base. On suppose que tout point du bord droite est fixé en x et libre en y (conditions
de symétrie par rapport a (oy)), et on impose que la structure soit connectée au point en

haut & droite (le point C dans la figure).

Fic. 4.17  Un quart du domaine et conditions aux limites

La figure 4.18 montre les tracés de deux solutions optimales, obtenues en utilisant un
maillage régulier 22 x 20, correspondant respectivement & deux valeurs différentes du
déplacement limite imposé. Les deux structures respectent les contraintes de déplacement,

et ressemblent & peu pres a un quart de roue.
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(a) Dy = 40, poids = 35% (b) Dy, = 60, poids = 25%

Fia. 4.18  Deuz solutions optimales quand on impose la connection au point C

Les tracés de la figure 4.19 montrent les formes optimales obtenues pour les mémes condi-
tions que précédemment, mais sans imposer la contrainte de connectivité au point C (fi-
gure 4.17). On constate que 'algorithme arrive & trouver des structures optimales plus
légeres que celles de la figure 4.18, et qui respectent la contrainte de déplacement. Par
contre, si on compleéte les solutions par symétrie on obtient des structures plus ovales que
rondes. Mais rien dans le probléme ne privilégie le rond, ce qui illustre la souplesse de I'ap-

proche évolutionnaire de trouver des solutions sans imposer la contrainte de connectivité.

(a) Dy = 40, poids = 34%  (b) Dy = 60, poids = 22%  (¢) Dy = 60, poids = 22%

F1G. 4.19 — Résultats sans imposer la contrainte de connectivité. (b) et (¢) sont deux

solutions alternatives pour la méme contrainte de déplacement.



4.3. Résultats numériques 115

U

gl a1 i

J
(b) (©
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Fia. 4.20  Le probléme de cantilever modifié 1 x 4.

4.3.9 Solutions multiples

Le probleme considéré dans cette section est une modification du probleme de la plaque
console standard afin d’assurer 'existence de plusieurs solutions quasi-optimales. Ce pro-
bleme a été déja testé par les algorithmes génétiques en utilisant la représentation par ta-
bleaux de bits, et les résultats obtenues illustrent la capacité des algorithmes évolutionnaires
a trouver des solutions multiples [99] (voir figure 2.6 dans le chapitre 2).

Nous reprenons ce probléeme dans cette section pour valider notre approche. Le domaine de
référence est un rectangle de dimension 1 x 4, discrétisé selon un maillage régulier 10 x 40,
pour lequel les deux bords gauches et bas sont fixes (cf. figure 4.20-a). Selon la hauteur du
point ou la force est appliquée et suivant la contrainte de déplacement, le méme probléme

peut avoir plusieurs solutions.

Un exemple simple de tels cas est donné dans la figure 4.20 (b) et (c): si la force est
appliquée au point de hauteur 1 et a condition que le déplacement limite est assez grand,
les deux structures (b) et (c) sont deux solutions optimales. De plus, si la hauteur du
point d’application de la force est fixée et que la contrainte de déplacement Dy;,, est gra-
duellement relaxée, il existe différentes solutions quasi-optimales pour certaines valeurs de
Dyim- Les tracés de la figure 4.21 montrent les résultats les plus significatifs obtenus, pour

différentes valeurs de Dy;,,, avec une force appliquée au point de hauteur 1.5.
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Diim = 320 D jim = 420 Djim = 740 D jim= 4610

d=316.5 d=313.6 d=305.2 d=401 d=735.3 d=660.5 d=4603.2
p=625%| p=6.5% p=6.5% p=6% p=37%% |p=4.75% | p=2.5%

Fia. 4.21  Structures optimales pour le probléme avec solutions multiples. La force est
appliquée au point de hauteur 1.5. p désigne le poids et d désigne le déplacement maximal

de la structure.

4.3.10 Le cantilever 10 x 1

Le probléme du cantilever 10 x 1 (figure 4.22) est délicat & traiter avec une représentation
de type bit-array a cause d’une difficulté supplémentaire par rapport au cas précédent :
la plupart des structures générées aléatoirement au cours du processus d’initialisation
ne connectent pas le point d’application de la force avec la frontiere encastrée. Une
procédure d’initialisation particuliere est utilisée, dans laquelle le poids moyen des struc-
tures aléatoires peut étre controlé (cf. section 4.2.3 pour le principe de cette procédure).
De plus, le nombre maximal de sites par individus a été augmenté a 120 et les meilleurs
résultats sont obtenus pour des populations de 120 individus. La figure 4.22 montre un
des résultats les plus significatifs pour une contrainte Dj;,, = 12, et un maillage régulier
100 x 10.

Les tracés de la figure 4.24 nous donnent I'évolution du meilleur individu (structure) ob-
tenu au cours des générations pour ’essai qui a abouti a la figure 4.22: pour les premieres
générations, la plupart des structures sont non connectées (le point d’application de la
force n’est pas relié au bord bloqué); de la génération 10 et jusqu’a la génération 50 la

meilleure structure trouvée est connectée mais la contrainte est violée; la génération 75



4.3. Résultats numériques 117

présente une structure respectant la contrainte ; a partir de cette génération les structures
obtenues sont de plus en plus légeres et la contrainte est toujours respectée jusqu’a la
génération 1500 ou la solution est optimale (pour ce test). Notons bien que le nombre
de sites varie d’une structure 4 'autre. A signaler que Palgorithme a continué & tourner

jusqu’a la génération 1800 sans améliorer la solution.

Fi1G. 4.22  Structure optimale sur le maillage 100 x 10 pour le cantilever 10x 1. Dy, = 12,
Doy = 11.98, poids = 44%. Temps CPU = 5 4 6s/génération (120 individus).

Une discrétisation plus fine 200 x 20 pour le méme probléme avec la méme contrainte

de déplacement nous donne, par exemple, comme résultat la figure 4.23.

\/

F1G. 4.23 — Structure optimale sur le maillage 200 x 20 pour le cantilever 10x 1. Dy, = 12,
Do = 11.99, poids = 44.5%. Temps CPU = 28s/génération.

Ces résultats montrent la robustesse de I'approche par diagrammes de Voronoi dans la

résolution d’un probléeme hors de portée de I'approche par tableaux de bits.
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genl: structure non connectée, 88 sites
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gen35: d =43 p=T75% 76 sites
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gen75: d=11.9 p=84% 73 sites
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genl50: d =119 p=65% 79 sites

E
E

gen250: d = 11.95 p = 54% 84 sites

E
E

gen350: d =12 p=51% 85 sites

E
E

gen500: d =11.99 p = 49% 93 sites

E
E

gen700: d = 11.99 p =47% 102 sites

E
E

gen900: d = 11.97 p =45.6% 113 sites

E
E

genl1200: d =11.99 p=44.4% 111 sites

 m T o by W L
gen20: d =286 p="T70% 80 sites
L il S
gend0: d =14 p=87% 76 sites
. S

genl00: d =11.7 p="T77% 76 sites

E

gen200: d =11.99 p = 58% 83 sites

gen300: d =11.96 p = 52% 85 sites

gend00: d = 11.96 p = 50% 89 sites

gen600: d = 11.98 p = 48% 102 sites

gen800: d = 11.9 p =46% 112 sites

gen1000: d = 11.97 p = 45% 113 sites

gen1500: d = 11.98 p = 44% 113 sites

F1G. 4.24 — Evolution de la meilleure structure au cours des générations. maillage 100 x 10,
Dyjyy, = 12. temps CPU = 5 a 6s/génération (120 individus). p désigne le poids et d désigne

le déplacement maximal de la structure.
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4.3.11 Problémes multi-chargements

Les problemes considérés dans les parties précédentes ne mettaient en jeu qu’'un charge-
ment unique. Or il est clair que les structures sont en général construites pour plusieurs
utilisations possibles, et doivent par conséquent étre optimisées pour plusieurs cas de
charges: il est fréquent, dans la pratique de I'ingénieur, de devoir effectuer la conception

d’un composant mécanique sollicité de plusieurs manieres fondamentalement différentes.

Modification de la fonction d’adaptation

La prise en compte de cette nouvelle situation est tres simple dans 'approche évolutionnaire :
comme il a été indiqué dans le chapitre 3, pour chaque structure, une simulation numérique
est effectuée pour chacun des cas de chargement, et la fonction de performance est pénalisée

par la somme des violations de contraintes

m
F = Py + €Piputite + Z o maX(OaD%am - Dljzm)

J=1
ot P, est la surface de la structure principale (la composante recevant le chargement)
et Pjputite €st la surface totale des composantes matérielles non connectées a la structure
principale, et € est un (petit) parameétre positif. DZZm est la valeur limite du déplacement
maximal pour le cas de charge j, D%/[ . €5t le déplacement maximal de la structure soumise
au chargement j, et o/ est le facteur de pénalisation de la j¢™¢ contrainte. Les paramétres
o/ varient au cours des générations suivant la méthode adaptative introduite dans la sec-
tion 3.5.5 du chapitre précédent. Dans la suite, nous considérons un seul parametre de

pénalisation pour toutes les contraintes.

Bien entendu, I’évaluation de la fonction performance d’une structure requiert m ana-
lyses par éléments finis (1 décomposition LU + m descentes/remontées), et augmente

donc le cout de calcul de la méthode.

Le cadre de vélo

Une situation ou 'optimisation d’une structure doit certainement s’effectuer en considérant
plusieurs cas de chargement est le cas du cadre de vélo: le cycliste pédalant sur son vélo
sollicite le cadre de celui-ci de plusieurs manieres tres différentes suivant les conditions de
terrain (plat, montée, descente), la vitesse a laquelle il souhaite se déplacer, le nombre de

passagers qu’il transporte, ...

Ce probleme de vélo a été étudié par Rasmussen et Olhoff (1992) [136], avec la méthode
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d’homogénéisation et a été repris par Kikuchi et al. [34], par Allaire et Jouve [1], et plus

récemment, en utilisant les algorithmes évolutionnaire, par Kane et Schoenauer [100].

Comme dans [100], pour des raisons de simplicité, seuls trois cas ont été envisagés: sur
route plate, la plus grande force est appliquée sur la selle; en montée modérée, 'effort sur
les pédales est plus important, et le cycliste tire sur le guidon; et enfin, en position de

“danseur” le cycliste ne touche plus la selle.

Fa

Fe

F1G. 4.25 — domaine de travail et chargement.

Domaine de travail et chargements

Une formalisation possible du probleme est donné par la figure 4.25: le domaine est un
rectangle 2 x 1 discrétisé suivant un maillage régulier 40 x 20. les conditions de chargement
sont indiquées par des fleches: nous avons considéré trois cas de chargements appliqués
au points A, B et C' de coordonnées respectives (0.5,1), (1.5,1) et (1.2,0). A désigne la
position du guidon, B la position de la selle, et C' la position du pédalier. Les trois cas de

charge sont donnés par:

chargement | F4 Fg Fe

1 (—0.05,1) (0.15, — 1) (0,—1)
2 (—0.2,1) (0,0) (0.2, — 2)
3 (—0.6,0.7) (0.3, —0.5) | (0.5,—1)

Le chargement 1 correspond & la position classique, le chargement 2 est la position du

“danseur”, le troisieme chargement représente la position “en montée”.
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Résultats obtenus

On considere une population de taille 120, et le nombre maximal de sites par individu
est fixé a 80. La figure 4.26 montre les solutions obtenues pour chaque position du cy-
cliste. Les différences entre les trois structures correspondant respectivement & chaque
position du cycliste nous amene a considérer tous les cas de chargement auxquels la struc-
ture risque d’étre soumise. La figure 4.27 montre la structure optimale du cadre de vélo,

en appliquant successivement les 3 cas de chargement.

S A

(a) (b) (c)

F1G. 4.26 — Les trois structures optimales pour les trois cas correspondant : (a) la position

classique. (b) la position du danseur. (c) la position de la montée

F1G. 4.27 — Le cadre de vélo optimisé pour les trois cas appliqués successivement.

Le modeéle ”L”

Le domaine de travail a la forme d’un ”L” inversé contenant 300 mailles. Son bord gauche
est fixé par des conditions de blocages et on exerce une charge ponctuelle au milieu du bord
supérieur (cf. figure 4.28). Deux différents cas de charges ont été considérés: F' = (—1,1)
pour le premier cas, et F' = (1,1) pour le deuxiéme cas.

Pour ce probléeme le nombre maximal de sites par individu a été fixé a 60, et la taille de
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Cas I\ /:?as 2

Domaine de travail

’-;l*.

I 2

F1G. 4.28 — Domaine de travail et chargement.

la population est égale a 100 individus.

Les figures 4.29 et 4.30 montrent les structures optimales obtenues, en appliquant le
premier cas de charge, pour deux valeurs différentes de déplacement limite Dy;,,. En
considérant le deuxiéme cas de charge la solution optimale obtenue, pour une valeur limite

donnée de Dy, est illustrée dans la figure 4.31.

poids = 0.3

[poids= 03

\ o

(a) poids = 30%, 52 sites. (b) poids = 30%, 36 sites.

Fi1c. 4.29 Deux structures optimales pour le premier cas de charge.
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perf = 0.23287@

Fi1c. 4.30 — Une structure optimale pour le premier cas de charge, avec une contrainte
plus relazée sur le déplacement que celle imposée pour les structures de la figure 4.29.
poids = 23%, 23 sites

[Foids = 04 ez

re

_vor 23010

F1G. 4.31 — Une structure optimale pour le premier cas de charge. poids = 26%, 46 sites

[poids= 036 |

F1G. 4.32 — Modele L7 multi-chargements. Une structures optimale. poids = 36%, 24 sites
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Pour le probléme multi-chargements (en appliquant les deux cas de charges successive-
ment), une solution optimale respectant les contraintes de déplacement est représentée
par la figure 4.32.

Les structures obtenues pour le modele ”"L.” présentent de petits trous éparpillés, ce qui
indique que notre algorithme tente en quelque sorte de se rapprocher de la solution dans

I’espace homogénéisé!

Le pont 2D

Les résultats suivants montrent quelques solutions obtenues dans les cas mono-chargement

et multi-chargements pour le méme exemple numérique 2D.

L’exemple proposé présente une symétrie permettant de ne considérer que la moitié du
domaine et la solution finale sera obtenue par symétrisation du domaine. Le domaine de
travail est un rectangle formé de 41 x 21 points. La structure est supposée bloquée au coin
A et soumise a trois cas de charges, montrés sur la figure 4.33, correspondant a trois forces

ponctuelles appliquées successivement.

Pour le probléme mono-chargement, nous avons considéré le chargement constitué par

les trois forces, de la figure 4.33, d’intensités égales appliquées en méme temps.

" B

|
|
|
|
|
|

A
Chargement Noi 1 i 2 i 3

F1G. 4.33 — Pont2D - Les cas de charges pour [’optimisation en multi-chargements.

Plusieurs tests ont été effectués pour les deux problémes mono-chargement et multi-
chargements. Les parametres suivants ont été utilisés: une population de taille 120, le
nombre de sites maximal est fixé a 80. Deux valeurs de Dy;,, ont été prises 200 et 350. Les

structures présentées ici respectent toutes la contrainte de déplacement.
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73 <

(a) Dy =200  poids = 42% (b) Dyimn = 350 poids = 30%

Fic. 4.34  Pont2D mono-chargement - Deux structures optimales pour deuz contraintes

de déplacement : en imposant une contrainte de connectivité

AR AR

(a) Dy = 200 poids = 43% (b) Dyim = 350 poids = 29%

Fic. 4.35 Pont2D mono-chargement - Deux structures optimales pour deuz contraintes

de déplacement : sans imposer la contrainte de connectivité

Dans les premieres expériences numériques nous avons imposé la contrainte de connec-
tivité suivante: la structure doit étre connectée au point B (figure 4.33). Les solutions

optimales (les plus significatives) obtenues pour les deux valeurs de Dy;,,, sont données par
la figure 4.34.

La figure 4.35 montre les structures optimales (toujours les plus significatives) obtenues
pour les mémes contraintes de déplacement, mais sans imposer la contrainte de connec-
tivité. On remarque que la premiere structure est bien connectée au coin droite en haut,
alors que la deuxiéme structure est connectée au bord droit mais pas au coin. C’est le
processus d’optimisation lui-méme qui ”choisit” ou fixer la structure le long de la frontiere
verticale droite. Les résultats obtenus montrent une autre fois la flexibilité de I’approche

de trouver plusieurs solutions pour la méme contrainte.

Pour le probleme multi-chargements la solution optimale obtenue est représentée par la
figure 4.36.
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F1G. 4.36  Pont2D multi-chargements - Une solution optimale. poids = 44%

Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté des résultats mettant en jeu I'optimisation des
formes soumises a plusieurs chargements sur 3 problémes différents. A noter qu’une autre
approche possible pour ces mémes problémes est 1'optimisation multi-objectifs (cf. cha-
pitre 6) : au lieu d’agréger tous les cas de charge dans une seule fonction objectif, I'idée
consiste a considérer chaque cas comme un objectif et d’essayer d’identifier 'ensemble des
meilleurs compromis possible entre les objectifs. Ce qui permettra beaucoup plus de flexi-
bilité dans la conception finale. A notre connaissance, une telle approche n’a pas encore

été utilisée dans le cadre de 'optimisation topologique multi-chargements des formes.

4.3.12 Un probleme tridimensionnel

Nous présentons dans cette section les premiers (& notre connaissance) résultats 3D en

optimisation topologique de formes par algorithmes évolutionnaires.

Le domaine de travail est un parallélépipede rectangle et le probleme présente une symétrie
permettant de ne discrétiser que la moitié du domaine par un maillage a 16 x7x 10 éléments.
Le plan en z = 0 est encastré, et une force verticale est appliquée au milieu de la face
opposée (cf. figure 4.37).

Pour ce probleme plus complexe que les cas précédents, quelques parametres doivent étre
modifiés: la taille de la population est de 120 individus et le nombre maximum de sites de

Voronoi par individu vaut 120.
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V.

F1G. 4.37 — Le cantilever tridimensionnel

La figure 4.38 montre que l'algorithme a été capable de trouver quelques solutions ac-
ceptables . ..en quelques jours de calcul (les analyses par éléments finis de problémes 3D
sont beaucoup plus coiiteuses que pour les cas 2D & nombre de mailles égal). De plus,
elle démontre la capacité connue des algorithmes évolutionnaires de trouver des solutions
quasi-optimales multiples pour un méme probléme, certaines étant assez originales par

rapport a celle obtenue par la méthode d’homogénéisation [2].

Fic. 4.38  Trois résultats pour le cantilever tridimensionnel, avec la méme contrainte
sur le déplacement mazimal. Temps CPU = 4 a Smn/génération (120 individus). (a)
poids = 15.2%, 103 sites (b) poids = 16%, 109 sites (c) poids = 15.7%, 112 sites

4.3.13 Conclusion

Les résultats obtenus ont permis de repousser les limites de 'optimisation topologique de
formes évolutionnaire: la représentation par diagrammes de Voronoi a montrée sa puis-

sance et sa robustesse par rapport & 'approche par tableaux de bits.
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F1G. 4.39  Une Solution 3D pour le méme probléme avec une contrainte plus forte, Dy, =
10. poids = 32.4%, 75 sites

Cependant, un point important en optimisation topologique est ’ajustement fin des fron-
tieres de la solution. Une forme optimale ne peut étre atteinte en un temps de calcul
raisonnable que si I'algorithme est capable de controler précisément les frontieres des in-
dividus d’une population. Or, la représentation Voronoi ne permet qu’'un controle indirect
de la frontiere d’un individu. De plus, par sa structure méme, cette représentation rend
difficile la modification d’une portion de la frontiére sans toucher aux portions adjacentes.

Pour palier cette difficulté, nous proposons dans la suite deux autres représentations.

4.4 Lareprésentation par dipoles

Nous introduisons dans cette section une deuxieme représentation basée sur les diagrammes
de Voronoi, que nous avons nommeée représentation par dipdles, ainsi que les opérateurs

de variation associés.

4.4.1 Dipoles

Un dipole est un ensemble de deux sites de Voronoi, 'un étiqueté 0 et 'autre 1, situés
au méme point du domaine de calcul, avec une médiatrice associée repérée par son angle
directeur. Un dipole est donc défini en 2 dimensions d’espace par trois variables réelles:
ses coordonnées (z,y) et Pangle 6 de sa médiatrice avec I’axe des abscisses. La figure 4.40-a

est un exemple de dipole.

4.4.2 Lle génotype

Un individu dans la représentation dipolaire est une liste — de longueur variable — de

dipoles. Comme dans la représentation Voronoi, le diagramme de Voronoi correspondant
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Fi1a. 4.40  La représentation par dipéles. Un seul dipole (a) et le diagramme de Voronoi
construit a l'aide de trois dipoles (b) : des coins indésirables apparaissent auz croisements

des médiatrices.

donne une partition du domaine de travail en deux sous-ensembles.

4.4.3 Décodage

Comme dans la représentation Voronoi, la performance des individus est évaluée sur un

maillage fixe, et la projection sur ce maillage s’effectue comme dans la section 4.2.

Toutefois, comme on peut le voir sur la figure 4.40-b, le décodage de deux dipoles adjacents
montre que la structure qui en résulte posseéde deux sortes de frontieres: la médiatrice des
dipdles, qui peut étre controlée directement par ’algorithme; et la médiatrice entre deux
dipoles, dont le controle est aussi difficile que dans la représentation Voronoi. Il peut méme
arriver qu’interviennent des situations compliquées, comme celles de la figure 4.40-b, ou

le controéle est encore plus délicat.

4.4.4 Opérateurs de variations

Ils sont dérivés de ceux de la représentation de Voronoi: la procédure d’initialisation
choisit un nombre de dipoles et initialise leurs coordonnées et angles uniformément dans
le domaine de travail x[0,27]. L’opérateur de croisement échange les dipdles exactement
comme les sites dans le cas de la représentation de Voronoi (cf. figure 4.4). Les opérateurs
de mutation sont également similaires avec une possibilité supplémentaire de mutation
Gaussienne sur I'angle d’un dipoéle qui consiste & ajouter une quantité aléatoire selon une
distribution normale N(0,1):

o; := ozexp(t'N(0,1) + 7N;(0,1))
97; = 97 + ()’,N(O,l)

ou o; est la déviation standard attachée a I'angle 6;.



130 Chapitre 4. Représentations basées sur les diagrammes de Voronor

4.5 Lareprésentation par barres de Voronoi

Nous introduisons dans cette section une troisieme représentation basée aussi sur les dia-
grammes de Voronoi, nommée représentation par barres de Voronoi, ainsi que les opérateurs

de variation associés.

4.5.1 Structures en treillis

Pour les problemes de cantilever, en 2D, il est connu que les formes optimales ont une
structure en treillis [119]. L’obtention de telles structures par des diagrammes de Vo-
ronoi ou des dipoles requiéere I’émergence de sous-ensembles de sites ou de dipoles couplés.
L’évolution vers des situations de ce type peut demander de trés nombreuses générations.
L’idée de la représentation par barres de Voronoi est d’aider a I'apparition de structures

de ce genre en introduisant des formes élémentaires qui sont déja des barres.

45.2 Les barres de Voronoi

Une barre de Voronoi est définie par quatre variables réelles : ses coordonnées (x,y), 'angle
0 de la barre avec l'axe = et sa largeur. La figure 4.41-a montre un exemple d’une barre

de Voronol.

(a) (b)

F1G. 4.41 — La représentation par barres de Voronoi. Une seule barre (a) et la structure
générée par deuzx barres(b) : le trait plus épais est la frontiére entre les deux cellules de

Voronoi. Elle ne fait partie de la structure qu’a la jonction entre les deux barres.

4.5.3 Le génotype

Un individu dans la représentation par barres de Voronoi est une liste de taille variable
de barres. Quand toutes les barres sont simplement vues comme des sites de Voronoi, le
diagramme correspondant donne une partition du domaine en polygones convexes. Chaque
polygone est alors séparé en deux sous-domaines: la partie centrale — définie par ’angle et

la largeur contient de la matiere, et son complémentaire contient du vide (cf. figure 4.41).
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Lorsque la largeur est assez grande, la totalité de la cellule est remplie de matiere, tandis

qu’une valeur nulle de la largeur donne une cellule vide.

454 Décodage

Comme pour la représentation Voronoi, la performance des individus est évaluée apres
projection sur un maillage fixe telle qu’elle est décrite dans la section 4.2: un élément du
maillage est considéré comme plein de matiére si et seulement si son centre de gravité est

dans la partie pleine d’une barre de Voronoi.

Comme on peut le voir sur la figure 4.41-b, le décodage de barres de Voronoi adjacentes
permet le controle direct de presque toute la frontiere de la structure, a I'exception des
quelques portions limitées & la jonction de deux barres.

4.5.5 Opérateurs de variations

Ils sont de nouveau dérivés de ceux de la représentation de Voronoi: la procédure d’ini-
tialisation choisit un nombre de barres et initialise leurs coordonnées, angles et largeurs
uniformément. L’opérateur de croisement échange les barres exactement comme les sites
dans le cas de la représentation de Voronoi (cf. figure 4.4). Les opérateurs de mutation
sont également similaires avec des possibilités supplémentaires de mutation Gaussienne

sur I'angle et la largeur de la barre:

ol = ohexp(TyN(0,1) + 79 N;(0,1))
0; =6, + oy N(0,1)
ol = ol exp(r] N(0,1) + 7,N;(0,1))
h; := h; + U%N(O,l)

ou ag et 0}31 sont les déviations standards attachées respectivement a 'angle 6; et la largeur
h de la barre.

4.6 Résultats comparatifs

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus avec les deux représentations non
structurées (dipoles et barres) décrites plus haut sur des benchmarks classiques: nous
avons considéré des cantilevers de dimensions 1 x 2 et 2 x 1 avec des limites respectives
sur le déplacement maximal de 20 et 220. Les parametres numériques sont ceux indiqués
dans la section 4.3.1.
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Les figures 4.42 et 4.43 montrent les meilleures structures obtenues avec les deux repré-
sentations. Nous rappelons que pour les mémes cas test les solutions obtenues en utilisant
la représentation de Voronoi sont données respectivement par les figures 4.9-a de la sec-
tion 4.3.3 et 4.14-a de la section 4.3.5.

Les figures 4.44 et 4.45 montrent des statistiques sur 21 calculs indépendants, sur les

deux cas test, pour les trois représentations & base de diagrammes de Voronoi (Voronoi,

dipoles et barres).

>

(a): poids=215%, 15 dipoles (b) : poids=32.5%, 36 dipoles

Fic. 4.42  Les deux meilleurs individus pour la représentation par dipoles.

?

: poids=20%, 4 barres (b) : poids=33%, 20 barres

Fi1G. 4.43 — Les deuzx meilleurs individus pour la représentation par barres de Voronoi.

La premiere conclusion de ces expériences numériques est que les deux représentations,
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comme pour la représentation de Vorornoi, permettent toutes de trouver des solutions aussi
bonnes sur les 21 calculs. Toutefois, pour ces deux cas test, la meilleure représentation est
sans conteste la représentation par barres de Voronoi: avec elle, presque toutes les solu-
tions parmi les 21 calculs indépendants sont identiques a celle de la figure 4.43, tandis que
de nombreuses solutions obtenues par la représentation par dipoles sont plus mauvaises,
et encore plus avec la représentation Voronoi. Ces tendances sont visibles sur les compa-
raisons des figures 4.44 et 4.45.

Notons que les deux autres représentations permettent parfois de trouver des solutions
comparables a celles obtenues avec les barres de Voronoi, mais cette derniere s’avere beau-

coup plus robuste.

Un autre critere est la complexité des solutions. Les solutions attendues pour ces cas
test sont tres simples et la représentation devrait refléter cette simplicité. Sur ce point
aussi, la représentation par barres de Voronoi trouve des représentations trés compactes
comparées aux autres. Un des calculs a méme obtenu la structure parfaite formée de deux

barres en V pour le cantilever 1 x 2.

Il semble donc que I'information de haut niveau supplémentaire introduite dans les “genes”

élémentaires de la représentation par barres de Voronoi soit efficace, au moins sur ces deux

benchmarks.
0.35— 11— -—
—— Voronoi | | 0'357 —— Voronoi
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(a) (b)

F1G. 4.44 — Représentations a base de diagrammes de Voronoi sur le cantilever 1 X 2 pour
Dlim = 20.
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Fi1G. 4.45 Représentations a base de diagrammes de Voronoi sur le cantilever 2 x 1 pour
Dlim = 220.
Remarque

1l ne faut pas perdre de vue que la représentation par barres de Voronoi semble taillée sur
mesure pour représenter des structure en treillis de barres — et que mous n’avons comparé
les représentations que sur des problémes ou la solution est précisément un treillis. Il

convient donc de ne pas généraliser hativement ce résultat !

4.7 Vers une représentation modulaire

Certains des résultats les plus impressionnants de calcul évolutionnaire sont basés sur les
représentations avancées, qui incluent I'identification de sous-domaine et la réutilisation

[105].

Dans le contexte de 'optimisation topologique de formes, quand on regarde les résultats
obtenus pour le probléme du cantilever 10 x 1 (voir par exemple les figure 4.22 et 4.23), ou
quand on considére les solutions technologiques existantes (la structure en treillis pour les
longs bras de grue par exemple), il est clair que certains degrés de modularité pourraient
étre bénéfiques aussi bien pour la qualité des résultats que pour I'efficacité de la recherche,
puisque cela supprimerait le besoin de I'algorithme de découvrir la méme composante utile

plusieurs fois et permettrait ainsi un gain supplémentaire en complexité.

Avant d’aller vers des représentations totalement modulaires, cette section présente les pre-

miers résultats obtenus en utilisant une représentation permettant la réutilisation d’une



4.7. Vers une représentation modulaire 135

1 genotype

3 + 1 genotyp

-------- l iliil 9 + 1 genotyp

Fi1Gc. 4.46  représentations modulaires

partie de la structure: plutdt que d’essayer de trouver toute la structure comme un dia-
gramme de Voronoi, ce qui a été fait en utilisant la représentation a base de diagrammes
de Voronoi pour tous les résultats discutés dans les précédentes sections, le domaine 10 x 1
est divisé en 4 ou 10 sous-domaines, et deux diagrammes de Voronoi sont utilisés pour
représenter toute la structure: une premiere composante interne, qui sera réutilisée 3 ou 9
fois, et une composante de terminaison qui sera placée a I'extréme droite du domaine (cf. fi-
gure 4.46). Rappelons que la structure est fixée & sa frontiére gauche. La réutilisation de
la composante interne est forcée ici dans la représentation, alors que, bien entendu, un

nouveau pas devra développer la modularité.

Les premiers résultats sont tres encourageants. En effet, comme en témoignent les fi-
gures 4.47 et 4.48 (respectivement les figures 4.49 et 4.50), & comparer avec le résultat
de la figure 4.22 (respectivement la figure 4.23) obtenu avec la représentation de Voronoi
"ordinaire” : les structures résultantes sont de qualités équivalentes (méme comportement
mécanique et méme poids), pour un temps de calcul total presque identique. Mais plus
important, le nombre de sites nécessaires pour représenter les solutions modulaires des
figures 4.47 et 4.48 est beaucoup plus petit que les 113 sites nécessaires pour représenter
la structure de la figure 4.22: entre 30 et 40 sites seulement sont nécessaires pour chaque
composante des solutions (3 + 1) (moins de 80 en total), et entre 20 et 30 pour celles de
la représentation (9 + 1) (moins de 60 sites en total). Ceci est un signe certain que des
améliorations sont possibles, puisque moins on aura de sites & prendre en compte, plus

facile sera 'ajustement fin de la solution.

Les courbes de la figure 4.51 montrent des statistiques sur 21 calculs indépendants pour

les différentes représentations (voronoi, barres et modulaires)
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T wa o e T e

Fia. 4.47  Meilleure solution pour la représentation (3 + 1), avec un maillage 100 x 10,
poids = 43.7%, Dpmar = 11.91.

I I R R P I s

F1G. 4.48 — Meilleure solution pour la représentation (9 + 1), avec un maillage 100 x 10,
poids = 44.5%, Dpmesx = 11.92.

L. L. T e

Fia. 4.49  Meilleure solution pour la représentation (3 + 1), avec un maillage 200 x 20,
poids = 42.8%, Dpmar = 11.98.

I . . . . . . .,

Fia. 4.50  Meilleure solution pour la représentation (9 + 1), avec un maillage 200 x 20,
poids = 43.2%, Dypez = 11.99.

4.8 Conclusion

Nous avons introduit de nouvelles représentations pour le traitement de problemes d’opti-
misation topologique de formes par algorithmes évolutionnaires. En partant de la représen-
tation binaire liée & un maillage donné du domaine de calcul, des représentations basées sur
la théorie des diagrammes de Voronoi ont été proposées, depuis la représentation Voronoi
simple jusqu’aux représentations plus complexes par dipoles ou barres de Voronoi. Ces
trois représentations sont non structurées, c’est-a-dire qu’'un individu est caractérisé par
une liste de “genes” non ordonnée et de longueur variable. La complexité de la structure

d’un geéne élémentaire augmente de la représentation Voronoi jusqu’a la représentation
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Fia. 4.51  Comparaison des différentes représentations. Meilleure des meilleures perfor-

mances (a) et moyenne des meilleures (b) au cours de I’évolution (moyenne sur 21 calculs

indépendants) sur le probléme 10 x 1

par barres de Voronoi. Toutefois, ces trois types de représentations permettent d’obtenir
des méthodes ou la complexité de la solution est auto-adaptative, i.e. pour lesquelles le

nombre de variables effective décrivant un individu évolue a travers I'algorithme.

Les résultats obtenus ont permis de repousser les limites de 'optimisation topologique de
formes évolutionnaire. En effet, 'approche basée sur les diagrammes de Voronoi a montré
sa puissance et sa robustesse par rapport a 'approche par tableaux de bits: elle nous a
permis de résoudre des cas de figure hors de portée de I'approche par tableaux de bits
(par exemple le probleme de cantilever élancé 10 x 1); de plus, des résultats originaux ont
été obtenus sur un probléeme tridimensionnel. Ces derniers confirment la capacité des al-

gorithmes évolutionnaires a trouver plusieurs solutions quasi-optimales au probléeme posé.

Par ailleurs, nous avons testé ces représentations sur des problemes test simples d’optimi-
sation topologique de formes. Les résultats semblent montrer que les trois représentations
sont adaptées a la résolution de ce type de problemes. Elles demandent grossierement le
méme temps de calcul pour atteindre des solutions comparables, avec un léger avantage
pour la représentation par barres de Voronoi. Pourtant, apres examen de la complexité
du codage des solutions obtenues, on trouve un avantage net pour la représentation par
barres de Voronoi, dont les solutions utilisent moins de “génes” que les deux autres. Cela
explique sans doute le tres léger avantage observé pour ce codage en terme de rapport
qualité/cout de calcul. En effet, il est plus facile d’ajuster finement la solution lorsque peu

de geénes sont en jeu.
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Enfin, nous avons proposé des représentations modulaires, permettant la réutilisation d’'une
partie de la représentation, sur un probléeme de cantilever 10 x 1. Les premiers résultats
montrent la performance de ces approches surtout au niveau complexité des individus:
elles nécessitent un nombre de sites beaucoup plus petit que les autres représentations.
Cependant, cette approche présente des inconvénients: en effet, cette facon de faire ”ma-
nuelle” est imprécise et nécessite la présence d’un expert pour guider la conception. Il
serait donc intéressant de développer des représentations hiérarchiques adaptatives. Une
représentation qui vient immédiatement & l'esprit est 'emploi des structures d’arbres,
considérées comme des programmes, de la Programmation Génétique (cf. chapitre 1), qui

ont été utilisées avec succes sur d’autres problemes de conception [21, 106].
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5.1 Introduction

Les représentations a base de diagrammes de Voronoi sont des techniques utilisées pour
découpler 'encodage des structures et la discrétisation qui sert au calcul de la performance.
Toutefois, les blocs élémentaires servant a construire la structure doivent étre définis, et

des choix inadéquats peuvent biaiser la recherche dans une mauvaise direction.

La représentation suivante, a base de fractales, est une tentative pour aller plus loin dans
la direction morphogénétique : aucune hypothese n’est faite sur ce que doit étre la forme
des blocs élémentaires, mais I'espace de recherche pour le génotype est supposé assez riche

pour que n’importe quel type de structure puisse apparaitre.

Un IFS (Systéme de Fonctions Itérées) est défini par la donnée d’un espace métrique com-
plet et un ensemble de transformations contractantes (cf. section 5.2 pour une définition
détaillée). Le principal intérét d’un tel objet mathématique est qu’il définit de fagon unique
un ensemble particulier, appelé son “attracteur” qui peut étre construit simplement grace
a un algorithme itératif. Les attracteurs d’IFS furent utilisés a 'origine pour définir des
ensembles fractals (tapis de Sierpinski, fougére de Barnsley, etc.). Mais la propriété des
IFS, qui motive leur utilisation pour représenter des formes est leur capacité a décrire des
formes complexes avec un petit nombre de parametres. Elle est a 'origine du succes de la
théorie des IFS dans le domaine de la compression du signal, mais elle a de nombreuses
autres applications en analyse d’image ou de signal, en particulier en tant qu’outil de
représentation tres souple (cf. par exemple [171]).

Dans ce chapitre nous étudions I'emploi de ces représentations fractales de formes, a base

d’IFS mixtes, ainsi que des résultats préliminaires montrant ses avantages potentiels.

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Evelyne Lutton' [79][78].

1. Responsable scientifique du projet FRACTALES a4 'INRIA Rocquencourt.
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5.2 Introduction a la théorie des IFS

5.2.1 Notations et définitions

Cette section rappelle brievement les bases de la théorie des IFS et les algorithmes numériques

les plus connus, pour calculer les attracteurs d’IFS.
Définition 5.1

Soit (F.d) un espace métrique complet. Un IFS Q = {F (wp)n=1,. N} est un ensemble de
N fonctions w,, définies de F' dans F'.

Définition 5.2

Une fonction w, définie sur un espace métrique (F,d), est dite contractante s’il existe un

réel positif s < 1 tel que
V(zy) € F?, d(w(z)w(y) < sd(zy)

s est appelé facteur de contractance de w.

Un résultat crucial pour les fonctions contractantes est donné par le théoréme de point

fixe suivant:
Théoréme 5.1

Soient (F,d) un espace métrique complet, et w : F — F, une fonction contractante, alors

w possede un unique point fize.
Définition 5.3
Soient Q = {F,(wy)p=1,. n} un IFS, et W Uopérateur de Hutchinson défini sur l'espace
des sous-ensembles de F' par :
VK C F, WK)= [] wn(K)
nelo,N]

Si les fonctions wy, sont contractantes, I'IFS est dite hyperbolique (ou contractant). Son

facteur de contractance est le plus petit des facteurs de contractance des w,,.

Une propriété importante des IFS est donnée par:
Proposition 5.1

Si un IFS € est contractant, alors il existe un unique ensemble A C F, appelé ’attracteur
de I'IFS, tel que
W(A) = A
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L’unicité de I'attracteur est le résultat du théoreme du point fixe pour W, qui est contrac-
tante relativement a la distance de Hausdorff (notée dp) sur 'espace des sous-ensembles
de F':

Définition 5.4
La distance de Hausdorff entre deux sous-ensembles A et B de F est définie par:

dii(A,B) = max[max(mind(z.y)), max(min d(z.y))]

5.2.2 Calcul de I'attracteur

D’un point de vue algorithmique, deux méthodes principales permettent de calculer ’at-
tracteur d’un IFS par des approches différentes :

La méthode stochastique (toss-coin)

Soit 2y un point fixe de 'une des fonctions w;. On construit la suite de points xz, par
Tpt1 = wi(Ty), 1 étant choisi aléatoirement, uniformément dans {1..N'}. Alors |, ., est

une approximation de lattracteur de  (La précision de I'approximation augmente avec n).

La méthode déterministe

A partir de n’importe quel noyau Ay de F', On construit la suite de sous-ensembles {4, }
de F':

N
A = W(A,) = [Jwi(4n)
=1

Lorsque n — oo, A, est une approximation de I'attracteur de €.

La premiere approche est la plus utilisée en pratique, car elle nécessite beaucoup moins
de calculs. De plus, & condition de partir d'un point situé dans l'attracteur?, le parcours
ne sort alors jamais de 'attracteur. Au contraire, la deuxieme méthode impose d’estimer

chaque w; en tout point de A,,.

5.3 Identification d’IFS par algorithmes évolutionnaires

5.3.1 Probléme inverse

La premiere tentative pour faire évoluer des IFS par algoritme évolutionnaire concernait

le probléme inverse suivant [14]: pour une forme donnée A C F, trouver un IFS dont

2. On débute généralement du point fixe d’une des fonctions w;.
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F1G. 5.1 — Ezemples d’attracteurs d’IFS. pris de [37]

lattracteur est A.

Ce probleme a été étudié par plusieurs auteurs [14][110][38]. Une solution exacte de ce
probleme n’est calculable que dans des circonstances particulieres. Généralement, on doit
se contenter d’une approximation, obtenue par des méthodes d’optimisation. La stratégie
de résolution directe utilisable lorsque 1'on a trés peu de connaissance a priori sur le
probleme consiste & transformer le probleme inverse en un probléeme d’optimisation: trou-

ver I'IFS dont 'attracteur minimise la distance & I'objectif A.

Le théoréme du collage suivant [14] fournit une justification de cette transformation :

Théoréme 5.2

Soient A lattracteur de 'IFS Q = {F, (w;)i=
Alors :

1..N}, et X son facteur de contractance.

€

1-A

VK C F, dy(KW(K)) < ¢ = dy(K,A) <

Ce théoreme montre que trouver un IFS Q dont I'attracteur approxime le plus possible

une forme donnée I est équivalent & minimiser la distance

N
dy (I, | wi(I)),
i=1
sous la contrainte que toutes les fonctions w; sont contractantes. Cependant, lorsque le
facteur de contractance est proche de 1, la borne perd tout son intérét, ce qui montre
la nécessité d'une estimation fine de ce facteur. Lorsque celle-ci est précise, il est alors

préférable de minimiser
N
1
Ty dn(l J wi(n)

i=1

pour que la majoration conserve son sens. De plus, le calcul de la distance de Hausdorff

lui-méme est cotiteux en temps de calcul.
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Ces inconvénients meénent & considérer, comme dans [110], une fonction fitness basée
sur l'algorithme de toss-coin et une distance euclidienne ou une distance qui calcule la

différence des pixels entre deux formes.

5.3.2 Différents types d’IFS

Comme la fonction a optimiser est tres complexe, des hypotheses restrictives supplémentaires
sont nécessaires. Une approche fréquente est de limiter I'espace de recherche & celui des
IFS affines, avec un nombre fini de fonctions (cf. [15, 170] pour les premieres méthodes
numériques). Plus récemment, des solutions basées sur les algorithmes évolutionnaires ont

été proposées pour les IF'S affines [173, 63, 124].

Dans le cas des IFS affines, les fonctions w; qui composent un IFS Q sont représentées (en

2D) par
( ) a; b, xr n €;
w;(z,y) = .
Y ci d; Yy fi

Le probléme inverse consiste a optimiser les parameétres (a;, b;, ¢;, d;, e;, f;) pour obtenir

I'attracteur qui approxime au mieux une forme cible donnée.

Cependant, ces IFS ne sont quun petit sous-ensemble de tous les IFS possibles. Des
lors que les w; ne sont plus restreintes aux fonctions affines, certains auteurs [110] se sont
intéressés a des IFS plus généraux (non affines) appelés IFS miztes en utilisant la pro-

grammation génétique (GP) qui permet de faire évoluer n’importe quel type de fonction.

On rappelle que la programmation génétique manipule usuellement des structures ar-
borescentes dynamiques (cf. chapitre 1, section 1.8.4), (considérés comme des programmes
[104]). Cette structure de données est particulierement adaptée a la représentation de fonc-
tions: chaque w; est représentée par un arbre (cf. par exemple 5.2-a) construit & partir
de constantes prises dans [0,1], d'un ensemble de variables (z et y) et d’un ensemble de

fonctions élémentaires donné par exemple par:

o +, —, X e root(x) = \/|x|

® cos, sin e loga(z) =log (1 + |z|)
div(z,y) -
o div(z,y) = —————
W)= 0.0001 + |y
L’ensemble des arbres w; représente alors I'TFS (figure 5.2-b). Toutefois, alors que 'obten-

tion d’une condition nécessaire et suffisante pour la contractivité des fonctions affines est
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triviale, la contractivité de fonctions générales définies par des arbres de programmation
génétique ne peut étre montrée que numériquement, a posteriori, et pour un cout de cal-
cul treés élevé. Cet inconvénient a motivé I'introduction tres récente des IFS polaires [38]
dans lesquels les fonctions sont définies — toujours en utilisant la GP — sous forme polaire
autour de leur point fixe. [.’approche est basée sur la construction de fonctions localement

contractantes respectivement & un point P:

Définition 5.5

Une fonction w : F — F d’un espace métrique complet (F,d) dans lui-méme est dite
localement contractante relativement au point P s’il existe un nombre réel positif s < 1 tel

que :

VM € F, dPw(M)) < s.d(PM)

Cette définition de contractance locale vis-a-vis d’un point s’accorde naturellement avec le
systeme de coordonnées polaires. En effet, dans un tel systeme, un point M quelconque a
pour coordonnées (p,f) par rapport a P (P—>M = pe'), ol p représente la distance entre ces
deux points. Une condition simple sur les fonctions p assure la contractivité locale autour
de P (cf. [137] pour plus de détails). Cela ne permet pas de vérifier la contractivité globale,
mais la proportion de fonctions contractantes dans cette classe de fonctions polaires est
bien plus grande que dans les arbres GP généraux, permettant une résolution du probleme

inverse plus rapide et plus précise.

Malheureusement, au début de ce travail, seuls les programmes de GP pour l'identifica-
tion des IF'S mixtes étaient opérationnels. Les premiers résultats présentés dans les sections
suivantes concernant l'utilisation de représentations IFS pour des problemes d’optimisa-
tion topologique ont donc été obtenus en utilisant le programme d’IFS mixtes basé sur la

programmation génétique [110].

5.4 Représentation par IFS : Résultats et discussion

I’idée de base de la représentation d’une forme par IFS est évidente : I'attracteur d’un IFS
est la forme. Le programme de calcul de l'attracteur, utilisé est le méme que dans [110].
L’attracteur d’un IFS donné est calculé sur le maillage qui sert & ’analyse par éléments

finis et la performance est calculée comme dans la section 3.4 du chapitre 3.
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PN

(a) (b)

Fi1c. 5.2 (a) la fonction ((cos(z) + 2y)(1 + x)). (b) Représentation d’un IFS mizte

5.4.1 Conditions expérimentales

Les valeurs des parameétres utilisés pour l'expérimentation sont résumées dans le ta-

bleau 5.1. Ces parametres ont été choisis apres plusieurs tests de robustesse.

Taille de la population 30 a 50
nombre maximal de générations 2000 & 3000
Mode de sélection Roulette
Remplacement Générationnel

avec élitisme

Probabilité de croisement 0.7
Probabilité de mutation 0.140.2
Intervalle des constantes [0,1]
nombre min et max de fonctions 3ar
contractantes

TAB. 5.1 Les paramétres

5.4.2 Résultats et discussion

On reprend les cas-test des cantilevers 1 x 2 et 2 x 1 de la section 4.3. La figure 5.3 montre

les meilleurs résultats obtenus apres plusieurs calculs indépendants.

La premiere bonne nouvelle est qu’on obtient des structures raisonnables. De plus, leur
allure ressemble plus & un treillis qu’en utilisant la représentation par cellules de Voronoi.

Mais on peut entrevoir quelques défauts dans ces toutes premieres expérimentations :



148 Chapitre 5. Représentation a base de systémes de fonctions itérées (IFS)

(a): Dy, = 20 , poids = 23.5% (b): Dy, = 220 , poids = 43%

F1G. 5.3 — Résultats pour la représentation par IFS pour les deux cas-test de cantilever 1x 2
et 2 x1

La variance des résultats est tres élevée ; certains résultats sont vraiment trés mau-

vais.

— Nous avons utilisé la méme stratégie de pénalisation adaptative que pour les repré-
sentations & base de diagrammes de Voronoi (cf. chapitre 3, section 3.5.5). Pourtant,
alors que dans ce cas chaque calcul trouve au moins une solution satisfaisant les
contraintes, de nombreux essais utilisant la représentation IFS ne trouvent aucune
solution admissible.

L’influence du raffinement du maillage sur la forme de I'attracteur obtenue apres
décodage de I'IFS n’est pas facile & comprendre, mais il semble que des maillages
différents peuvent donner des formes tres différentes pour un méme IFS, et ce jusqu’a

des finesses de maillages trés importantes.

La figure 5.4 montre un des résultats les plus significatifs, obtenus sur le probleme 10 x 1,
pour une contrainte Dy;,,, = 12, et un maillage régulier 100 x 10. Pour ce probléeme aussi
la représentation par IFS n’a pas été capable de trouver de bon résultats. Les plaques

consoles ne sont sans doute pas le bon probleme pour mettre en valeur 'apport possible
des IFS.

5.5 Conclusion

Nous avons présenté la représentation par IFS dans laquelle la structure est définie indi-

rectement comme l'attracteur d’un ensemble de transformations contractantes définies sur
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P e TR N — A

Fic. 5.4 Structure optimale sur un maillage 100 x 10 pour le cantilever 10 x 1. Dy, = 12.
poids = 58%.

le domaine de travail. Une telle représentation ne fait aucune hypotheése a priori sur la
forme des blocs élémentaires constitutifs d’une solution d’un probleme d’optimisation to-
pologique. Cette technique devrait permettre d’atteindre des solutions plus complexes sans
avoir a définir de genes élémentaires spécifiques comme au chapitre 4 avec la représentation
de Voronoi.

Pourtant, la représentation par IFS n’a pas été capable de trouver d’excellent résultats sur
les cas-test qui ont été essayés. Bien siir, il peut étre objecté qu'une telle représentation,
qui augmente la complexité du processus morphogénétique, ne doit prouver son efficacité
que pour des problemes pour lesquels la solution est complexe. Des études a venir tenteront
de confirmer cette hypothese. Mais il est aussi possible que le manque de feed-back direct
de la structure mécanique sur son génotype (I'TFS) empéche des évolutions utiles sur les
populations restreintes et de si petits nombres de générations. Des expérimentations sur
des machines massivement paralleles avec des populations distribuées de plusieurs milliers
d’individus sont nécessaires pour répondre a cette question.
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6.1 Introduction

Dans le domaine de 'optimisation topologique de formes, la plupart des études sont consa-
crées a la minimisation simultanée du poids et de la rigidité (ou, d’une maniére équivalente,
le déplacement maximal sous l'action d’un chargement donné). Il est bien connu que ces
objectifs ! sont contradictoires (c’est-a-dire la diminution du poids entraine généralement

la diminution de la rigidité et vice-versa).

Une des approches les plus classiques pour traiter ces objectifs contradictoires consiste a
minimiser un seul objectif tout en considérant les autres objectifs sous forme de contraintes 2
(par exemple minimiser le poids de la structure avec une contrainte sur le déplacement
maximal). On est ainsi face & un probléme mono-objectif sous contrainte déja étudié dans
les chapitres précédents.

Néanmoins, le développement des nouvelles méthodes d’optimisation multi-objectifs (ou
multi-criteres) permet de considérer les deux objectifs simultanément et d’essayer d’iden-
tifier 'ensemble des meilleurs compromis possibles entre les objectifs, aussi appelé le front
de Pareto. Ce qui permet au décideur de choisir la solution a partir d’une information

complete.

Nous rappelons dans ce chapitre les différentes approches multi-objectifs (section 6.2),
en particulier, Papproche NSGA-IT (section 6.3.6), qui sera appliquée dans la suite au

probléeme d’optimisation topologique de formes (section 6.4).

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Olga Roudenko, doctorante au C.M.A.P,
et a fait 'objet d’une publication [80].

1. On utilise indifféremment les termes objectif et critere
2. L’autre approche (encore plus classique !) consiste a agréger les divers critéres dans une seule fonction

objectif, en se ramenant ainsi & un probleme d’optimisation mono-objectif.
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6.2 Optimisation multi-critéres

Les problemes rencontrés dans la réalité sont la plupart du temps multi-objectifs. De plus
leur résolution nécessite des décisions qui doivent souvent étre prises au vu d’objectifs
contradictoires. Il est donc intéressant de fournir un ensemble de solutions afin de per-
mettre aux décideurs d’avoir un choix varié et cela est d’autant plus important lorsqu’il

est nécessaire de justifier les décisions avant de passer a une phase opérationnelle.

Depuis plusieurs années, le domaine de 'optimisation multi-critéres connait une évolution
importante. Cette évolution s’est traduite par le développement d’un grand nombre de

méthodes qui sont généralement regroupées en trois catégories :

— Approches, dites classiques, basées sur la transformation du probléme en un probleme
mono-objectif (cf. section 6.2.2).

— Approches non-Pareto : elles utilisent un processus de recherche qui traite séparément
les différents objectifs de manieres ”entrelacées” (cf. paragraphe 6.3.1).

— Approches Pareto basées sur la notion de dominance de Pareto (cf. section 6.3).

L’état de l'art des méthodes de résolution de problemes multi-objectifs fait apparaitre
I'utilisation de méthodes d’optimisation diverses pour lesquelles les objectifs sont agrégés
en une seule fonction objectif & optimiser. L’obtention de solutions alternatives se fait
alors par initialisation multiple des algorithmes en modifiant des parametres définissant les
préférences des décideurs. Une alternative a cela est I'utilisation d’algorithmes d’évolution
artificielle qui du fait de la gestion d’'une population de solutions permettent d’obtenir
les solutions alternatives en une seule exécution, profitant ainsi d’échanges d’informations
entre solutions souvent meilleures les unes que les autres sur une partie des objectifs uni-

quement.

Afin de présenter les algorithmes d’optimisation multi-objectifs, nous devons tout d’abord
introduire le principe de dominance (solutions dominées - ou non dominées - au sens de

Pareto) entre solutions ainsi que la définition du front de Pareto.

6.2.1 Définitions
La notion de dominance

Soient f1,...,f, (des fonctions de F dans R ) les objectifs dont on suppose qu’on cherche

a minimiser sur I'espace de recherche F.
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Définition 6.1

Soient x et y deux points de E. On dira que © domine y au sens de Pareto, noté © > y, si
T est meilleure ou au moins équivalente a y sur tous les objectifs, et strictement meilleure

sur au moins un objectif. Autrement dit,

1) Vi e [Ln], filz) < fily)
2) 3ZO € [1n]7f10($) < flo(y)

fa(min) \
\

\\ Front optimal de Pareto

f1(min)

Fic. 6.1  Ezemple de minimisation de deux objectifs fi et fo. L’ensemble de l’espace de
recherche est représenté dans espace des objectifs: plan (f1,f2). A(8,3) domine B(9,4)
car 8 < 9 et 3 < 4, C(6,4) domine B(9,4) car 6 <9 et 4 = 4. Par contre, A(8,3) et C(6,4)
ne sont pas comparables (ordre partiel) car 6 < 8 et 4 > 3. On dit que A et C sont deux

solutions non-dominées.

Le front de Pareto optimal

Le but de l'optimisation multi-objectifs est de déterminer ’ensemble des solutions non-
dominées, appelé front de Pareto. La figure 6.2 donne un exemple de front de Pareto:
I’ensemble de I'espace de recherche est représenté dans I'espace des objectifs, et les points
extrémaux pour la relation de dominance au sens de Pareto forment le front de Pareto
du probléme. Suivant le type d’objectifs & optimiser (minimisation ou maximisation), les
courbes de Pareto peuvent se présenter suivant quatre formes différentes pour un probleme
a deux objectifs (cf. figure 6.3). A noter que I'on n’est pas toujours dans une situation
aussi réguliere que celles présentées dans les figures 6.2 et 6.3, et que le front de Pareto

peut étre concave, discontinu, ....
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£, (min)

f1 (min)

Fic. 6.2 Front de Pareto pour un probléme de minimisation de deuz objectifs: les points

extrémauz de l’ensemble de ’espace de recherche forment le front de Pareto du probléme.
f> (min)

f2 (max)

f1(min)

f1(min)
f2 (min)

fa (max)

f1(max)

f1(max)

F1G. 6.3 — Fronts de Pareto dans divers cas de mazimisation/minimisation.
6.2.2 Les méthodes classiques

Lapproche séquentielle avec agrégation de critéres

L’approche séquentielle consiste a agréger les divers objectifs f; dans une seule fonction ob-

jectif F. généralement de fagon linéaire, en se ramenant ainsi & un probléeme d’optimisation
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mono-objectif:

Flz) = Z Aifi(z)

ott les poids A; € [0,1] et Y. ; A; = 1. Ces fonctions pondérées nécessitent I'expression de
maniere quantitative des préférences relatives entre les différents objectifs. Cependant, les
informations concernant les préférences relatives sont qualitatives et issues de I'expérience
des utilisateurs, elles peuvent ainsi étre tres difficiles & représenter mathématiquement.
Ces mémes méthodes & objectifs agrégés peuvent ensuite étre relancées plusieurs fois en
modifiant le (ou les) parameétres représentant quantitativement les préférences relatives et
ce en vue d’obtenir plusieurs solutions alternatives (solutions du front de Pareto).

f2 7 Front de Pareto
/ Espace des objectifs
A
B
=1/3. 0y =2/3

Fi1G. 6.4 — Approche séquentielle.

Considérons par exemple deux objectifs fi et fo. Ces deux objectifs peuvent étre agrégés
en une seule fonction objectif F et leur importance relative représentée par un parametre
a:

F(z) = afi(z) + (1 - a)fz(z)

On obtient alors un point de la surface de Pareto pour chaque valeur de a. Cependant,
il est tres difficile de choisir correctement les valeurs de a. De plus, dans certains cas, de
telles représentations peuvent conduire a des résultats totalement inattendus en terme de
préférences sur les objectifs. Ainsi, si 'on considére & minimiser f; et fy avec un front de
Pareto concave (cf. figure 6.4); en supposant que le décideur a la méme préférence pour
les deux criteres, il est naturel d’agréger les deux fonctions f; et fo en une seule fonction
objectif qui décrit la somme pondérée (par des coefficients égaux ay et as) de fi et fo. La

minimisation de la fonction (f; + f2) ainsi obtenue correspond au déplacement de la ligne
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(f1 + f2 = constante) a partir de I'origine (f; prend des valeurs positives) vers le quart
d’espace positif (cf. figure 6.4), et ce jusqu’a ce qu'un point de ’espace de recherche soit
rencontreé.

Malheureusement, dans des cas tels que celui-ci, la méthode d’agrégation des objectifs
conduit aux points A ou B (figure 6.4). De plus, il est aisé de remarquer que pour ce cas
toute combinaison de pondération de préférences se terminera par l'obtention des points
A ou B. Cependant, toutes les solutions de la partie de la courbe entre A et B peuvent

également constituer une alternative pour le décideur.

De maniere plus générale, le profil de la courbe de Pareto étant inconnu, il n’y a souvent
pas de moyen de savoir si le front de Pareto contient une région concave et ce méme lors
de I'obtention de résultats (excepté si le front de Pareto est représenté avec une précision

suffisante), rendant ainsi inefficace application de méthodes d’agrégation de critéres.

Méthode ¢-contrainte

Cette méthode consiste a optimiser une seule fonction f; parmi les objectifs et & considérer

les autres comme des contraintes :

min fi(z)
z e FE

€ = (€106, 1,Ef115:++-,En ). On résout ce probléme avec différents vecteurs de €; pour obte-
nir différentes solutions de Pareto. Toutefois, la génération de plusieurs solutions nécessite
I'exécution multiple de I'algorithme d’optimisation avec différentes contraintes, ce qui est
un exercice couteux en terme de calcul. C’est cette méthode qui a été utilisée avec le poids

et le déplacement maximal dans les chapitres précédents.
Dans la section suivante, nous présentons les méthodes d’optimisation multi-objectifs

évolutionnaires. Les principes de ces méthodes sont détaillés ainsi que les principales

améliorations qui y ont été récemment intégrées.

6.3 Les méthodes évolutionnaires

Dans le domaine évolutionnaire, le but de 'optimisation multi-objectifs est d’échantionner

le front de Pareto optimal (figure 6.2-a). Plusieurs techniques ont été proposées :

I’approche séquentielle avec un algorithme d’évolution artificielle mono-objectif,
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— le Vector-Evaluated GA (VEGA), dit Non-Pareto, qui n’utilise pas le principe de

dominance,

et les approches Pareto basées sur le principe de dominance (dont: MOGA, NPGA,
NSGA, SPGA et NSGA-II).

Celles-ci sont présentées ci-dessous, selon I'ordre chronologique de leur apparition, ainsi

que les avantages et désavantages inhérents a leur utilisation.

6.3.1 Vector-Evaluated GA (VEGA)

Cette méthode est la premiere se proposant de trouver un ensemble de solutions non-
dominées. Proposée par Schaffer en 1984 [145], cette méthode repose sur une stratégie
de sélection qui prend en compte I'ensemble des objectifs. VEGA implémente 'optimi-
sation multi-objectifs de maniere simple et directe. Des lors que 'optimisation concerne
m objectifs, la population de l'algorithme d’évolution artificielle est divisée en m sous-
populations, chacune étant en charge d’une seule fonction objectif, indépendamment des

autres (sélection parallele).

Le principe en est le suivant (cf. figure 6.5) :

1. On divise la population en m sous-populations.

2. On sélectionne des individus, pour chaque sous-population, selon leurs performances

pour un seul des objectifs.

3. On applique des opérateurs de croisement et de mutation sur la population compleéte.

Sélection Croisement
Reproduction mutation
Objecti
____.-l?_‘it.'f.l_>
sous-popu 1
__gp_jgctifZ
| sous-popu 2
|
|
0 L)L ] P
- !
! !
! i
| i
Objectif k
el || SOUS-POPU k

Fia. 6.5 — Sélection paralléle dans ’algorithme VEGA.
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Avantages

[avantage majeur de VEGA est qu’il utilise une idée simple et facile a implanter. Seules
des modifications mineures sont a apporter a I'algorithme d’évolution artificielle classique.
De plus, il ne génére pas de complexité de calcul additionnelle.

Désavantages

Cette méthode répartit la population sur les extrémaux du front de Pareto mais est
limitée du fait de I’évolution mono-objectif des sous-populations qui ne permet pas la
comparaison des diverses solutions multi-objectifs disponibles a chaque itération en vue
d’en exploiter les caractéristiques. VEGA suppose que 'opérateur de croisement va com-
biner les bonnes solutions évaluées sur un seul des criteres d’optimisation afin d’obtenir
des solutions réalisant de bons compromis sur le front de Pareto. Cependant, et méme lors
de T'application de VEGA sur des espaces de recherche convexes, le croisement ne trouve

souvent pas de solutions tres diversifiées.

6.3.2 Multi-Objective GA (MOGA)

Proposée par Fonseca et Fleming en 1993 [58], cette approche est basée sur le classe-
ment non-dominé, dont le but est de classer les individus de la population par niveaux
de non-dominance. C’est le premier algorithme incluant la préférence pour les solutions
non-dominées conjointement au maintien de la diversité de la population. Il ne differe de
I’algorithme évolutionnaire mono-objectif que par la procédure d’affectation de la fitness,

qui se calcule de la facon suivante:

1. Pour chaque individu ¢ on calcule le nombre d’individus qui le dominent, noté p;,
dans la population courante, un rang r; est alors affecté & I'individu r; = p; + 1.

Ainsi, les solutions non-dominées ont un rang égal a 1.

2. Ensuite une fitness est affectée aux individus en utilisant une fonction de mise a
Péchelle (souvent linéaire), un individu ayant un meilleur rang devant avoir une

meilleure fitness.

Ce type de rang induit donc une plus forte pression de sélection, et peut causer une conver-
gence prématurée. En vue de maintenir la diversité des solutions non-dominées, Fonseca
et Fleming [58] ont introduit le principe de sharing (cf. section 1.5.1, chapitre 1) sur les

solutions de méme rang (avec ogpqre = 1). La distance de sharing est calculée sur I'espace
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objectif.

En résumé de cet algorithme, on retiendra que la sélection se fait sur les rangs et le
sharing dans ’espace objectif.

Avantages

La procédure d’affectation de fitness est simple. De plus, si une bonne répartition sur

I’espace objectif est désirée, MOGA peut constituer une bonne alternative.
Désavantages

Le calcul de la fitness avec sharing n’assure pas que toute solution de rang inférieur a
toujours une fitness inférieure a celle de solutions de meilleur rang. Ceci arrive lors de
la présence d’une grande densité de solutions ayant un meilleur rang. De plus, ceci est
susceptible de ralentir la convergence.

Le parametre de sharing doit étre initialisé arbitrairement. Cependant une mise a jour
adaptative de ce parametre en cours d’exécution est possible [58].

6.3.3 Niched Pareto GA (NPGA)

Proposé par Horn et Nafpliotis en 1993 [89], NPGA utilise le tournoi suivant au cours du
processus de sélection (cf. figure 6.6) : Au début du processus, une sous-population SP
de t4om individus est tirée au hasard de la population, ainsi que deux individus 7 et I
parmi lesquels on va sélectionner un gagnant. I; et Is sont comparés a tous les éléments de
la sous-population SP. Si I'un est dominé et I'autre est non-dominé, alors le non-dominé
est sélectionné. Sinon (les deux sont dominés ou non-dominés), on applique un sharing
(cf. section 1.5.1) sur l'espace des objectifs. Le sharing ainsi utilisé sélectionne I; ou I en
fonction du taux d’agrégation de la population dans les voisinages respectifs de I; et Is.
Ainsi, 'individu le plus isolé sur le front de Pareto (ayant 'indice de nichage le plus petit)

sera sélectionné.
Avantages

[’un des avantages majeurs du NPGA est qu’aucune procédure d’affectation de fitness
n’est spécifiée. Un autre avantage est qu’il utilise un tournoi de sélection et que si la taille
de la sous-population est inférieure & N, la complexité du NPGA ne dépend plus telle-

ment du nombre d’objectifs. Il peut donc s’avérer intéressant d’utiliser le NPGA pour des
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Tirages aleatoires
1112 SP

f(max)&

objectif
>> Domine
(a) (b)

F1G. 6.6  (a) Procédure de sélection (a base de tournoi) du NPGA. (b) Un exemple : I
est non-dominé par SP, tandis que Iy est dominé par certains individus de SP; Iy est

alors le gagnant.

problémes avec un grand nombre d’objectifs.
Désavantages

NPGA nécessite le réglage de deux parameétres, ogpare €t tgom, dont le choix de leurs
valeurs conditionne les performances de I’algorithme. Le parametre ¢4, controle la pres-
sion sélective : si t4,,, est petit, la pression est faible et le nombre de solutions Pareto dans
la population sera réduit, alors que si 4., est grand, la pression sera forte et risque une

convergence prématurée.

6.3.4 Non-Dominated Sorting GA (NSGA)

Comme MOGA, I'approche NSGA est basée sur la notion de non dominance, plus parti-

culierement sur la procédure du rang de dominance.

Rang de dominance: dans un ensemble de points de I'espace de recherche (e.g. une
population), les solutions qui ne sont dominés par aucune autre solution se voient affecter
le rang 1. Elles sont retirées de la population et les nouvelles solutions non-dominées se
voient affecter le rang 2 (cf. figure 6.7). Ce processus continue jusqu’a I'affectation d’un

rang a toutes les solutions.
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f,(min)

\ N, Rang 5
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~~a Rang 4
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h N
\ N

\,
| ®» Rang 3

T~ Rang 2

Rang 1

f1 (min)

Fic. 6.7  Rang de Pareto pour un probléme de minimisation de deuz objectifs: une
population donnée est partiellement ordonnée par la relation de dominance au sens de

Pareto.

Début

!

Population initiale

nbgen =0
>
Population Non Recherche des
clasée ? — individus non
dominés

!

Calcul fitness
factice

Oui

Croisement

nbgen + 1

Non

Stop

Fic. 6.8 Schéma de fonctionnement de NSGA

Le concept de cette méthode a été initialement proposée par Goldberg [65] et implémenté
par Srinivas et Deb [164]. Le principe de NSGA est présenté sur la figure 6.8:
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1. On commence par identifier, dans la population entiere, les individus non-dominés.
Ces derniers constituent le premier front.
2. On leur associe une valeur de fitness factice. Afin d’assurer la diversité dans la

population, on applique un sharing sur ce premier front.

3. Ensuite, ces individus sont enlevés de la population.

4. On recommence cette procédure pour déterminer le second front. La fitness attribuée

a ce second groupe est inférieure & la plus petite fitness apres application de la fonc-

tion de sharing sur le premier groupe.

Ce processus est réitéré jusqu’a ce que tous les individus soient traités.

Un exemple d’application de NSGA est donné (figure 6.9 et table 6.1) dans ce qui suit:
fi(x) = 22, folz) = (z — 2)? et Ogpare = 0.5.

fo(min)

20

10

Ir\
(@ Front 3
A ~

Ii; Front1

N

N

Se -

T f1(min)

Fi1G. 6.9 — Ezemple pour NSGA - Voir la table 6.1

solution T f fo Front | fitness factice | fitness apres sharing
1 —1.50 | 2.25 | 12.250 2 3.00 3.00
2 0.70 0.49 1.69 1 6.00 6.00
3 4.20 17.64 | 4.840 2 3.00 3.00
4 2.00 4.00 0.000 1 6.00 3.43
5 1.75 3.06 0.062 1 6.00 3.43
6 —3.00 | 9.00 | 25.000 3 2.00 2.00

TAB. 6.1 — Table - Ezxemple de 3 fronts pour le NSGA
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Le sharing est effectué sur I’espace des objectifs, ainsi les solutions 4 et 5 sont tres proches

et leurs deux critéres diminués, alors que la solution 2 garde la méme valeur (6.00).
Avantages

[avantage principal du NSGA est Paffectation de fitness au vu d’ensembles de solutions
non-dominées. Des lors que les ensembles de solutions non-dominées sont systématiquement

différentiés, le NSGA progresse naturellement vers le front de Pareto optimal.
Désavantages

Le tri de la population est une heuristique intéressante mais cette procédure ralentit
le processus de convergence de l'algorithme. De plus, la fonction de sharing requiert la
spécification du parametre ogp.¢, Une mauvaise instantiation de ce parameétre pouvant
conduire & une réduction des performances [164]. Aussi, une procédure d’instantiation

adaptative de o4p4e peut aussi étre envisagée.

6.3.5 Strength Pareto GA (SPGA)

Proposée par Zitzler et Thiele en 1998 [178], 'approche SPGA utilise une sélection basée
simultanément sur le concept de non-domination et I’élitisme®. Le schéma de fonctionne-
ment de SPGA est présenté sur la figure 6.10: & partir de la population initiale, I'algo-
rithme construit une population externe avec les solutions non-dominées. Afin de réduire
la taille de cet ensemble, une ” clusterisation” est alors effectuée [121]. Les représentants de
ces clusters sont ensuite utilisés pour participer au processus de sélection. Les opérateurs
de croisement et de mutation sont alors appliqués pour construire la nouvelle population
(génération suivante) a laquelle on applique & nouveau le processus de recherche des indi-

vidus non-dominés afin d’enrichir ’ensemble de Pareto.

Pour définir les performances des individus, la population externe et la population cou-
rante sont combinées et les solutions non-dominées auront une performance qui dépend
du nombre de points qu’elles dominent.

Avantages

Des qu'une solution du front de Pareto optimal est trouvée, elle est immédiatement intégrée

3. L’élitisme consiste a maintenir une population autre que la population courante, qui permet d’archiver
toutes les solutions Pareto optimales trouvées durant la recherche
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genk Population k [ EnsdePareto |

( | Solutions Non Dominées N

|
[ Ens de Pareto Etendy
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Croisement
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gen (k+1) [ Population k + 1 [ Nouvel Ens de Pareto]

F1Gc. 6.10 Procédure du SPGA.

dans la population des solutions non-dominées. Le seul moyen de ’en retirer est trouver
une autre solution (qui la domine) Pareto-optimale, qui permet une meilleure couverture
du front de Pareto. L’algorithme de clustering ne nécessite pas de parametres, ce qui rend
SPGA facile a utiliser. La procédure d’affectation de fitness est assez similaire a celle de

MOGA qui est tres simple a calculer.
Désavantages

SPGA introduit un parametre supplémentaire représentant la taille de la population des
non-dominées N;. Un équilibre entre la taille N de la population courante et celle des
non-dominées est trés important en vue de garantir le succes de SPGA. Si un grand Ny
(comparé a N) est choisi, la pression sur les solutions élites va étre plus grande et SPGA
peut dans ce cas étre incapable de converger vers le front de Pareto optimal. A I'inverse, une
taille de population externe tres réduite réduit 'effet de I'élitisme. De plus, de nombreuses
solutions ne seront pas dominées par un membre de la population des non-dominées. Les

utilisateurs de SPGA préconisent un ratio de 1/4 entre Ny et N.

6.3.6 Non-Dominated Sorting GA (NSGA-II)

Dans cette deuxiéme version de NSGA [44], I'auteur tente de résoudre les critiques fortes
sur NSGA, complexité, utilisation de sharing et non-élitisme. La sélection et le rempla-

cement du NSGA-II sont basés sur deux critéres a ordres hiérarchiques [44]: en vue de
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comparer deux individus (lors d’un tournoi de sélection), leurs rangs de dominance sont
comparés, le plus petit étant le meilleur (c’est le critere de Pareto) ; si les rangs de domi-
nance sont égaux, une mesure locale de densité de population dans I’espace de recherche
autour de l'individu est calculée (distance de ”crowding” définie ci-dessous), une plus
grande distance étant meilleure (c’est le critére de diversité). Ainsi, la relation d’ordre de
la sélection et du remplacement utilisée par le NSGA-II est totale.

Distance de crowding

La distance de crowding est une mesure de la densité des solutions sur l’espace objec-
tif. Elle n’inclut que les individus possédant le méme rang, aussi appelé front de Pareto
partiel. Chaque front de Pareto partiel est trié au vu d’une seule fonction objectif. La dis-
tance partielle de crowding d; (pour un seul objectif i), pour chaque individu p, est définie
comme la somme des distances de p a ses deux plus proches voisins dans la liste ordonnée.
La distance de crowding totale est donnée par la somme, sur 'ensemble des objectifs, des
distances partielles. Elle peut aussi étre vue comme le plus large centroide englobant les

individus et ce sans inclure d’individus du méme rang.

Cette mesure n’est basée sur aucun parametre utilisateur. Cependant, elle requiert un
tri de la population pour chaque objectif, devenant ainsi trés cotteuse en terme de temps
d’exécution pour des problemes avec de nombreux objectifs et/ou des populations de

grande taille.
Algorithme NSGA-II

Les principales étapes du NSGA-IT peuvent se résumer de la maniére suivante (cf. fi-
gure 6.11):

1. Combiner les populations parents P; et enfants ;. Appliquer un tri sur les solutions
non-dominées (tri sur 2V solutions) en vue d’identifier les fronts de Pareto partiels

Fi (classement par rang). Ce qui permet une validation globale de non dominance.

2. Initialiser une nouvelle population P,y vide, et y ajouter les individus des fronts
partiels en commencant par le front 1 et jusqu’a atteindre un nombre N d’individus.

3. Appliquer la procédure de tri par crowding et inclure les solutions les mieux réparties
sur les fronts triés F; au vu de la distance de crowding dans P;.

4. Créer la population des individus fils (); 11 a partir de la population P, en utilisant
le tournoi de sélection par crowding et les opérateurs de mutation et de croisement.
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«—— individus rejetés
(réduction de la population)

Classement Tri par
par rang crowding R4
Font 1 | [ ]
P Front2 | N ]
t
Front3 I .
Q [
I

Ri

F1G. 6.11 — Schéma de fonctionnement de NSGA-II, pris de [43]

Avantages

La diversité des solutions non-dominées est introduite par I'utilisation de la procédure
de comparaison de crowding qui est utilisée lors du tournoi de sélection et durant la phase
de réduction de la population (cf. figure 6.11). Dés lors que les solutions sont en compétition
au vu des distances de crowding (mesure de densité de la population dans le voisinage des
solutions), aucun parametre additionnel de nichage n’est nécessaire (tel que ogpqpe utilisé
pour MOGA, NSGA ou le NPGA). D’autre part, et de la méme maniére, la distance de

crowding qui est ici calculée sur I'espace objectif peut ’étre sur I'espace de recherche.
Désavantages

Deés lors que la taille du premier ensemble de solutions non-dominées n’est pas plus

grand que la taille de la population, cet algorithme les préserve toutes. Cependant, lors

des générations suivantes, lors de l'existence de plus de N individus dans I’ensemble

représentant le premier front de solutions non-dominées, des solutions non-dominées peuvent
étre retirées du processus. La convergence de ’algorithme pourrai ainsi étre ralentie.

Un autre désavantage est que le tri sur les solutions non-dominées doit se faire sur une

population de taille 2N au lieu d’une population de taille N pour la plupart des autres

algorithmes.

Conclusion

Les approches d’optimisation multi-objectifs évolutionnaires basées sur la recherche du

front de Pareto sont plus efficaces que celles basées sur 'agrégation d’objectifs et ce d’au-
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tant plus qu’elles utilisent le principe de dominance. De plus, ces méthodes appliquent
des techniques permettant de préserver la diversité, et permettent ainsi d’obtenir un
échantillonnage riche et uniforme du front de Pareto. Aussi, et méme si elles sont cotiteuses
en terme de temps de calcul, elles permettent d’obtenir plusieurs solutions alternatives en
une seule exécution. C’est précisément, I'un des avantages majeurs de I'optimisation multi-
objectifs par évolution artificielle.

L’une des techniques les plus utiles en pratique est I’élitisme qui permet de préserver les
meilleurs individus de chaque génération, mais I'utilisation de 1’élitisme doit étre accom-
pagnée de techniques de préservation de la diversité. Il est ainsi nécessaire de décider du
nombre de solutions élites & préserver et de faire un choix quant a garder les solutions
élites dans la population courante ou d’avoir une population externe incluant les solutions
élites et uniquement utilisée pour la sélection.

Des difficultés apparaissent pour le choix des tailles de populations adéquates ainsi que du
réglage du parametre de sharing. De plus, le sharing ainsi que le crowding ralentissent la

convergence, mais ceci est amélioré par I'utilisation de I’élitisme.

Dans ce chapitre, nous avons choisi d’appliquer I'approche NSGA-II sur le probleme d’op-
timisation topologique de formes avec deux objectifs (poids et rigidité).

6.4 Optimisation topologique multi-objectifs

Les résultats d’optimisation topologique de formes présentés dans les chapitres précédents

concernaient la minimisation du poids de la structure avec une contrainte sur le déplacement
maximal en présence d'un (ou plusieurs) chargements donnés, alors qu’ils peuvent également
étre abordés comme la minimisation simultanée du poids et du ou des déplacements maxi-

maux sous un ou plusieurs chargements. En utilisant les techniques d’optimisation de Pa-

reto (section 6.3), on peut obtenir en un seul essai un échantillonnage du front de Pareto

du probléme. Cette section présente les résultats obtenus sur les deux problémes test de

la plaque console.

6.4.1 Conditions expérimentales

Pour toutes les expériences numériques présentées dans la suite, les parametres ont été
choisis (apres plusieurs tests de robustesse) comme suit: le nombre maximal de sites par
individu est égale a 40 ; la taille de la population est fixée a 300 et le nombre maximum
de générations a 400 ; le taux de croisement est de 0.7 et le taux de mutation de 0.2 par
individu; les poids relatifs de chaque type de mutation sont de 1/2 pour la mutation de

déplacement et 1/6 pour les trois autres types de mutation.
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Les méthodes de remplacement et sélection sont celles de 'approche NSGA-II décrite dans
le paragraphe 6.3.6, avec un tournoi de taille 2. Les temps CPU sont donnés pour des pro-
cesseurs Pentium III & 800MHz.

L’approche proposée a été appliquée sur les deux problemes test de la plaque console,
de dimensions 1 x 2 et 2 x 1, discrétisées respectivement selon un maillage régulier 10 x 20
et 20 x 10.

6.4.2 Résultats et discussion

La figure 6.12 montre un ensemble de structures sélectionnées a partir des résultats obtenus
par trois essais de 'algorithme évolutionnaire multi-objectifs NSGA-II pour le probleme
test du cantilever 10 x 20. Ces structures sont classées par poids décroissant, de gauche a
droite et du haut en bas.

La figure 6.13 représente de méme les résultats pour le probleme de la plaque console
20 x 10.

Les figures 6.14 et 6.15 montrent les fronts de Pareto correspondant aux deux problemes.
En regardant de pres le front de Pareto de la figure 6.15, et en faisant un zoom autour de
la valeur 220 du déplacement maximal, on remarque que 'approche de Pareto a trouvé
un résultat similaire a celui obtenu par 'approche mono-objectif avec une contrainte sur
le déplacement maximal de 220 (cf. chapitre 4, figure 4.14) : les deux structures ont des

comportements mécaniques et un poids tres proches (figure 6.16).

Comparons maintenant les temps de calcul : une seule expérience numérique de I'approche
mono-objectif avec contrainte a pris 27mn, alors que 55mn ont été nécessaire pour un
test multi-objectifs. Mais, d’autre part I'approche multi-objectifs a eu besoin de 100000
évaluation (calculs éléments finis) pour obtenir les meilleurs compromis possibles (front),
alors que I'approche mono-objectif nécessite en moyenne 130000 évaluations. Cependant,
la différence du cout CPU observé est due au traitements spécifiques de I’approche multi-
objectifs, comme la sélection par rang de Pareto et la distance de crowding (cf. section 6.3).
Par contre, cette différence restera la méme quelque soit le cotut d’un calcul de fitness. En

particulier, pour des problemes réels avec des maillages tres fins, elle devient négligeable.

En conclusion, I'approche multi-objectifs permet d’obtenir pour un cout trés voisin d’un
calcul mono-objectif I’ensemble du front de Pareto: 'avantage dans ce contexte est clai-

rement au multi-objectifs!
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Remarque

Notons que de nombreuses structures sans intérét font partie du front de Pareto (la struc-
ture pleine par exemple est optimale en terme de rigidité!) et qu’il faut en général en tenir

compte dans l'algorithme pour éviter que de telles solutions n’envahissent la population.

6.5 Conclusion

L’optimisation multi-objectifs est un axe de recherche fondamental pour les scientifiques
et les ingénieurs, non seulement a cause de la nature multi-criteres des problémes réels,

mais aussi parce qu’il reste plusieurs questions ouvertes dans ce domaine.

Les résultats, sur des cas test simples, présentés dans ce chapitre doivent étre considérés en
tant que validation de ’application d’une approche multi-objectifs évolutionnaire combinée
avec une représentation de Voronoi sur un probleme d’optimisation topologique de formes.
Les tests effectués ont permis d’obtenir un ensemble de structures (un échantillonnage
du front de Pareto) qui sont tres similaires & celles obtenues en utilisant 1’approche

mono-objectif avec contraintes (un test pour chaque structure). Si le but est d’obtenir
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un tel échantillonnage, alors on peut statuer qu’une amélioration de l'effort de calcul a
été réalisée. Cependant, des effort supplémentaires en vue du réglage de la stratégie de
sharing peuvent encore étre accomplis afin d’obtenir une meilleure couverture du front de
Pareto.

De plus, 'approche multi-objectifs permet d’entrevoir de nouvelles perspectives en op-
timisation topologique de formes. Premierement, ces méthodes peuvent étre associées a
d’autres représentations de structures, telles que celles présentées dans le chapitre 4 (par
barres ou par dipoles), ou bien des représentations plus avancées basées sur la modula-
rité (cf. chapitre 4).

Deuxiemement, il existe des criteres & optimiser autres que le poids et la rigidité: I'opti-
misation modale est un domaine pour lequel 'approche multi-objectifs peut générer des
améliorations: le but est généralement de maximiser la plus petite valeur propre, mais il
est également envisageable de vouloir simplement éviter certaines plages de valeurs propres
- autorisant les valeurs au dessus mais également en dessous de la plage interdite. Un autre
type de probléme ou I'optimisation multi-objectifs peut étre utile est celui de 'optimisation
en multi-chargement : au lieu d’agréger tous les cas de charge dans une seule fonction ob-
jectif, I'idée consiste a considérer chaque cas comme un objectif ce qui permettra beaucoup
plus de flexibilité dans la conception finale.



Conclusion et Perspectives

Cette these est consacrée a I'application des algorithmes évolutionnaires au probléeme de
Ioptimisation topologique de formes. Les principales contributions de ce travail concernent
la représentation des structures, c¢’est-a-dire le choix de ’espace de recherche, choix crucial,

qui conditionne la qualité des solutions que l'algorithme peut ensuite trouver.

Dans le domaine de I'optimisation topologique de formes, les algorithmes évolutionnaires
ont permis de résoudre des problémes sur lesquels les méthodes déterministes n’ont pas de
prise, comme dans des contextes différents du contexte de I'élasticité linéaire. Par contre,
la résolution d’un tel probleme a ’aide d’un algorithme évolutionnaire ne saurait se passer
d’une analyse détaillée de la représentation des structures et de la définition de la fonction

performance.

Apres une introduction au domaine de 1’évolution artificielle avec une synthése des prin-
cipales approches (chapitre 1), et une présentation de 1’état de 'art en optimisation de
formes de structures en mécanique de solides (chapitre 2), nous avons présenté dans le
chapitre 3 le probleme mécanique considéré et la fonction performance. Le probléme est
formulé dans un premier temps comme un probleme d’optimisation sous contraintes. Pour
tenir compte de ces contraintes, nous avons proposé deux nouvelles stratégies, basées sur
la pénalité adaptative ajustée automatiquement selon 1’état courant de la population. Les
résultats numériques obtenus sur deux problemes test classiques de I'optimisation topo-
logique de formes ont montré 'efficacité et la robustesse des approches adaptatives par

rapport aux approches statiques et dynamiques utilisées dans des travaux antérieurs.

En ce qui concerne la représentation des structures, 'approche utilisée dans les travaux
antérieurs est basée sur un maillage du domaine de design, dont la complexité était liée

a celle dudit maillage. Afin d’appliquer la méme technique & des maillages tres fins, voir

a des problemes 3D, il fallait changer de représentation. C’est ainsi que, dans un pre-
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mier temps, nous avons proposé et étudié de nouvelles représentations compactes et non
structurées dont la complexité est indépendante de celle de tout maillage (chapitre 4).
Ces représentations sont basées sur la théorie des diagrammes de Voronoi, depuis la
représentation Voronoi simple jusqu’aux plus complexes représentations par dipoles ou
barres. Ces trois types de représentations ont permis d’obtenir des méthodes ou la com-
plexité est auto-adaptative, i.e. pour lesquelles la complexité effective des individus évolue
a travers l'algorithme.

Les résultats obtenus montrent que leur utilisation permet de repousser les limites de
loptimisation topologique de formes évolutionnaire en particulier, des résultats origi-
naux ont pu étre obtenus en dimension 3, et pour des structures tres élancées. Une étude
expérimentale comparative montre que la représentation par barres de Voronoi semble
étre un bon choix pour 'optimisation topologique par algorithmes évolutionnaires en 2D,
réalisant un bon compromis entre la taille du codage des individus et la facilité de recherche
des bonnes solutions. Toutefois, alors que la généralisation des représentations Voronoi et
par dipodles a trois dimensions est immédiate, la représentation par barres de Voronoi de-
mande un peu plus d’efforts. En particulier, il sera sans doute nécessaire d’introduire des
plaques et des barres de différentes sections dans le catalogue des genes élémentaires.

Par ailleurs, nous avons proposés des représentations modulaires, permettant la réutili-
sation d’une partie de la représentation, sur le probleme de cantilever 10 x 1. Les pre-
miers résultats montrent la performance de ces approches surtout au niveau complexité
des individus. Cependant, cette facon de faire "manuelle” est imprécise et nécessite la
présence d’un expert pour guider la conception. Il serait donc intéressant de développer des
représentations hiérarchiques adaptatives permettant I'évolution de la modularité. Deux
approches sont envisagées dans des prochains travaux. D’une part, la représentation dite
“des trous” peut étre complétée par des opérateurs de reproduction des trous codés dans le
génotype lui-méme, et évoluant avec la forme des trous (exemple de tel opérateur : repro-
duction horizontale P fois avec décalage de N cm, ot N et P seraient sujets a I’évolution).
D’autre part, la Programmation Génétique permet de décrire un programme de construc-
tion de la forme cherchée, et qui dit programme dit bien star possibilités de récurrence et
de modularité.

Outre les représentations a base de diagrammes de Voronoi, nous avons proposé la repré-
sentation par IFS dans laquelle la structure est définie indirectement comme l'attracteur
d’un ensemble de transformations contractantes définies sur le domaine de travail (cha-
pitre 5). Les résultats expérimentaux d’une part justifient a posteriori U'introduction de
cette représentation par le fait qu’elle permet d’obtenir des structures plus “découpées”,

mais mettent également en évidences les limites de cette approche.
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Dans le dernier chapitre nous avons reformulé le probléeme de 'optimisation de formes
comme un probléme multi-objectifs et non plus sous contrainte. Nous avons commencé
par une présentation détaillée des méthodes multi-objectifs dans la littérature, accom-
pagnée d’une discussion de leurs avantages et leurs limites. Les approches d’optimisation
multi-objectifs évolutionnaires basées sur la recherche du front de Pareto sont plus efficaces
que celles basées sur 'agrégation d’objectifs puisqu’elles permettent, grace a 'utilisation de
techniques spécifiques, d’obtenir plusieurs solutions alternatives en une seule exécution.
Nous avons choisi d’appliquer 'approche NSGA-II combinée avec la représentation par
diagrammes de Vorornoi sur le probléeme d’optimisation topologique de formes avec deux
objectifs (poids et rigidité). Les premiers résultats obtenus sont excellents: les tests ef-
fectués ont permis d’obtenir en un seul essai un ensemble de structures (un échantillonnage
du front de Pareto) qui sont trés similaires & celles obtenues en utilisant ’approche mono-

objectif avec contraintes (un test pour chaque structure).

Le seul probleme abordé dans cette these a été celui de l'optimisation en rigidité pour
un poids minimum. Il est cependant tres clair que tout probléme mettant en jeu un com-
portement mécanique peut se traiter de la méme maniere. Dans le cadre de 'optimisation
modale, on peut bien sir maximiser la plus petite valeur propre, mais il est également
envisageable de vouloir simplement éviter certaines plages de valeurs propres autorisant
les valeurs au dessus mais également en dessous de la plage interdite. Dans le cadre de
Ioptimisation de mécanismes, ou de propriétés thermo-mécaniques, de nombreuses appli-

cations sont également immédiates a mettre en oeuvre.

De plus, I'approche multi-objectifs ouvre de nouvelles perspectives en optimisation to-

pologique de formes.

Ces méthodes peuvent étre associées aux représentations par barres ou par dipoles,
mais aussi aux représentations plus avancées basées sur la modularité.

— Il est possible de trouver les meilleurs compromis entre plusieurs criteres contradic-
toires, y compris des critéres non différentiables (comme de s’éloigner au maximum
d’une valeur propre donnée).

Il serait intéressant d’appliquer I’approche multi-objectifs sur un probleme d’opti-
misation multi-chargement, en considérant chaque cas comme un objectif ce qui

permettra d’augmenter la flexibilité lors de la conception finale.

Un autre point important est qu’il serait certainement profitable de coupler ’algorithme

évolutionnaire avec les algorithmes d’optimisation de forme déterministes, décrits dans le
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chapitre 2, afin d’ajuster finement les solutions: c’est pour I'ajustement fin que les algo-

rithmes évolutionnaires demandent beaucoup de temps de calcul.

Signalons enfin qu’il est tres facile de paralléliser 'algorithme afin d’accélérer le processus

de recherche.
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