
Algorithmes Evolutionnaires pour l'Optimisation topologiquede FormesHatem Hamda|| |||||-



2



TABLE DES MATI�ERES 1
Table des matières

0 Introduction Générale 5
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Chapitre 0

Introduction Générale

D�eterminer la forme appropri�ee d'une stru
ture est un probl�eme de premi�ere importan
epour l'ing�enieur. Dans tous les domaines de la m�e
anique des stru
tures, l'impa
t de labonne 
on
eption d'une pi�e
e est tr�es important sur sa r�esistan
e, sa dur�ee de vie et sonutilisation en servi
e. On trouve de nombreux exemples d'optimisation de formes, notam-ment dans le milieu industriel. Les objets �a optimiser peuvent être par exemple une ailed'avion, une 
arrosserie de voiture, un pont, ... L'obje
tif est dans 
e 
as double ; il s'agitd'am�eliorer le 
omportement de la stru
ture tout en r�eduisant son 
oût.Le probl�eme type de l'optimisation de formes en m�e
anique des stru
tures est de trouver laforme optimale d'une stru
ture, qui soit �a la fois de poids minimal et de rigidit�e maximalelorsque 
elle-
i est soumise �a des solli
itations donn�ees.Dans les bureaux d'�etudes, on abordait 
e probl�eme en pro
�edant par essais su

essifs,en testant des prototypes dont le design relevait du savoir faire et de l'exp�erien
e del'ing�enieur. Bien que des gains 
onsid�erables en performan
e aient �et�e a
quis par 
etteappro
he, mais elle s'av�ere longue et tr�es 
oûteuse : Il faut d'abord 
on
evoir l'objet,
onstruire un prototype, le tester, le modi�er, en 
onstruire un nouveau, ...Les te
hniques de 
on
eption automatique de formes sont don
 n�e
essaires pour a

�el�ereret r�eduire le 
oût de 
es phases de 
on
eption. Des logi
iels de mod�elisation num�erique etd'optimisation, qui permettent d'analyser de nombreuses possibilit�es sans avoir �a fabriquerde prototypes et qui automatisent la re
her
he de la forme optimale, ont �et�e d�evelopp�es.Parmi les probl�emes d'optimisation de formes on peut distinguer trois grandes famillesde diÆ
ult�e et de g�en�eralit�e 
roissante. La premi�ere est l'optimisation de dimension-nement) : les formes sont param�etr�ees par un nombre �ni de variables (par exemple, une



6 Introdu
tion G�en�erale�epaisseur, un diam�etre, des dimensions). La deuxi�eme est l'optimisation de formesg�eom�etrique 1, elle pr�esuppose que la forme de la stru
ture �nale est 
ompatible ave
une topologie �x�ee au d�epart et interdit don
 des modi�
ations de la 
on�guration de lastru
ture 
omme les 
hangements de sa nature o�u même de la 
onne
tivit�e de ses 
onsti-tuants. La troisi�eme 
at�egorie est l'optimisation topologique de formes, elle permetde modi�er plus fondamentalement la nature de la stru
ture, et ainsi optimiser automati-quement une stru
ture sans au
une restri
tion expli
ite ou impli
ite sur sa topologie. Cedernier type d'optimisation est don
 le plus g�en�eral mais aussi le plus diÆ
ile.Nous nous int�eressons dans 
e travail au probl�eme d'optimisation sous 
ontraintes dans le
ontexte de l'optimisation topologique de formes en m�e
anique des solides. Le probl�eme
onsiste �a trouver la forme optimale d'une stru
ture 
ontenue dans un domaine �x�e (i.eune distribution optimale de mati�ere dans 
e domaine) de telle sorte que le 
omporte-ment m�e
anique de 
ette stru
ture respe
te 
ertaines 
ontraintes - i
i par exemple quele d�epla
ement maximal de la stru
ture soumise �a une ou plusieurs solli
itations donn�eesne d�epasse pas une valeur limite (d�etermin�ee par le 
ahier des 
harges), mais on pour-rait aussi imaginer une borne sur des fr�equen
es propres ou une 
ombinaison de 
rit�eresmettant en jeu la rigidit�e et le 
omportement vibratoire. Le 
rit�ere �a optimiser est i
i lepoids de la stru
ture, mais on pourrait aussi optimiser d'autres 
rit�eres : minimisation d'un�etat de tension, d'un d�epla
ement ; maximisation d'une fr�equen
e fondamentale ou d'une
harge 
ritique ; 
on
eption pour un 
oût impos�e. Pour aborder 
e probl�eme il existe deuxfamilles de m�ethodes : les appro
hes d�eterministes, dont la plus 
onnue est la m�ethoded'homog�en�eisation [18℄, et les m�ethodes fond�ees sur les te
hniques d'optimisation sto
has-tique [99℄.Toutefois, les appro
hes d�eterministes sont prin
ipalement restreintes �a l'�elasti
it�e lin�eari-s�ee ; elles ne permettent de trouver qu'une seule solution (optimum lo
al) ; et elles sont in-
apables de traiter les probl�emes d'optimisation topologiquesmulti-
rit�eres (par exempleoptimiser �a la fois la rigidit�e et les fr�equen
es propres d'une stru
ture) autrement qu'en seramenant �a un seul obje
tif par agr�egation des di��erents 
rit�eres. Une appro
he possiblepour d�epasser 
es limites est o�erte par les m�ethodes d'optimisation sto
hastique, 
ommeles algorithmes �evolutionnaires (AE). L'optimisation topologique de formes est undomaine ou les AE ont �et�e la sour
e d'un grand pas en avant, permettant de r�esoudre desprobl�emes sur lesquels les m�ethodes traditionnelles n'ont pas de prises. Ainsi, des r�esultatsoriginaux en optimisation topologique de formes ont �et�e obtenus dans [99, 100℄ sur l'opti-misation de stru
tures en �elasti
it�e non-lin�eaire, ou pour des 
as de 
hargements multiples.1. en
ore appel�ee analyse de sensibilit�e ou m�ethode de variation de domaine



7Les AE (dont les plus 
onnus sont les algorithmes g�en�etiques) sont des m�ethodes sto-
hastiques d'optimisation globale qui utilisent une m�etaphore { grossi�ere { de l'�evolutiondarwinienne des esp�e
es (les individus les plus adapt�es se reproduisent et survivent) pourre
her
her des optima d'une fon
tion �a l'aide de transformations al�eatoires. Introduitespar Fogel en 1965 [57℄, Re
henberg en 1973 [139℄, Holland en 1975 [88℄, et popularis�epar Goldberg en 1989 [65℄, 
es m�ethodes se distinguent des autres m�ethodes globales depar la manipulation d'une population de solutions et non d'un seul point de l'espa
e dere
her
he. Elles mettent alors en jeu des op�erateurs d'�evolution agissant de mani�ere sto-
hastique sur une partie de la population en imitant les m�e
anismes avan
�es de l'�evolution.Tr�es souvent, l'espa
e de repr�esentation sur lequel on fait e�e
tivement la re
her
he(sur lequel les op�erateurs d'�evolution op�erent), appel�e �egalement l'espa
e des g�enotypes,est di��erent de l'espa
e dans lequel la performan
e est 
al
ul�ee, appel�e l'espa
e des ph�e-notypes. Par exemple, en optimisation de stru
tures, si on 
her
he une forme optimaled�e�nie par sa fronti�ere repr�esent�ee par des splines s'appuyant des points de 
ontrôle ennombre �xe, les g�enotypes sont des ve
teurs r�eels de taille (�nie) donn�ee. En revan
he,l'espa
e des ph�enotypes est l'ensemble des formes dont le 
omportement m�e
anique sert �a
al
uler la fon
tion-obje
tif.Dans le 
ontexte de l'optimisation param�etrique, i.e. lorsque l'espa
e de re
her
he estde dimension �nie, les AE sont simplement une te
hnique de plus, �a la fois une puis-sante m�ethode d'ordre 0 (seules les valeurs de la fon
tion-obje
tif sont n�e
essaires), et unem�ethode globale sto
hastique 
apable de s'�e
happer de minima lo
aux pour trouver unoptimum global, ou même des optima globaux multiples dans le 
as de fon
tions mul-timodales. Les AE ont �et�e employ�es dans de nombreux domaines : pour des probl�emesde 
ombinatoire dis
r�ete (depuis la TSP standard [115℄ ou les probl�emes de 
olorationde graphes [49℄ jusqu'�a des probl�emes r�eels d'attribution de fr�equen
es [48℄ ou de l'em-ploi du temps [128℄), aussi bien que des probl�emes 
ontinus (depuis la 
�el�ebre exp�erien
ed'optimisation de la forme d'une tuy�ere [139, 158℄ jusqu'�a de plus r�e
entes appli
ationsindustrielles [65, 176, 126℄).Toutefois, une parti
ularit�e des AE est son aptitude �a traiter des g�enotypes tr�es in-habituels 
omme les espa
es de graphes, de listes non ordonn�ees. . . La seule 
ontrainteest de fournir une pro
�edure d'initialisation et des op�erateurs d'�evolution qui respe
tentquelques propri�et�es [165℄. En e�et, plus l'espa
e de re
her
he est grand, meilleure serontles solutions mais elles seront d'autant plus diÆ
iles �a atteindre. Pourtant, les su

�esles plus spe
ta
ulaires des AE ont �et�e obtenus en utilisant des repr�esentations non stru
-tur�ees, 
'est-�a-dire des repr�esentations non param�etriques. Reprenons l'exemple des splineset 
onsid�erons maintenant un nombre de n�uds variable (ave
 des positions variables
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tion G�en�erale�egalement) : 
ela donne une repr�esentation non stru
tur�ee et il n'est pas tr�es diÆ
iled'imaginer des op�erateurs d'�evolution adapt�es permettant de faire �evoluer de telles re-pr�esentations. Par exemple, la fameuse exp�erien
e pionni�ere de la tuy�ere par Re
henberget S
hwefel utilisait une repr�esentation de longueur variable [139, 158℄.Mais il y a une �etape suppl�ementaire qui nous �eloigne des repr�esentations dire
tes : dansles appro
hes appel�ees morphog�en�etiques, au lieu de 
her
her une solution du probl�emede d�epart, l'id�ee 
onsiste �a 
her
her un \programme" qui, en s'ex�e
utant, va 
onstruireune solution. La performan
e du programme �etant 
elle de la solution qu'il permet de
onstruire. Toute la programmation g�en�etique (Geneti
 Programming) [103℄ appar-tient �a 
ette 
at�egorie de repr�esentations, et des r�esultats impressionnants ont �et�e obtenusen utilisant 
es te
hniques, par exemple dans le domaine de la 
on
eption de 
ir
uits�ele
troniques analogiques [105℄.Dans le 
adre de l'optimisation topologique de formes, 
ette th�ese s'int�eresse dans unpremier temps aux probl�emes de repr�esentation pour les stru
tures. L'appro
he la plus"naturelle", utilis�ee dans tous les travaux ant�erieurs [27, 99℄, est la repr�esentation pa-ram�etrique dire
te bas�ee sur un maillage donn�e du domaine de travail. Cette repr�esentationpar tableau de bits, bien que tr�es employ�ee et utile pour une premi�ere 
omparaison ave
les appro
hes d�eterministes [99, 100℄ , montre ses limites lorsque l'on veut augmenter la
omplexit�e des maillages. En e�et, la taille d'un individu (le nombres de bits n�e
essairespour d�e
rire un individu) est �egale �a la taille du maillage. Malheureusement, les r�esultatsth�eoriques [32℄ 
omme les 
onstatations empiriques [66℄ indiquent que la taille 
ritique depopulation n�e
essaire pour atteindre la 
onvergen
e augmente au moins lin�eairement ave
la taille de 
haque individu. De plus, les populations plus nombreuses n�e
essitent souventun plus grand nombre de g�en�erations pour 
onverger. Il est don
 
lair que 
ette appro
hedoit restreindre son domaine d'appli
ation �a de maillages grossiers bidimensionnels, alorsque les ing�enieurs ont besoin de �ns maillages tridimensionnels!Ces 
onsid�erations 
onduisent �a la re
her
he de repr�esentations plus 
ompa
tes, dont la
omplexit�e (le nombre de variable de design) ne d�epend pas de 
elle de la dis
r�etisation.Pour obtenir une repr�esentation ind�ependante de la 
omplexit�e une ultime �etape 
onsiste�a la faire �evoluer elle-même en l'ajustant par AE.Pour rem�edier �a 
et in
onv�enient, nous avons explor�e de nombreuses repr�esentations ori-ginales pour les stru
tures, bas�ees sur la th�eorie des diagrammes de Vorono�� [25, 148℄,dont la 
omplexit�e est ind�ependante de 
elle de tout maillage, et auto-adaptative (i.e. la
omplexit�e des solutions est ajust�ee par l'algorithme lui-même), mais qui n�e
essitent tout



9de même des \g�enes" �el�ementaire d�e�nis par le programmeur. Dans 
es nouveaux espa
esde repr�esentations, un individu est une liste non ordonn�ee et de longueur variable : 
esrepr�esentations sont non stru
tur�ees.Par ailleurs, pour prendre en 
ompte les 
ontraintes dans les algorithmes �evolutionnaires,plusieurs m�ethodes ont �et�e mises au point [86℄[77℄. Toutefois, la m�ethode la plus g�en�eralereste la m�ethode de p�enalisation et 
'est aussi la plus simple �a mettre en �uvre : ellene demande que la modi�
ation de la fon
tion obje
tif en introduisant des termes dep�enalisation. Cependant, 
ette appro
he n�e
essite de l'utilisateur un 
hoix d�eli
at de 
es
oeÆ
ients sensibles, qui in
uent grandement sur la qualit�e des r�esultats obtenus. D'o�ul'int�erêt d'essayer d'appliquer une te
hnique adaptative qui ajuste automatiquement lesvaleurs des param�etres en fon
tion de l'histoire de l'�evolution.Nous proposons i
i deux nouvelles m�ethodes de p�enalisation adaptative, en se basant surle prin
ipe qui 
onsiste �a e�e
tuer la mise �a jour des param�etres de p�enalisation en utili-sant les statistiques globales de faisabilit�e 2 dans la population. Le but de 
ette d�emar
heest d'explorer les environs de la fronti�ere de la r�egion admissible en essayant de 
onserverdans la population les individus qui se situent "de part et d'autre" de 
ette fronti�ere. Ene�et, dans de nombreux probl�emes d'optimisation, on sait que la solution se situe sur lafronti�ere de la r�egion admissible. Des te
hniques sp�e
i�ques de traitement des 
ontraintesont �et�e propos�ees pour explorer uniquement 
ette fronti�ere [152, 151℄. Toutefois, pourl'optimisation topologique de formes, ave
 la rigidit�e 
omme fon
tion-obje
tif, bien qu'iln'a pas �et�e �etabli si la solution est sur la fronti�ere du domaine admissible ou pas pourle probl�eme 
ontinu, le bon sens sugg�ere qu'il se trouve "pro
he" de 
ette fronti�ere. Deplus, 
ette fronti�ere est diÆ
ilement 
ara
t�erisable pour 
e probl�eme, mais on peut explo-rer la zone admissible voisine de la fronti�ere grâ
e �a la m�ethode de p�enalisation adaptative.Outre les repr�esentations �a base de diagrammes de Vorono��, nous proposons une autrerepr�esentation { une appro
he morphog�en�etique bas�ee sur la th�eorie des fra
tales { desIFS (Iterated Fun
tion Systems)[39℄, qui est une tentative pour �elargir l'espa
e de re-
her
he de telle sorte qu'au
une hypoth�ese a priori sur la forme des blo
s 
onstitutifsd'une solution n'est plus n�e
essaire : Chaque stru
ture est d�e�nie par l'attra
teur d'unensemble de fon
tions 
ontra
tantes d�e�nies sur le domaine de travail. La propri�et�e, d'untel objet math�ematique, qui motive leur utilisation pour repr�esenter des formes est leur
apa
it�e �a d�e
rire des formes 
omplexes ave
 un petit nombre de param�etres. Cette pro-pri�et�e est �a l'origine du su

�es de la th�eorie des IFS dans le domaine de la 
ompression dusignal, mais elle a de nombreuses autres appli
ations en analyse d'image ou de signal [171℄.2. Un individu respe
tant l'ensemble des 
ontraintes est appel�e faisable ou admissible



10 Introdu
tion G�en�eraleNous nous int�eressons aux IFS mixtes [110℄, et la repr�esentation est bas�ee sur les arbresde la programmation g�en�etique [104℄.Des r�esultats originaux utilisant la repr�esentation Vorono�� 
on�rment la puissan
e de l'ap-pro
he non stru
tur�ee. Des 
omparaisons sur le ben
hmark du 
antilever permettent de
hoisir parmi les di��erentes repr�esentations �a base de diagrammes de Vorono�� et de 
ernerles limites de l'appro
he morphog�en�etique, au moins pour des probl�emes simples d'opti-misation topologique de stru
tures.Mais une autre question importante est 
elle de la modularit�e : par exemple, lors de l'op-timisation de stru
tures �elan
�ees, les solutions optimales retenues par les ing�enieurs jus-qu'alors sont 
onstitu�ees de la juxtaposition de modules �el�ementaires. Or, si l'appro
he�evolutionnaire �a l'aide de repr�esentations de type Vororno�� permet de trouver des solu-tions satisfaisantes, l'algorithme doit "red�e
ouvrir" autant de fois qu'il est n�e
essaire detels modules. Avant d'aller vers des repr�esentations totalement modulaires, nous esquis-sons 
e que pourrait être une repr�esentation modulaire permettant la r�eutilisation d'unepartie de la repr�esentation.Dans la derni�ere partie de 
ette th�ese nous nous int�eressons au probl�eme d'optimisa-tion topologique multi-
rit�eres (ou multi-obje
tifs). Les probl�emes d'optimisation sous
ontraintes sont en fait des probl�emes multi-obje
tifs { il existe des similarit�es 
ertainesentre 
ontraintes et multi-obje
tifs : les 
ontraintes in�egalit�e peuvent être 
onsid�er�ees
omme autant d'obje
tifs, ave
 la di��eren
e que seuls les solutions en de�
�a d'une 
er-taine valeur sont 
onsid�er�ees 
omme valides.L'optimisation multi-obje
tifs 
her
he don
 �a optimiser plusieurs fon
tions obje
tifs (sou-vent 
ontradi
toires) simultan�ement. Contrairement �a l'optimisation mono-obje
tif, la so-lution d'un probl�eme multi-obje
tifs n'est pas une solution unique, mais un ensemble desolution, 
onnu 
omme l'ensemble des solutions Pareto optimales.Ainsi, le probl�eme 
onsid�er�e dans 
ette th�ese, est en fait un probl�eme multi-obje
tifs : on
her
he �a minimiser �a la fois le poids et le d�epla
ement maximal sous l'a
tion du 
harge-ment. Il est bien 
onnu que 
es obje
tifs sont 
ontradi
toires (
'est-�a-dire la diminution dupoids entrâ�ne g�en�eralement la diminution de la rigidit�e et vi
e-versa). Le d�eveloppementdes nouvelles m�ethodes d'optimisation multi-obje
tifs [43℄ permet de 
onsid�erer les deuxobje
tifs simultan�ement et d'essayer d'identi�er l'ensemble des meilleurs 
ompromis pos-sibles entre les obje
tifs, aussi appel�e le front de Pareto. Ce qui permet au d�e
ideur de
hoisir la solution �a partir d'une information 
ompl�ete.



11Nous allons maintenant donner le plan de la th�ese qui 
omporte six 
hapitres.Le premier 
hapitre propose une introdu
tion au domaine de l'�evolution arti�
ielle ave
 unesynth�ese des prin
ipales appro
hes. Apr�es une illustration des origines et du prin
ipe desAE, nous pr�esentons les notions de darwinisme arti�
iel, les te
hniques d'am�elioration.Nous exposons notamment di��erents moyens de repr�esenter un individu, et di��erentsop�erateurs de variation. Ce 
hapitre pr�esente aussi les quatres grandes familles historiquesd'AE et les prin
ipaux r�esultats th�eoriques des algorithmes g�en�etiques.Le deuxi�eme 
hapitre est 
onsa
r�e �a la pr�esentation des di��erents types d'optimisationde formes de stru
tures en m�e
anique de solide, a

ompagn�ee d'une dis
ussion de leursavantages et leurs limites.Le troisi�eme 
hapitre permet d'introduire le probl�eme m�e
anique 
onsid�er�e ainsi qu'unrappel du 
adre th�eorique d�e�ni par Ghaddar et al. [62℄ pour l'optimisation topologiquede formes. Nous pr�esentons notamment la fon
tion performan
e et les di��erentes te
h-niques de p�enalisation pour les AE. Nous introduisons ensuite les deux nouvelles appro
hesadaptatives propos�ees i
i. Une �etude exp�erimentale 
omparative montre, pour le probl�emed'optimisation de formes, la sup�eriorit�e de la strat�egie adaptative par rapport aux autresm�ethodes.Dans le quatri�eme 
hapitre nous introduisons trois repr�esentations bas�ees sur les dia-grammes de Vorono��, ainsi que les op�erateurs de variations asso
i�es. Nous pr�esentons lesr�esultats num�eriques obtenus, ave
 une repr�esentation de Vorono�� simple, sur le probl�emede l'optimisation du moment d'inertie pour une premi�ere validation de l'appro
he, et surplusieurs probl�emes de l'optimisation topologique de formes 
omprenant en parti
ulier desr�esultats originaux sur un probl�eme tridimensionnel. Par ailleurs, nous dis
utons les avan-tages de 
es repr�esentations par rapport �a la repr�esentation standard par tableaux de bits.Une �etude exp�erimentale 
omparative est e�e
tu�ee sur des probl�emes test simples dans lebut de 
omparer les m�erites des trois repr�esentations. La derni�ere se
tion de 
e 
hapitreest 
onsa
r�e �a la repr�esentation modulaire permettant la r�eutilisation d'une partie de larepr�esentation.Le 
inqui�eme 
hapitre est 
onsa
r�e �a l'�etude de l'emploi de la repr�esentation �a base d'IFSmixtes. Nous introduisons bri�evement les bases de la th�eorie des IFS et les algorithmesnum�eriques les plus 
onnus, pour le 
al
ul de l'attra
teur. Nous pr�esentons ensuite lesdi��erents types d'IFS { en parti
ulier les IFS mixtes { ainsi que les r�esultats pr�eliminairesmontrant les avantages potentiels de 
ette appro
he.



12 Introdu
tion G�en�eraleFinalement, dans le sixi�eme 
hapitre, nous rappelons les di��erentes appro
hes multi-obje
tifs utilis�ees dans la litt�erature, a

ompagn�ees d'une dis
ussion de leurs avantageset leurs limites { en parti
ulier, l'appro
he NSGA-II que nous avons 
hoisi d'appliquerdans la suite au probl�eme d'optimisation topologique de formes ave
 deux obje
tifs (poidset rigidit�e). En�n, nous montrons les r�esultats obtenus sur deux probl�emes test de la plaque
onsole.La derni�ere partie tire les 
on
lusions de 
e travail, et ouvre des voies pour des re
her
hesult�erieures.
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1.1. Introdu
tion 15

1.1 IntroductionLes algorithmes �evolutionnaires (AE) [16℄ sont des m�ethodes d'optimisation sto
hastiquebas�ees sur une imitation grossi�ere de l'�evolution naturelle des populations. M�ethodes glo-bales d'ordre 0, leur robustesse et leur souplesse leur permettent d'attaquer la r�esolutionnum�erique de probl�emes diÆ
iles �a r�esoudre autrement. Mais 
'est leur 
apa
it�e �a tra-vailler sur des espa
es de re
her
he non standards qui leur ouvre les perspe
tives les plusoriginales. Bien que simplistes du point de vue d'un biologiste, 
es algorithmes sont suÆ-samment 
omplexes pour fournir des m�e
anismes de re
her
he adaptatifs et robustes.Les algorithmes d'�evolution ont un m�e
anisme de base 
ommun : 
elui-
i 
onsiste �a faire�evoluer une population par transformation al�eatoire de 
ertains de ses �el�ements, et appli-
ation du prin
ipe de la s�ele
tion naturelle. Plusieurs te
hniques ont �et�e �elabor�ees dont lesprin
ipales sont les suivantes :{ Les Algorithmes G�en�etiques (Geneti
 Algorithms : GA), 
e sont probablement lesalgorithmes les plus 
onnus et utilis�es dans le 
al
ul �evolutionnaire. Ils ont �et�ed�evelopp�es dans les ann�ees 60 par Holland [87℄ [88℄, pour �etudier le pro
essus 
om-plexe d'adaptation des esp�e
es naturelles. Plus pr�e
is�ement, pour l'optimisation pa-ram�etrique, par De Jong en 1975 [46℄ et Goldberg en 1989 [65℄.{ Les Strat�egies d'�evolution (Evolution Strategies : ES) ont �et�e d�evelopp�es en Alle-magne (Re
henberg 1973 [139℄, S
hwefel 1981 [158℄), pour r�esoudre des probl�emesnum�eriques d'optimisation dans l'espa
e des param�etres r�eels.{ La Programmation �evolutionnaire (Evolutionnary Programming : EP), est apparueaux Etat-Unis (L.J Fogel 1966 [57℄) dans l'espa
e des automates �a �etats �nis pourle pr�edi
tion de s�eries temporelles.{ La Programmation G�en�etique (Geneti
 Programming : GP) (Koza 1992 [103℄) 
onsiste�a faire �evoluer des stru
tures d'arbres repr�esentant des programmes.Bien que les appli
ations des algorithmes �evolutionnaires soient diverses et vari�ees (
'est
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ielleainsi qu'ils ont donn�e de bons r�esultats dans di��erents domaines : optimisation de forme enm�e
anique des solides et en a�erodynamique, re
her
he op�erationnelle et g�enie industriel,automatique, ...), l'�etude math�ematique de 
es algorithmes reste en
ore bien limit�ee fa
e �aleur 
omplexit�e th�eorique et il a fallu attendre les ann�ees 90 pour que des d�emonstrations
ompl�etes et rigoureuses de 
onvergen
e en probabilit�e soient �etablies (Cerf [31, 32℄, Ru-dolph [141, 142℄). N�eanmoins, 
es r�esultats th�eoriques sont diÆ
ilement exploitables dansla pratique.
1.2 Principe d’un algorithme d’évolutionCette se
tion pr�esente les id�ees de base des algorithmes �evolutionnaires. Pour optimiserune fon
tion-obje
tif donn�ee F (appel�ee aussi performan
e ou �tness) d�e�nie sur un es-pa
e de re
her
he E, une population d'individus (points de E) est soumise �a une suite deg�en�erations (la population initiale est tir�ee au hasard dans E). Une g�en�eration 
ommen
epar la s�ele
tion de quelques individus bien adapt�es (par rapport �a F) pour la reprodu
-tion. Ces individus engendrent une des
endan
e en utilisant des op�erateurs sto
hastiquesappel�es 
roisement pour les op�erateurs binaires, et mutations pour les op�erateurs unaires(agissant sur un seul individu). En�n, quelques-uns des des
endants rempla
ent 
ertainsdes parents pour terminer le pro
essus de g�en�eration. Les paradigmes de s�ele
tion et derempla
ement, qui repr�esentent les �etapes de la r�egle Darwinienne de la survie du mieuxadapt�e, peuvent être sto
hastiques ou d�eterministes. Comme dans l'�evolution naturelle,on esp�ere l'�emergen
e progressive d'individus de mieux en mieux adapt�es : les meilleursindividus de la population �nale (au regard de F) devraient être pro
hes de solutions duprobl�eme d'optimisation pos�e.L'espa
e de repr�esentation sur lequel on fait e�e
tivement la re
her
he (sur lequel lesop�erateurs d'�evolution op�erent), appel�e �egalement l'espa
e des g�enotypes, est souventdi��erent de l'espa
e dans lequel la performan
e est 
al
ul�ee, appel�e l'espa
e des ph�enotypes.Pour passer de l'espa
e des ph�enotypes �a l'espa
e des g�enotypes, une �etape de mod�elisationsuppl�ementaire, ou 
odage, est n�e
essaire. Par exemple, en optimisation de stru
tures, sion 
her
he une forme optimale d�e�nie par sa fronti�ere repr�esent�ee par des splines s'ap-puyant sur des points de 
ontrôle en nombre �xe, les g�enotypes sont des ve
teurs r�eels detaille (�nie) donn�ee. En revan
he, l'espa
e des ph�enotypes est l'ensemble des formes dontle 
omportement m�e
anique sert �a 
al
uler la fon
tion-obje
tif.L'algorithme se d�eroule 
omme suit (
f. la �gure 1.1),1. Une population de p individus est initialis�ee al�eatoirement.2. La �tness de 
haque individu de la population est �evalu�ee.
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Fig. 1.1 { Prin
ipe g�en�eral de fon
tionnement d'un algorithme d'�evolution3. Le pro
essus suivant est it�er�e jusqu'�a satisfa
tion d'un 
rit�ere d'arrêt.{ S�ele
tionner les individus les plus performants (au sens de F) de la population,les re
opier pour former une nouvelle population de même taille. Les modes des�ele
tion peuvent être d�eterministes ou sto
hastiques.{ Cr�eer une nouvelle population en appliquant les op�erateurs de variation :
Opérateur de croisement : re
ombiner des parties de deux individus pouren obtenir deux nouveaux. Cet op�erateur est appliqu�e ave
 une probabilit�edonn�ee p
.
Opérateur de mutation : modi�er al�eatoirement un individu ave
 une proba-bilit�e pm. La mutation introduit la diversit�e dans la population.{ �Evaluer la �tness de 
haque individu de la nouvelle population.{ Rempla
er 
ertains individus de l'an
ienne population par les meilleurs indivi-dus de la nouvelle population.Le 
rit�ere d'arrêt peut prendre plusieurs formes : par exemple nombre maximum d'it�erationsou d'�evaluations, stagnation de la valeur de la �tness du meilleur individu.Sous la pression du milieu, les individus se reproduisent, se 
roisent (�e
hangent des in-formations) et mutent (explorent de nouvelles r�egions de l'espa
e de re
her
he). Ainsi, aubout d'un 
ertain nombre de g�en�erations, on esp�ere que les individus les plus performantsvont apparâ�tre dans la population (les optima de F).
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ielleSi les individus d'une population se ressemblent trop, les populations suivantes risquentde devenir de plus en plus homog�enes. Dans 
e 
as, l'�evolution d'une population risquede se r�esumer �a l'�evolution d'un seul individu dominant, r�eduisant ainsi l'exploration del'espa
e de re
her
he (
onvergen
e pr�ematur�ee). Pour e�e
tuer une re
her
he eÆ
a
e, ilfaut don
 maintenir un �equilibre entre l'exploitation des bonnes solutions ren
ontr�ees etl'exploration de zones in
onnues de E. Un ex
�es d'exploitation peut 
onduire �a une 
onver-gen
e pr�ematur�ee (enlisement dans un optimum lo
al) tout 
omme un ex
�es d'explorationpourrait 
onduire �a une quasi re
her
he al�eatoire (pas de 
onvergen
e).Nous allons dans la suite de 
e 
hapitre d�etailler les divers �etapes d'un algorithme d'�evolution.
1.3 Initialisation de la populationLe 
hoix d'une population de N individus P (0) = fX1; : : : XNg se fait, en g�en�eral, pardes tirages uniformes dans l'espa
e de re
her
he E en veillant �eventuellement �a 
e que lesindividus produits respe
tent les 
ontraintes. Par ailleurs, si on dispose d'informations apriori sur le probl�eme indiquant une r�egion o�u l'on est sûr de trouver l'optimum, il parâ�tbien �evidemment naturel d'ajouter manuellement de bonnes solutions dans la populationinitiale, tout en assurant une diversit�e suÆsante de la population. La population initialepeut aussi être le r�esultat d'une �evolution pr�e
�edente.
1.4 Darwinisme artificiel / moteur d’évolutionLa partie darwinienne de l'algorithme �evolutionnaire 
omprend deux �etapes : l'�etape dereprodu
tion a�n de s�ele
tionner les parents qui vont se reproduire et l'�etape de rempla
e-ment, qui rempla
e les individus non s�ele
tionn�es par 
eux d�esign�es �a survivre (�gure 1.1).La s�ele
tion est un op�erateur essentiel dont le prin
ipe 
onsiste �a permettre aux meilleursindividus d'une population de se reproduire. Le r�eglage de 
e m�e
anisme est d�eterminantdans le 
omportement de l'algorithme d'�evolution : un ex
�es de s�ele
tion 
onduit �a uneperte de diversit�e (et r�esulte en des zones inatteignables de l'espa
e de re
her
he), et uneinsuÆsan
e peut mener �a une mar
he al�eatoire (pas de 
onvergen
e). On trouve dansla litt�erature un nombre important de strat�egies de s�ele
tion plus ou moins adapt�eesaux probl�emes qu'elles traitent. Une �etude de plusieurs pro
�edures de s�ele
tion a �et�er�ealis�ee [64, 24℄ et a permis de 
omparer di��erents prin
ipes possibles en fon
tion deplusieurs quantit�es que sont :{ la pression de s�ele
tion : l'esp�eran
e du nombre de 
opies du meilleur individu;
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e de la s�ele
tion : varian
e normalis�ee de la distribution des �tness dela population apr�es appli
ation de la s�ele
tion ;{ la perte de diversit�e : le nombre d'individus non s�ele
tionn�es.Nous pr�esentons i
i les pro
�edures de s�ele
tion plus fr�equemment ren
ontr�ees.
1.4.1 Sélection proportionnelle

La sélection par rouletteIntroduite par Holland [88℄, elle 
onsiste �a repr�esenter sur une roulette 
ha
un des in-dividus de la population P (t) = fX1; : : : ;XNg par une se
tion (
f. �gure 1.2) qui estproportionnelle �a leur �tness. Ensuite, on lan
e N fois la roulette et on s�ele
tionne 
ha
undes gagnants. Autrement dit la probabilit�e de s�ele
tionner l'individu Xi de la populationest F(Xi)Pj2f1:::Ng F(Xj) .L'esp�eran
e ni de nombre de 
opies d'un �el�ement Xi de la population 
ourante est donn�epar l'expression : ni = N:F(Xi)Pj2f1:::Ng F(Xj)
X 1

X 2

X 3

X 4

Fig. 1.2 { Roue de loterie pour une population de 4 individus ave
 F(Xi) = f50;25;15;10g.Pour tirer un parent il suÆt de \faire tourner" la roue ; si elle s'arrête sur la 
ase i, Xiest s�ele
tionn�e.Cette m�ethode de s�ele
tion favorise les meilleurs individus, mais les mauvais ont toutde même des 
han
es d'être s�ele
tionn�es. Par 
ontre, le 
oût d'ex�e
ution et la varian
esont �elev�es. La perte de diversit�e est aussi possible 
ar le nombre de 
opies obtenuesdes meilleurs individus (voir uniquement du meilleur) peut repr�esenter l'ensemble de lapro
haine population.
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La sélection avec reste stochastiqueLa s�ele
tion ave
 reste sto
hastique (Baker [12℄) s'inspire fortement de la s�ele
tion parroulette, sauf qu'elle ajoute un aspe
t d�eterministe. Dans 
ette appro
he le nombre e�e
tifde 
opies de l'individu Xi sera au moins �egal �a la partie enti�ere de son esp�eran
e ni :E(N F(Xi)Pj2f1:::Ng F(Xj) )Ainsi, un individu ave
 une fon
tion d'adaptation (�tness) sup�erieure ou �egale �a la moyennedes fon
tions d'adaptation de la population aura un nombre de 
opies sup�erieur �a 1. Lereste d�e
imal est s�ele
tionn�e par roulette (si le nombre d'individus n�e
essaires n'est pasatteint, la partie d�e
imale est utilis�ee 
omme probabilit�e de s�ele
tion de l'individu et 
ejusqu`�a obtention du nombre d'individus requis). L'int�erêt de 
ette s�ele
tion est qu'ellediminue la varian
e (pour une petite population).Au 
ours de l'�evolution d'une population, ave
 la s�ele
tion proportionnelle, les individusayant les meilleurs performan
es sont reproduits plus souvent que les autres et rempla
entg�en�eralement les moins bons. Si la pression de s�ele
tion est �elev�ee, le risque de 
onver-gen
e pr�ematur�ee est important. C'est le 
as si un super individu, plus performant que lesautres, devient majoritaire dans la population qu'il �nit par envahir 
ompl�etement. Dansl'exemple de la �gure 1.3 le se
ond mode M2 risque d'être le seul repr�esentant pour lag�en�eration suivante et seule la mutation pourra aider �a atteindre l'obje
tif global M1 auprix de nombreux essais su

essifs.

M 2

y

x

individu

M 1

Fig. 1.3 { Exemple o�u les s�ele
tions 
lassiques risquent de ne reproduire qu'un individu.Pour �eviter 
ette situation , il a �et�e d�evelopp�e d'autres pro
�ed�es, sans modi�er le prin
ipede s�ele
tion, qui empê
he les meilleurs individus d'�eliminer 
ompl�etement les mauvais.
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Mise à l’échelle (scaling)La mise �a l'�e
helle est la te
hnique la plus r�epandue pour �eviter une trop rapide 
onvergen
eou une uniformisation de la population. Le prin
ipe 
onsiste �a d�eformer arti�
iellementle 
rit�ere original a�n de r�eduire les �e
arts de �tness entre les individus au d�ebut du pro-
essus d'�evolution (exploration plus large de l'espa
e de re
her
he) et de les a

entuer �ala �n (lorsque la population 
ommen
e �a 
onverger et les �tness des individus deviennentpresque toutes 
omparables). Pour 
ela la �tness r�eelle Fr est rempla
�ee par une �tnessmise �a l'�e
helle Fs, qui sera utilis�ee lors de la s�ele
tion.Parmi les fon
tions de mise �a l'�e
helle on peut envisager1. la mise �a l'�e
helle lin�eaire : Fs = a(t):Fr + b(t), o�u a et b sont deux fon
tions dela g�en�eration 
ourante t. En d�ebut de l'�evolution, le 
oeÆ
ient a est inf�erieur �a 1, 
equi permet de r�eduire les �e
arts de �tness et don
 favoriser l'exploration de l'espa
e.En �n de l'�evolution, a est sup�erieur �a 1, 
e qui permet d'a

entuer les �e
arts de�tness et favoriser les meilleurs.2. la mise �a l'�e
helle exponentielle (
f. �gure 1.4) : Fs = F b(t)r , o�u t d�esigne lag�en�eration 
ourante.Suivant les valeurs de b on observe :{ b pro
he de z�ero : une r�edu
tion importante des �e
arts de �tness; au
un individun'est vraiment favoris�e.{ b pro
he de 1 : une mise �a l'�e
helle inop�erante.{ b > 1 : des �e
arts a

entu�es, seuls les bons individus sont s�ele
tionn�es 
e quiproduit l'�emergen
e des optimum (lo
aux).

maxmoymin

max’

moy’

min’

b = 1

b > 1

b < 1PSfrag repla
ementsFs = aFr + b
Fs

Fr
Fs = F br

Fig. 1.4 { Fon
tion de mise �a l'�e
helle exponentielle.
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ielleUne autre m�ethode �egalement tr�es utilis�ee est la s�ele
tion par le rang, m�ethode qui �eliminele probl�eme de l'in
uen
e d'un seul individu.
Sélection par RangLa s�ele
tion par rang a �et�e propos�ee par Baker [13, 69℄. Le prin
ipe de 
ette s�ele
tion
ommen
e par un tri des individus par ordre de �tness, puis asso
ie une probabilit�e des�ele
tion pi �a 
haque individu en fon
tion de son rang.Parmi les distributions typiques, il y a :1. la distribution lin�eaire [13℄ d�e�nie parpi = 1N (�min + (�max � �min) i� 1N � 1) ;o�u �maxN est la probabilit�e de s�ele
tionner le meilleur individu et �minN est la probabilit�ede s�ele
tionner le moins bon. La somme des probabilit�es doit être 1, et don
 �max =2� �min, 
e qui entraine 0 < �min < �max 6 2.2. la distribution exponentielle : pi = a:eb:r(i)+ 
, o�u r(i) est le rang de l'individu i.Cette s�ele
tion ne g�en�ere pas de 
onvergen
e pr�ematur�ee, ni de stagnation en �n d'�evolution.Mais elle requiert un tri des individus qui peut être 
oûteux en temps de 
al
ul dans le
as de grandes populations.
1.4.2 Sélection par tournoiLa s�ele
tion par tournoi n'utilise aussi que des 
omparaisons entre les individus, et nen�e
essite même pas de tri de la population. Elle poss�ede un param�etre T , qui est la tailledu tournoi. Pour s�ele
tionner un individu, on en tire T uniform�ement dans la population,et on s�ele
tionne d'une mani�ere d�eterministe le meilleur de 
es T individus. Au 
oursd'une g�en�eration il y a autant de tournois que d'individus �a s�ele
tionner. Cette m�ethodeest 
ara
t�eris�ee par une pression de s�ele
tion en g�en�eral plus forte que les m�ethodes pro-portionnelles (pour qu'un individu peu performant puisse être s�ele
tionn�e, il faut que sesadversaires soient en
ore moins bon que lui). De plus, elle est la moins 
h�ere en terme de
oût d'ex�e
ution ; elle est peu sensible aux erreurs sur F , fa
ilement param�etrable par lavaleur de T , et ne 
onduit pas �a une 
onvergen
e pr�ematur�ee. Par 
ontre, sa varian
e est�elev�ee [45℄. A noter que le tournoi de taille 2 et la s�ele
tion lin�eaire par le rang (�max = 2)ont la même esp�eran
e.
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1.4.3 Le remplacementDiverses strat�egies de rempla
ement peuvent être utilis�ees, le prin
ipe �etant de rempla-
er l'an
ienne population par une nouvelle, obtenue apr�es appli
ation d'op�erateurs devariation. Dans les algorithmes g�en�etiques standards, le rempla
ement est g�en�erationnel,
'est-�a-dire que la population des enfants rempla
e purement et simplement la populationparente. Par 
ontre, dans le Steady State GA - SSGA (
f. se
tion 1.8.1), seul un pour
en-tage des meilleurs enfants rempla
e des individus de l'an
ienne g�en�eration. Il existe dansSSGA d'autres strat�egies de rempla
ement dont :{ le rempla
ement syst�ematique du plus mauvais individu ;{ le rempla
ement al�eatoire (en faisant attention �a maintenir une strat�egie de re
her
he
oh�erente).Le but du SSGA est d'augmenter la vitesse de 
onvergen
e de l'algorithme g�en�etiquesimple, mais il peut 
ependant engendrer une 
onvergen
e rapide vers des optima lo
aux.Une autre te
hnique de rempla
ement est le rempla
ement d�eterministe, utilis�e dans lesstrat�egies d'�evolution (ES). Son 
ara
t�ere purement d�eterministe lui donne un rôle 
lefdans l'�evolution vu qu'il guide la re
her
he vers les zones des meilleurs individus. S
hwefela introduit deux s
h�emas distin
ts [157, 158℄ :{ Le s
h�ema (�;�)-ES : on d�esigne par � le nombre d'individus de la population quig�en�ere � > � nouveaux individus (par mutation et 
roisement). Le rempla
ements'op�ere en s�ele
tionnant les � meilleurs individus parmi l'ensemble des � enfants.{ Le s
h�ema (�+�)-ES : ave
 
e s
h�ema, la s�ele
tion 
her
he les � meilleurs individusparmi l'union des � parents et � enfants.Le rempla
ement (� + �) est �elitiste et il garantit une am�elioration monotone de la �t-ness du meilleur individu au 
ours des g�en�erations, mais il s'adapte mal �a un �eventuel
hangement d'environnement. Par 
ontre, ave
 le rempla
ement (�;�), on peut perdre lesmeilleurs individus, mais l'algorithme est plus 
exible en 
as de 
hangements d'environ-nement (optimisation dynamique).Il est �a noter que l'�elitisme est souvent utilis�e. Ce m�e
anisme permet de maintenir lesmeilleurs individus (souvent le meilleur uniquement) de la population �a la g�en�eration tdans la pro
haine population (g�en�eration t+ 1) s'il n'y a pas d'enfants meilleurs que lui.
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1.5 Le nichagePour 
ertains probl�emes pr�esentant plusieurs optima quasi-�equivalents, la te
hnique demise �a l'�e
helle, en �n de 
onvergen
e, va favoriser le mode dominant (super individu)et ne permet pas de donner les modes quasi-optimaux. Pour �eviter le rassemblement desindividus autour d'un mode dominant et assurer une 
ertaine diversit�e dans la population,plusieurs te
hniques de ni
hage ont �et�e propos�ees [144℄. Ces te
hniques ont pour obje
tif laformation et le maintien de sous-populations (ni
hes) dans la même population (�gure 1.5)dont le but de favoriser la r�epartition des individus sur les di��erents optima de la fon
tion�a optimiser F .

y

x

des sous−populations
PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brFig. 1.5 { E�et du ni
hage sur une population.
1.5.1 Le partage (Sharing)Le partage a �et�e introduit par Goldberg et Ri
hardson en 1987 [68℄. Son but prin
ipalest de p�enaliser les �tness en fon
tion du taux d'agr�egation de la population dans levoisinage d'un individu : plus un individu a de semblables dans son voisinage, plus sa�tness sera p�enalis�ee. Il faut don
 �xer une distan
e �share, permettant de rep�erer lesindividus pro
hes. La p�enalisation des individus pro
hes se fait en utilisant une �tnessauxiliaire (
omme pour la mise �a l'�e
helle) qui sera utilis�ee par la s�ele
tion. Cette nouvelle�tness est 
al
ul�ee de la fa�
on suivante :Fs(Xi) = Fr(Xi)PNj=1S(d(Xi;Xj))ave
 S(d(Xi;Xj)) d�esigne la similarit�e (distan
e) entre deux individus. Elle est �egale �a 1si les deux solutions sont identiques, 0 si la distan
e d entre eux d�epasse le seuil �share et
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hage 25une valeur interm�ediaire pour les degr�es de dissimilarit�e interm�ediaires. La fon
tion S laplus utilis�ee est : S(d(Xi;Xj)) = ( 1� ( d�share )� si d(Xi;Xj) < �share0 sinonLa �gure 1.6 donne l'allure de S(d) pour di��erentes valeurs de �.
α =  1

α >  1

α <  1

1

1

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F br d�share
S( d�share )

Fig. 1.6 { Allure de S( d�share ).Le sharing 
lassique n�e
essite une 
omparaison deux �a deux des individus et induit une
omplexit�e en O(N2). Pour r�eduire 
ette 
omplexit�e, une autre te
hnique de sharing a�et�e d�evelopp�ee (
f. X.Yin et N.Germay [175℄), bas�ee sur un 
lustering pr�ealable, dont la
omplexit�e est O(N logN). On trouvera plus de d�etails sur le sharing dans les r�ef�eren
es[65℄ [144℄.
1.5.2 L’éclaircissement (Clearing)L'�e
lair
issement est une autre version de ni
hage d�evelopp�ee par Petrowski en 1996 [133℄,o�u toutes les ressour
es d'une sous-population sont r�eserv�ees au meilleur du groupe, aulieu d'être partag�ees par tous les membres (
f. [133℄ pour plus de d�etails). Cette m�ethodea l'avantage de 
ontrôler la densit�e des points dans 
haque r�egion de l'espa
e de re
her
he.En plus, sa 
omplexit�e est inf�erieure �a 
elle du partage 
lassique (O(C:N), o�u C est lenombre de sous-populations).
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1.5.3 Le surpeuplement (Crowding)Initialement propos�e par De Jong [46℄, le 
rowding est bas�e sur l'analogie naturelle ave
 la
omp�etition entre les individus pour l'a
quisition de ressour
es [111℄. Ainsi des individusdissemblables o

upant des domaines di��erents de l'espa
e d'�etat ne sont pas en positionde rivalit�e pour a

�eder aux ressour
es (�tness). �A l'inverse, des individus pro
hes dansl'espa
e d'�etat visent �a o

uper le même sous-domaine et sont don
 en 
omp�etition pourfaire augmenter leur �tness. Dans 
e 
as les individus les plus forts vont don
 
hasserles plus faibles �a 
ondition qu'ils soient en 
omp�etition ave
 eux. En terme d'algorithmed'�evolution, on simule 
e prin
ipe de la fa�
on suivante.On 
ommen
e par s�ele
tionner deux parents dans la population (P1 et P2). On g�en�ereensuite deux enfants (E1 et E2) par 
roisement et mutation. Ensuite, on les met en
omp�etition (tournoi) ave
 les parents. Pour r�ealiser 
e tournoi, on re
her
he d'abordles 
ouples parents-enfants les plus pro
hes puis on applique la loi du plus fort. Les indi-vidus ainsi s�ele
tionn�es sont ensuite ins�er�es dans la nouvelle population 
orrespondant �ala g�en�eration suivante. Ainsi, lorsqu'un enfant est meilleur que les parents, il rempla
e leparent le plus pro
he a�n d'assurer la des
endan
e dans 
ette zone d'espa
e. Ce pro
�ed�eest ensuite it�er�e N=2 fois a�n de 
ompl�eter la nouvelle g�en�eration.
1.6 Représentation d’un individu

1.6.1 Le principeLe 
odage (ou repr�esentation) d'un individu (
f. se
tion 1.2) doit englober les 
ara
t�eris-tiques fondamentales du probl�eme, il doit aussi être manipulable par des op�erateurs devariation, minimiser l'�epistasie (ind�ependan
e des g�enes entre eux), permettre une trans-formation fa
ile sur l'espa
e de re
her
he et g�en�erer, si possible, des solutions admissibles.Un bon 
odage doit ainsi :{ fa
iliter la d�e�nition et l'appli
ation d'op�erateurs de variation (transformations g�e-n�etiques : mutation, 
roisement, ...) permettant de 
ouvrir 
orre
tement l'espa
e desindividus ;{ être 
oh�erent par rapport au probl�eme trait�e et simple dans sa 
onstru
tion ;{ assurer une transition simple et eÆ
a
e vers l'espa
e de re
her
he (et vi
e-versa).
1.6.2 La représentation binaireHistoriquement le 
odage utilis�e par les algorithmes g�en�etiques �etait un 
odage en ve
teursbinaires (appel�es aussi 
hâ�nes de bits) de longueur �xe l. Pour un probl�eme mettant en jeudes variables enti�eres, on peut repr�esenter 
ha
une de 
es variables par un ve
teur binaire



1.6. Repr�esentation d'un individu 27a = (a1; : : : ;al) 2 f0;1gl. Dans le 
adre des probl�emes d'optimisation param�etrique
ontinue, si on se donne une fon
tion �a optimiser,F : nYi=1[ui;vi℄ �! R (ui < vi)on d�e
oupe la 
hâ�ne de bits en n segments binaires, g�en�eralement, de longueur �egale :l = nlx. Ensuite, on 
onsid�ere 
ha
un des segments (a(i�1)lx+1; : : : ;ailx) (i = 1 : : : n) 
ommela repr�esentation binaire d'une variable r�eelle xi 2 [ui;vi℄. Le d�e
odage du segment binairese fait via l'utilisation d'une fon
tion �i : f0;1gl �! [ui;vi℄ d�e�nie par (
f. [10℄)�i(a(i�1)lx+1; : : : ;ailx) = ui + vi � ui2lx � 1(lx�1Xj=0 a(ilx�j)2j)La �gure 1.7 repr�esente un exemple de 
odage binaire sur l'intervalle [0;1℄.
1000000 1 1 1 1 10.00 1.00

0 1

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share ) 5Xi=0 ai2i63
Fig. 1.7 { Exemple de 
odage binaireCependant, 
e type de 
odage pr�esente des in
onv�enients :{ deux �el�ements pro
hes dans l'espa
e de re
her
he ne d�e
odent pas n�e
essairementdeux individus voisins en terme de distan
e de Hamming (nombre de bits di��erents).On �evite 
et in
onv�enient en utilisant un 
odage de Gray (
f. [41℄ pour les d�etailsde 
e type de 
odage) qui 
onserve une distan
e de Hamming de \1" entre deuxindividus 
ons�e
utifs quel
onques.{ de plus, pour des probl�emes o�u l'on veut une grande pr�e
ision, le 
odage binaire peutrapidement devenir inadapt�e.Ces in
onv�enients am�enent �a utiliser un autre type de repr�esentation : la repr�esentationr�eelle.
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1.6.3 La représentation réelleIntroduite ind�ependamment par l'�e
ole allemande des strat�egies d'�evolution [138℄[157℄,la repr�esentation r�eelle a �et�e introduite dans les ann�ees 80-90 notamment par Eshelmanet S
ha�er [51℄, Mi
halewi
z [90℄ et Rad
li�e [135℄ pour les autres types d'algorithmes�evolutionnaires.Le prin
ipe de 
ette repr�esentation 
onsiste �a 
oder dire
tement les variables du probl�emedans l'individu sans passer par le 
odage binaire interm�ediaire. Ainsi, les individus nesont plus des 
hâ�nes de bits mais des ve
teurs r�eels. L'un des avantages majeur de 
etterepr�esentation est de 
onserver les variables du probl�eme dans le 
odage lui-même, 
e quilui permet une meilleure prise en 
ompte de la stru
ture même du probl�eme [135℄. Cetterepr�esentation dire
te des param�etres r�eels n�e
essite de d�e�nir de nouveaux op�erateurssp�e
i�ques (se
tion 1.7.1). Nous pr�esentons 
i-apr�es les prin
ipaux op�erateurs g�en�etiques
lassiques qui agissent sur les 
odages binaire et r�eel. Cette pr�esentation permet d'intro-duire les op�erateurs standards, pour le 
as �e
h�eant, les utiliser ou s'en inspirer pour desprobl�emes sp�e
i�ques (
f. par exemple 
hapitre 4).
1.7 Opérateurs de variationLes op�erateurs de variation ont pour but de produire de nouveaux individus �a partir de 
euxpr�ealablement s�ele
tionn�es. On distingue les op�erateurs de 
roisement et les op�erateurs demutation.
1.7.1 Le croisementIl est analogue �a une reprodu
tion sexu�ee en s'appuyant sur le prin
ipe que les enfantsh�eritent des qualit�es de leurs parents. La forme standard de l'op�erateur de 
roisement est
 : E�E ! E�E, qui 
roise, ave
 une 
ertaine probabilit�e p
 (0 6 p
 6 1), deux parents(P1;P2) 2 E � E. D'autres formes de 
roisement sont possibles 
omme 
elle o�u un seulenfant est produit par plusieurs parents. Parmi les di��erents types majeurs de 
roisement,il y a :
Croisement binaireC'est un op�erateur sur E � E ! E � E, ave
 E = f0;1gl. Il 
orrespond �a un �e
hange deg�enes (bits) entre les parents. Il en existe plusieurs variantes :
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roisement 1-pointC'est le 
roisement le plus simple et le plus 
lassique dans les algorithmes g�en�etiques.Il 
onsiste �a s�ele
tionner al�eatoirement un point de 
oupure dans 
ha
un des deux parentsP1 et P2, et 
onstruire deux nouveaux individus (enfants) E1 et E2 en �e
hangeant leursg�enes de part et d'autre de 
e point (
f. �gure 1.8).
P1

P2

E1

E2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

0 0

000

11

11

1

1

0

0

0

0

11

111

0

Un point de croisement choisi aleatoirement

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 1.8 { Le 
roisement binaire �a un pointLe 
roisement multi-pointsLe 
roisement multi-points est une g�en�eralisation du 
roisement �a un point : au lieu de
hoisir un seul point de 
oupure, on en s�ele
tionne k. La �gure 1.9 repr�esente un 
roise-ment �a deux points : on s�ele
tionne al�eatoirement deux points de 
oupure dans P1 et P2et on �e
hange leurs g�enes qui se trouvent entre 
es deux points pour former E1 et E2.
E1

E2

P1

P2

1 1 1 1 1 1

11111

1 1 1 1

1 1

1 1 1

11

0

0 000

0

0 0 0

0

Deux points de croisement choisis aleatoirement

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 1.9 { Le 
roisement binaire �a deux pointsLe 
roisement uniformePropos�e par Syswarda [167℄, le prin
ipe de 
ette te
hnique est le suivant.Soient P1 et P2 les parents et E1 et E2 les enfants. Pour 
haque position de E1, ond�etermine al�eatoirement (ave
 une probabilit�e 0.5) le parent qui donne son g�ene. Le se
ondenfant E2 se voit a�e
ter le g�ene du parent qui n'a pas �et�e retenu. En pratique, on 
hoisit
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ielleuniform�ement un \masque de 
roisement", pour 
haque 
ouple d'individus, qui repr�esenteun ve
teur binaire de même longueur que les parents. La pr�esen
e d'un \0" �a la i�emeposition du masque laisse in
hang�es les bits des deux parents se situant �a 
ette même po-sition, et la pr�esen
e d'un \1" entrâ�ne un �e
hange des bits 
orrespondants (
f. �gure 1.10).D'autres op�erateurs de 
roisement existent [117℄, ils peuvent soit amener des modi�
a-tions �a 
eux pr�esent�es 
i-avant, soit être sp�e
i�ques �a une 
lasse de probl�emes (voir parexemple [99℄ pour un type tableau), mais ob�eissent n�eanmoins �a un prin
ipe 
ommun,l'�e
hange d'information entre individus.
E1

E2

P1

P2

1 1 1 1 1 10 0

0 0 1 01 00 1

Le masque 

11111

1 1 1 1 1

11110 0 0

0

0

0

0 0

0

0

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 1.10 { Le 
roisement binaire uniforme
Le croisements réelLe 
roisement standardLe 
roisement r�eel standard est tr�es pro
he de 
elui d�e
rit pour le 
odage binaire dansla se
tion pr�e
�edente. Il ne se di��eren
ie du 
roisement binaire que par la nature des�el�ements qu'il alt�ere. La �gure 1.11 montre un exemple de 
roisement r�eel �a un point.Bien �evidemment 
e ne sont plus des bits qui sont �e
hang�es de part et d'autre du pointde 
roisement mais des valeurs r�eelles.

P1

P2

E1

E2

Un point de croisement choisi aleatoirement

2.33 5.32 7.39 10.0115.00 3.89

20.01 6.02 7.99 15.60 4.08 2.2211.239.99

9.99 2.22

4.08 3.8917.1815.0015.607.99

10.017.395.322.331.52

20.01 6.02

11.231.52 17.18

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 1.11 { Exemple de 
roisement r�eel �a un point
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roisement arithm�etique (bary
entrique)La repr�esentation r�eelle permet 
ependant de d�evelopper toute une s�erie de nouveauxtypes de 
roisement, prin
ipalement �a base de 
ombinaison lin�eaire de deux individus(ve
teurs r�eels). On peut trouver dans [51℄[117℄ une �etude du 
roisement arithm�etique. Il
onsiste �a 
hoisir deux g�enes P1(i) et P2(i) dans 
ha
un des parents �a la même position i, et�a d�e�nir les g�enes 
orrespondants E1(i) et E1(i) 
hez les enfants par 
ombinaison lin�eaire :( E1(i) = �P1(i) + (1� �)P2(i)E2(i) = (1� �)P1(i) + �P2(i)o�u � est la r�ealisation d'une variable al�eatoire uniforme appartenant �a l'intervalle [0;1℄.Diverses variantes de 
roisement relatives �a la mani�ere de 
hoisir les enfants sur le segmentjoignant les deux parents sont possibles. On peut ainsi, pour permettre de g�en�erer des in-dividus entre ou �a l'ext�erieur du segment joignant les 2 parents, pr�evoir un param�etre �entre (��) et (1 + �), tout en faisant attention �a se maintenir dans les bornes du domaineadmissible. Ainsi, sur la �gure 1.12, les parents P1 et P2 peuvent engendrer un enfant enE.
P2

x 1

x 2

E

E
Croisement
Après

P1

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 1.12 { possibilit�es de 
roisement bary
entrique
D'autres types de 
roisement peuvent être d�e�nis mais il faut toujours essayer de d�evelopperdes op�erateurs adapt�es au probl�emes que l'on traite (
f. se
tion 4.2, 
hapitre 4).
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1.7.2 La mutationL'id�ee g�en�erale de la mutation est la modi�
ation (ave
 une 
ertaine probabilit�e pm, 0 6pm 6 1) d'un ou plusieurs g�enes de l'individu s�ele
tionn�e, a�n d'introduire de la variabilit�edans la population. Cet op�erateur agit de E dans E. Il peut :{ favoriser l'exploitation (si l'individu mut�e est pro
he de l'individu original).{ favoriser l'exploration (si l'individu mut�e est �eloign�e de l'individu original).La mutation apporte aux algorithmes �evolutionnaires la propri�et�e d'ergodi
it�e de par
oursd'espa
e, et la r�eintrodu
tion de diversit�e perdue.
La mutation binaireLa mutation binaire est une modi�
ation al�eatoire de la valeur d'un g�ene qui se produitave
 une probabilit�e �x�ee pm par individu.Les mutations les plus utilis�ees sont [95℄ :{ 1-bit mutation : elle 
onsiste �a 
hoisir une position uniform�ement dans un individuet 
hanger la valeur du bit 
orrespondant (
f. �gure 1.13).{ 
l mutation : Il s'agit de 
hanger la valeur du bit de 
haque position ind�ependammentave
 une probabilit�e 
l , o�u l est la taille de l'individu (nombre de bits) et 
 > 0.C'est un op�erateur qui 
ompl�emente al�eatoirement les bits de la 
hâ�ne qui 
ode la solu-tion. Pour que la mutation soit e�e
tive, il faut que : pm: 
l > 1l:l .

Mutation

0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1 1 1 1 0 01 1 1

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 1.13 { Mutation binaireIntuitivement, le taux de mutation doit être li�e �a la qualit�e des enfants g�en�er�es, en moyennesur la population on peut ainsi d�e�nir des r�egles de mutation adaptatives telles que sibeau
oup d'enfants mut�es sont bons, il faut augmenter pm, sinon il faut la diminuer.
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La mutation réelleLe prin
ipe de l'op�erateur de mutation r�eelle 
onsiste g�en�eralement �a ajouter une per-turbation al�eatoire tir�ee selon une distribution de probabilit�e Gaussienne aux di��erentes
omposantes de l'individu X xi := xi + �N(0;1)o�u � et N(0;1) sont respe
tivement l'�e
art type (d�eviation standard) de la mutation etune loi normale 
entr�ee d'�e
art type 1.La diÆ
ult�e de 
ette appro
he est l'ajustement des d�eviations standards des variablesGaussiennes utilis�ees. En e�et, si la d�eviation standard est trop petite, les d�epla
ementsdans l'espa
e de re
her
he sont insuÆsants au d�ebut de l'algorithme, et l'algorithme peutrester au voisinage d'un optimum lo
al et ne permet pas de visiter des nouvelles r�egionsde l'espa
e de re
her
he. Par 
ontre, si l'�e
art est �elev�e, l'algorithme pourra a

�eder �a uner�egion 
ontenant l'optimum mais la qualit�e de 
onvergen
e ne sera pas bonne. Ainsi aud�ebut de l'�evolution, la d�eviation standard � doit être assez �elev�ee pour explorer rapide-ment l'espa
e de re
her
he, et en �n de 
onvergen
e devenir plus faible pour permettreune meilleure exploration des solutions.Plusieurs strat�egies adaptatives et auto-adaptatives ont �et�e propos�ees pour ajuster l'�e
artau 
ours de l'�evolution. Nous pr�esentons les plus 
onnues.La mutation Gaussi�ene adaptative :C'est la r�egle des 1=5 propos�ee par Re
henberg en 1973 [139℄. Elle 
onsiste �a mettre �ajour la valeur de � toutes les g�en�erations 
omme suit :�(t) = 8><>: �(t� 1)� si ps < 0:2�(t� 1)=� si ps > 0:2�(t� 1) si ps = 0:2o�u 0 < � < 1 est le taux d'adaptation de � et ps l'observation des mutations r�eussies 1 auxg�en�erations pr�e
�edentes. Cette r�egle peut être appliqu�ee toutes les k g�en�erations au lieude toutes les g�en�erations.

1. une mutation est r�eussie si la performan
e de l'individu mut�e est meilleur que 
elle de l'individu avantmutation.
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ielleLa mutation log-normale auto-adaptative isotrope [158℄Elle 
onsiste �a asso
ier �a 
haque individu une d�eviation standard � (� est 
od�e dansl'individu 
omme les variables du probl�eme). Un individu est ainsi repr�esent�e par (X;�).� n'est plus �xe durant l'�evolution mais varie sto
hastiquement selon une loi log-normaleen utilisant un taux d'adaptation � (0 < � < 1). La mise a jour se fait avant la mutationde la mani�ere suivante : ( � := �exp(�N(0;1))xi := xi +N(0;�)Selon S
hwefel une valeur optimale pour � serait : � _ 1pn .La mutation log-normale auto-adaptative anisotropeElle 
onsiste �a atta
her �a 
haque variable xi de l'individu X une d�eviation standard �i.La relation qui liait une variable avant et apr�es l'op�eration de mutation est �a pr�esent dela forme : ( �i := �iexp(� 0N(0;1) + �Ni(0;1))xi := xi + �iN(0;�)0 < � 0 < 1 est le taux d'adaptation lo
al et 0 < � < 1 est le taux d'adaptation global.Selon les travaux de S
hwefel il est re
ommand�e d'utiliser les valeurs de � et � 0 suivantes :� _ 1p2pn �l _ 1p2nLa mutation 
orr�el�ee : �e
art type matri
iel [158℄Un individu est repr�esent�e par (X;[�℄) o�u [�℄ est la matri
e de 
ovarian
e de la loi gaus-sienne. Le but de 
ette mutation est de permettre l'orientation des axes prin
ipaux desgaussiennes vers les dire
tions d'am�elioration du 
rit�ere (
f. �gure 1.14). Cette m�ethodepeut être utilis�ee pour des espa
es de re
her
he de petites dimensions mais reste tr�es
oûteuse dans le 
as g�en�eral 
ar elle n�e
essite le 
odage 
omplet de la partie triangulaireinf�erieure de la matri
e de 
ovarian
e [�℄.
1.8 Familles d’algorithmes évolutionnairesOn distingue quatre grandes familles historiques d'algorithmes �evolutionnaires { et lesdi��eren
es entre elles ont laiss�e des tra
es dans le paysage �evolutionnaire a
tuel, en d�epitd'une uni�
ation de nombreux 
on
epts.
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Axes de la distribution normale

Mutations anisotrope Mutations corréléesPSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 1.14 { Ellipso��des pour les dire
tions de mutation
1.8.1 Les algorithmes génétiques : GALes GA sont les algorithmes les plus 
onnus et les plus 
ouramment utilis�es dans le 
al-
ul �evolutionnaire. Ils ont �et�e d�evelopp�es dans les ann�ees soixante par Holland [87℄, pour�etudier, dans le 
adre binaire, les m�e
anismes d'adaptation de populations dans le 
adrede la psy
hologie/biologie. Ils ont �et�e appliqu�es �a l'optimisation param�etrique pour lapremi�ere fois par De Jong en 1975 [46℄, qui a introduit de nombreux raÆnements de 
ettete
hnique. Ces raÆnements sont devenus par la suite des prin
ipes de base, �a 
onsid�ererlors de toute appli
ation des AG �a un probl�eme r�eel. Cependant, le manque de puissan
edes ordinateurs �a l'�epoque ne permettait pas leur appli
ation sur des probl�emes r�eelsde grande taille. Ce n'est que pendant les ann�ees 90, pr�e
is�ement ave
 l'apparition del'ouvrage de r�ef�eren
e �e
rit par Goldberg [65℄, que les GA se sont fait 
onnâ�tre dans la
ommunaut�e s
ienti�que.Les algorithmes g�en�etiques travaillent dans l'espa
e des 
hâ�nes de bits [0;1℄n ave
 deuxs
h�emas :{ L'algorithme g�en�etique standard (Simple Geneti
 Algorithm - SGA) : il utilise uns
h�ema de s�ele
tion proportionnelle �a la �tness (se
tion 1.4.1) et un rempla
ementg�en�erationel.{ Le s
h�ema stationnaire (Steady-state GA - SSGA) : 
e s
h�ema 
onsiste �a produire,�a 
haque g�en�eration, seulement un ou deux enfants �a partir d'un ou deux parentss�ele
tionn�es selon leurs performan
es. Ces enfants rempla
ent alors des individus dela population parente, s�ele
tionn�es soit d'une mani�ere d�eterministe (les pires dans lapopulation), soit par tournoi invers�e, ou selon les âges (les plus vieux).
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1.8.2 La programmation évolutionnaire : EPLa programmation �evolutionnaire a d'abord �et�e d�evelopp�ee par L.J. Fogel aux �Etats-Unisdans les ann�ees 60 [57℄. Elle a �et�e mise au point pour la pr�edi
tion de s�eries temporellespar automates �a �etats �nis (�gure 1.15). La table de transition des automates est mo-di��ee grâ
e �a des mutations uniformes dans l'alphabet dis
ret 
orrespondant. L'�evaluationde la performan
e des individus 
orrespond au nombre de symboles pr�edits 
orre
tement.Chaque automate de la population parente g�en�ere un enfant par mutation, et les meilleuressolutions entre les parents et les enfants sont s�ele
tionn�ees pour survivre. La prin
ipale
ara
t�eristique des EP est qu'il n'existe pas d'op�erateur de 
roisement 
ontrairement auxalgorithmes g�en�etiques.R�e
emment, 
'est D.B. Fogel qui a enri
hi 
ette 
lasse d'algorithmes en travaillant notam-ment sur des repr�esentations r�eelles [55, 56℄ et des mutations bas�ees sur des lois normales.En plus, la s�ele
tion d�eterministe est rempla
�ee par un tournoi sto
hastique. Comme pourla th�eorie des GA (
f. se
tion 1.9), 
elle 
on
ernant les EP est en
ore pauvre.

1/a

0/b

0/c

0/b

1/c

1/b

A C

BPSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 1.15 { Exemple d'un automate �a �etats �nis ayant trois �etats di��erents S = fA;B;Cg,un alphabet d'entr�ee I = f0;1g, et un alphabet de sortie O = fa;b;
g. Chaque arête entredeux �etats indique une transition possible, et la fon
tion de transition Æ : S�I ! S�O estsp�e
i��ee par les labels au niveau des arêtes ayant la forme i=o, signi�ant que Æ((si;i)) =(sj;o).
1.8.3 Les stratégies d’évolution : ESLes strat�egies d'�evolution ont �et�e d�evelopp�ees en Allemagne par Re
henberg [138℄[139℄ etH.P. S
hwefel [157℄[158℄ vers le milieu des ann�ees 60. Elles sont d�edi�ees �a la r�esolution



1.8. Familles d'algorithmes �evolutionnaires 37de probl�emes d'optimisation num�erique dans l'espa
e des ve
teurs de r�eels. En 1965, Re-
henberg a introduit l'algorithme (1+1)-ES qui fait �evoluer un seul individu et utilise lamutation Gaussienne (se
tion 1.7.2) pour assurer 
ette �evolution. Il a propos�e la r�egle1=5 pour l'adaptation de la d�eviation standard de la mutation [138℄. En 1977, S
hwefel aintroduit deux types d'ES : (�;�)-ES et (�+�)-ES, ave
 1 6 � < �. Ces deux strat�egies sedi��eren
ient au niveau de la s�ele
tion d�eterministe utilis�ee (
f. se
tion 1.4.3). Par ailleurs,des nouvelles appro
hes de mutation et de 
roisement ont �et�e mises en pla
e. Sont alorsapparues les notions d'auto-adaptativit�e pour la mutation ainsi que di��erents types de
roisement entre ve
teurs r�eels illustr�es dans la se
tion 1.7. Contrairement aux EP le 
roi-sement joue un rôle important dans les ES auto-adaptatives.Du point de vue th�eorique nous pouvons 
iter les travaux de B�a
k, Rudolph et S
hwe-fel [11℄ qui ont donn�e un r�esultat de 
onvergen
e forte sur les fon
tions 
onvexes dans le
as des (1+1)ES et (1,�)ES.
1.8.4 La programmation génétique : GPDans 
ette se
tion nous pr�esentons plus en d�etail la programmation g�en�etique, que nousutiliserons dans le 
hapitre 5 pour la repr�esentation par des syst�emes de fon
tions it�er�ees.La Programmation G�en�etique a �et�e introduite par John Koza en 1992 [103℄. Son obje
tifinitial �etait de faire �evoluer des sous-programmes du langages LISP (�gure 1.16). Grâ
eaux ouvrages de Koza [103, 104℄, l'utilisation de GP s'est �etendue pour la r�esolution denombreux types de probl�emes dont les solutions peuvent être repr�esent�ees par des stru
-tures arbores
entes, des graphes [169, 143℄, des images [38℄, des mod�eles rh�eologiques [159℄. . .

and

d0 not and

d0d1
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d2

d1

if

d1

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 1.16 { Exemple d'une solution GP en LISP : fd0;d1;d2g est un ensemble d'instru
tions
onstituant les terminaux, et fif;and;org sont des op�erateurs LISP 
onstituant les n�uds.
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Représentation d’un individuUne solution dans l'espa
e g�enotypique est repr�esent�ee par une stru
ture arbores
ente dy-namique, 
onsid�er�ee 
omme un programme.En tant que stru
tures d'arbres {graphes a
y
liques{, les programmes g�en�etiques re-qui�erent la donn�ee de l'ensemble des fon
tions de base et des terminaux, d�e
rivant alorsle \langage de programmation" du probl�eme �a r�esoudre. En e�et, ave
 les fon
tions pre-nant pla
e au niveau des n�uds et des terminaux s'assimilant �a des feuilles de l'arbre,nous obtenons un jeu d'instru
tions 
onstituant les briques �el�ementaires qui, assembl�eesjudi
ieusement, doivent fournir une solution. Par exemple, dans une repr�esentation fon
-tionnelle, une fon
tion �a deux dimensions (f(x;y)) peut être 
onstruite �a partir de :1. un ensemble de terminaux (T ) : les variables, les 
onstantes universelles, fon
tionssans arguments (rnd(), time(), . . . ).2. un ensemble de n�uds (N ) : des op�erateurs : �; � ;+, des fon
tions : sin(), 
os(),log(), exp() . . .

*
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*b

yx

+
x

y a
*

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 1.17 { Exemple d'une solution en GP : N = f�; + ;�g et T = fx;y;IRg. L'espa
eexplor�e est 
elui des polynômes r�eels �a 2 variables. I
i f(x;y) = (x+ ay)(b� xy)
AlgorithmeLe prin
ipe de la programmation g�en�etique est 
elui d'un algorithme g�en�etique appliqu�eaux arbres. On part d'un ensemble de programmes 
hoisis d'une mani�ere al�eatoire parmitous les programmes possibles de l'espa
e de re
her
he. La performan
e de 
haque pro-gramme est obtenue �a l'aide d'une fon
tion d'�evaluation. Puis on �elabore le meilleur pro-gramme possible au 
ours des di��erentes g�en�erations grâ
e �a la s�ele
tion et aux op�erateursde 
roisement et de mutation. Le s
h�ema d'�evolution utilis�e est souvent de type SSGA (se
-tion 1.8.1), mais ave
 une tr�es grande taille de population.
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Opérateurs de variation en GPLes prin
ipes des op�erateurs de variation utilis�es pour la programmation g�en�etique sontanalogues �a 
eux utilis�es pour les algorithmes g�en�etiques. Cependant, leur mise en oeuvrepeut s'av�erer te
hniquement plus diÆ
ile du fait des donn�ees qu'ils manipulent.Le 
roisementPour e�e
tuer le 
roisement entre deux individus, qui sont des programmes, on 
hoisitau hasard (g�en�eralement fait par tirage uniforme) un noeud de l'arbre dans 
ha
un desprogrammes et on �e
hange les sous-arbres obtenus �a partir de 
ha
un de 
es noeuds d'unarbre �a l'autre (
f. �gure 1.18).
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 1.18 { Exemple de 
roisement de deux individus en GPLa mutation en GPLe GP traditionnel propos�e par Koza [103℄ n'utilise pas d'op�erateurs de mutation. Pourassurer l'a

�es �a toutes les primitives du langage de re
her
he (e.g. LISP) et assurer la di-versit�e g�en�etique, on utilise des populations de tr�es grande taille, pour avoir le maximumd'information. C'est en 1996 que la mutation a �et�e introduite par Angeline [8, 7℄ dont lebut de r�eduire la taille de la population.
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ielleOn distingue de multiples sortes de mutations du fait de la 
omplexit�e des stru
tures ar-bores
entes, dont les 
apa
it�es exploratoires peuvent être lo
ales ou, �a l'inverse, de grandeenvergure. Parmi les di��erentes mutations, les plus 
ourantes sont :{ Mutation par insertion (grow mutation) : on ajoute un n�ud et des feuilles
ompl�ementaires n'importe o�u dans l'arbre (�gure 1.19).
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 1.19 { Exemple de la mutation par insertion en GP.{ Mutation par promotion (shrink mutation) : on supprime un n�ud interne etl'un de ses �ls remonte prendre sa pla
e (�gure 1.20).
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 1.20 { Exemple de la mutation par promotion en GP.{ Mutation d'un n�ud (
y
le mutation) : on 
hange un n�ud de l'arbre en un autre(�gure 1.21).
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 1.21 { Exemple de mutation d'un n�ud en GP



1.9. Th�eorie des algorithmes g�en�etiques 41{ Mutation d'une bran
he (random mutation) : on �elague une bran
he de l'arbreet on la rempla
e par un sous-arbre g�en�er�e al�eatoirement (�gure 1.22).
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 1.22 { Exemple de mutation d'une bran
he en GPDans le 
as o�u les terminaux peuvent être des 
onstantes num�eriques, d'autres mutationsont �et�e introduites :{ Mutation des 
onstantes : on modi�e quelques 
onstantes selon une loi Gaus-sienne ou uniforme [7℄.{ Mutation optimis�ee des 
onstantes : on applique quelques it�erations d'un hill
limber al�eatoire en vue d'aÆner les 
onstantes [154℄.
1.9 Théorie des algorithmes génétiques

1.9.1 Théorie des schémasHistoriquement, les algorithmes g�en�etiques binaires (E = f0;1gl) sont les plus an
iens etont don
 �et�e les plus �etudi�es sur le plan th�eorique. La th�eorie des s
h�emas est l'une despremi�eres analyses heuristiques de 
es algorithmes. Nous 
ommen�
ons dans 
ette se
tionpar donner quelques d�e�nitions fondamentales a�n de donner le r�esultat prin
ipal de 
etteth�eorie.
Définition 1.1On appelle s�equen
e A de longueur l une suite A = a1a2 : : : al ave
 8i 2 [1;l℄, ai 2 f0;1g.
Définition 1.2Un s
h�ema de longueur l est une s�equen
e H 2 f0;1;�gl, o�u le symbole � d�esigne in-di��eremment 0 ou 1.
Définition 1.3On dit qu'une s�equen
e A est une instan
e d'un s
h�ema H = b1b2 : : : bl si pour tout i telque bi 6= � on a ai = bi.
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ielle
Définition 1.4L'ordre d'un s
h�ema H est le nombre de bits �xes de H, 
'est le nombre de 
ara
t�eresautres que � qu'il 
ontient. On note l'ordre de H o(H).Exemple| Le s
h�ema H = 1 � 111 = f1011;1111g a pour ordre o(H) = 3
Définition 1.5La longueur utile d'un s
h�ema, not�e l(H), est la distan
e entre la premi�ere et derni�ereposition des bits �xes.Dans l'exemple pr�e
�edent l(H) = 4
Théorème 1.1Si on note m(H;t) le nombre de repr�esentants de H dans la population �a la g�en�eration t,la probabilit�e de survie d'un s
h�ema apr�es les op�erations de reprodu
tion, 
roisement etmutation s'obtient par :E(m(H;t+ 1)) > m(H;t)f(H;t)f(Pt) (1� p
 l(H)l � 1 + pmo(H))o�u pm est la probabilit�e de mutation d'un bit dans une s�equen
e et p
 la probabilit�e de
roisement. f(H;t) est la performan
e moyenne des repr�esentants Ai de H pr�esents dansla population Pt, donn�ee par f(H;t) = XAi2H\Pt f(Ai)m(H;t)et f(Pt) est la valeur moyenne de la performan
e pour les individus de toute la popula-tion Pt.Ce th�eor�eme montre que le nombre de repr�esentants d'un s
h�ema dans la population suitune progression g�eom�etrique si 
t = f(H;t)f(Pt) � � > 1. Une 
ons�equen
e dire
te est que less
h�emas 
ourts (de longueur utile et d'ordre faibles) de �tness au dessus de la moyenne dela population �a l'instant t ont tendan
e �a envahir les futures populations : de tels s
h�emassont 
lassiquement appel�es blo
s de 
onstru
tion (building blo
ks). Cette remarque permetalors de dire que si un optimum de la fon
tion �tness 
orrespond �a l'interse
tion de telsblo
s, l'algorithme le trouvera fa
ilement.Ce r�esultat n'est qu'une introdu
tion �a la th�eorie des s
h�emas. Pour d'autres mod�elesth�eoriques et des extensions bas�ees sur 
ette th�eorie on pourra se r�ef�erer �a [65℄[67℄[172℄.
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Critiques1- La th�eorie ne tient pas 
ompte de la varian
e des valeurs de la �tness dans un s
h�ema.Ainsi, la �tness observ�ee �a l'instant t dans la population Pt est di��erente de la �tnessmoyenne du s
h�ema [134℄. D'autant plus qu'en pratique, les populations sont de petitetaille (relativement �a la taille de E).2- La �tness moyenne de la population 
rô�t au 
ours du temps. Don
 le quali�
atif "s
h�emaperformant" d�epend du temps. Pour les mêmes raisons, l'hypoth�ese 
t � � > 1 n'est pasr�ealiste.3- Si les blo
s de 
onstru
tions m�enent vers un optimum se
ondaire, l'algorithme 
onver-gera ave
 diÆ
ult�es vers un optimum global. Goldberg a formalis�e 
ette id�ee en intro-duisant la notion de "de
eption" [65℄ : une fon
tion est dite trompeuse (de
eptive) si less
h�emas les plus performants ne 
ontiennent pas l'optimum. Il existe des exemples de fon
-tions trompeuses fa
iles �a optimiser pour les algorithmes g�en�etiques [174℄. Par ailleurs,seuls les fon
tions �a variables s�eparables sont totalement (pour tout ordre de s
h�ema) nontrompeuses [40℄.D'autres appro
hes ont �et�e d�evelopp�ees dans les ann�ees 90 dont l'appro
he probabiliste,utilisant une mod�elisation par des 
hâ�nes de Markov, dont nous pr�esentons les prin
ipauxr�esultats.
1.9.2 Modélisation par châınes de MarkovOn se pla
e dans l'espa
e binaire (E = f0;1gl). Soit Xt = (x1;x2 : : : xm), xi 2 E, la po-pulation �a l'instant t de taille m. Le passage de Xt �a Xt+1 se d�e
ompose en trois �etapes :Math�ematiquement la suite (Xt)t2IN est une 
hâ�ne de Markov d'espa
e d'�etat Em. La loi

Xn+1Xn ZnYn

CroisementMutation Sélection

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63de Xt est d�etermin�e de mani�ere unique par la donn�ee de la loi de X0 (en g�en�eral, la loiuniforme sur Em) et de la matri
e de transition qui donne les probabilit�es de passer de lag�en�eration t �a la g�en�eration t+ 1.Le m�e
anisme de transition poss�ede toutefois des propri�et�es essentielles qui font l'int�erêtet la puissan
e de 
ette mod�elisation [31℄{ Il est homog�ene : la population �a l'instant t d�epend uniquement de la population �al'instant t � 1, les probabilit�es de transition �etant ind�ependantes du temps et despopulations ant�erieures.



44 Chapitre 1. �Evolution arti�
ielle{ Il est irr�edu
tible : �etant donn�ees deux populations arbitraires x et y, la probabilit�epartant de x d'obtenir y en un nombre �ni de transition est non nulle :8x; y 2 Em 9r 2 IN P (Xn+r = x=Xn = y) > 0:Autrement dit, le m�e
anisme de transition permet d'explorer tout l'espa
e des populations.Ces propri�et�es permettent de 
on
lure l'ergodi
it�e de 
ette 
hâ�ne, et qu'elle poss�ede uneunique mesure de probabilit�e stationnaire et invariante, i.e, que le 
omportement de la
hâ�ne 
onverge asymptotiquement vers une loi de probabilit�e ind�ependante de la popula-tion de d�epart x : pour tout y 2 Emlimn!1P (Xt = y=X0 = x) = �(x) ave
 �(x) > 0Plusieurs r�esultats th�eoriques, faisant intervenir 
ette mod�elisation par 
hâ�ne de Markov,ont �et�e obtenus. Dans 
e 
adre nous pouvons 
iter les travaux de Davis et Prin
ipe [42℄,Nix, Vose [125℄, Rudolph [141℄, et l'un des r�esultats les plus avan
�es est 
elui publi�e parCerf [31℄ qui a appliqu�e la th�eorie de Freidin-Wentzell [120℄ pour prouver qu'un algo-rithme g�en�etique simple permet de revenir �a l'optimum apr�es une perturbation d'un �etatinitial. Plus pr�e
is�ement il a d�emontr�e, sous des hypoth�eses tr�es te
hniques, que si la po-pulation d�epasse une taille 
ritique d�ependant des param�etres de l'algorithme et de lafon
tion �tness F alors il y a 
onvergen
e (en un temps �ni) vers les optima globaux deF . Ces r�esultats 
omptent parmi les premiers r�esultats math�ematiques se rapportant �ala 
onvergen
e des algorithmes g�en�etiques. On en retiendra que 
ette taille 
ritique 
rô�tlin�eairement ave
 la longueur des 
hâ�nes de bits.Cependant, 
es r�esultats restent inappli
ables dans la pratique o�u des op�erateurs plus 
om-pliqu�es et des te
hniques de raÆnement (mise �a l'�e
helle, partage, adaptativit�e, �elitisme,. . . ) sont utilis�es.
1.10 ConclusionL'avantage des algorithmes �evolutionnaires est d'être appli
ables �a une vaste gamme deprobl�emes, sans 
ara
t�eristiques parti
uli�eres : fon
tion et/ou 
ontraintes 
hahut�ees, multi-modales, multi-obje
tifs (
f 
hapitre 6). De plus, ils sont 
apables de travailler sur n'im-porte quel espa
e de re
her
he, 
ontinu, dis
ret, mixte, espa
e d'arbre, ... Par 
ontre, lesu

�es et la dur�ee de la re
her
he d�ependent fortement de la repr�esentation (espa
e desg�enotypes) et des op�erateurs de variation (mutation, 
roisement) 
hoisis. Le 
hapitre 4



1.10. Con
lusion 45donnera des exemples de repr�esentations et d'op�erateurs sp�e
i�ques ainsi valid�es. Commele 
hoix de la repr�esentation, le 
hoix de la fon
tion de performan
e repr�esente un point
ru
ial dans le su

�es de la m�ethode d'�evolution utilis�ee, 
ar toutes 
es variantes d'algo-rithmes requi�erent un nombre important d'�evaluations de la fon
tion obje
tif. De plus, sile 
ara
t�ere robuste de 
es m�ethodes nous permet d'appr�ehendre des probl�emes diÆ
iles,le temps de 
al
ul de 
ha
une des fon
tions 
oût peut être une barri�ere �a leur utilisation.Une possibilit�e pour traiter 
e probl�eme est bien sûr la distribution des 
al
uls sur plu-sieurs pro
essus, qui est tr�es fa
ile 
on
eptuellement.
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2.1. Introdu
tion 49

2.1 IntroductionNous nous int�eressons dans 
e 
hapitre �a l'�etat de l'art de l'optimisation de formes destru
tures en m�e
anique des solides. Le probl�eme 
onsiste, par exemple, �a trouver laforme optimale d'une stru
ture, qui soit �a la fois de poids minimal et de rigidit�e maxi-male, mais on pourrait aussi optimiser d'autres 
rit�eres : minimisation d'un �etat de ten-sion, d'un d�epla
ement ; maximisation d'une fr�equen
e fondamentale ou d'une 
harge 
ri-tique, 
on
eption pour un 
oût impos�e. Bien entendu on doit aussi respe
ter d'autres
ontraintes, qui peuvent porter sur la r�eponse de la stru
ture �a son environnement : leslimitations �xent alors des valeurs extrêmes aux d�epla
ements, aux fr�equen
es propres devibration, aux 
harges 
ritiques d'instabilit�e lo
ale ou globale, le 
oût de fabri
ation ouen
ore l'a�erodynamisme de la stru
ture, et
.Traditionnellement, les formes �etaient r�ealis�ees par essais su

essifs, sous la dire
tiond'experts qui guidaient la s�ele
tion de 
haque modi�
ation de la forme. Cette fa�
on defaire "manuelle" est tr�es 
oûteuse et impr�e
ise. L'utilisation de logi
iels de mod�elisationnum�erique et d'optimisation s'est ainsi d�evelopp�ee, permettant d'automatiser les �etapesde re
her
he de la forme optimale.Dans tous les domaines de la m�e
anique des stru
tures, l'impa
t de la bonne 
on
ep-tion d'une pi�e
e est tr�es important sur sa r�esistan
e, sa dur�ee de vie et son utilisationen servi
e. On trouve de nombreux exemples de 
e genre dans les se
teurs de pointe quesont la re
her
he spatiale, l'a�eronautique, l'automobile, la 
on
eption navale, la mi
ro-m�e
anique, la m�e
anique de pr�e
ision ou les ouvrages d'art en g�enie 
ivil..., pour lesquelstoute �e
onomie de poids repr�esente un gain en mati�ere premi�ere et en 
oût.L'optimisation de stru
tures peut se s
inder en trois grandes familles. Historiquement,
ha
une a �et�e abord�ee par ordre 
roissant de diÆ
ult�e et de g�en�eralit�e (
f. �gure 2.1) :{ optimisation des dimensions, voir [52℄, [54℄, [60℄ et [61℄ : ne prend en 
ompteque l'optimisation des dimensions des �el�ements d'une stru
ture. Pour 
e type de



50 Chapitre 2. Optimisation de formesprobl�eme la g�eom�etrie et la topologie de la stru
ture restent in
hang�ees au 
ours del'optimisation.{ l'optimisation g�eom�etrique, voir [28℄ [130℄ et [179℄ : appel�ee aussi m�ethode devariation de domaine, permet de faire �evoluer la g�eom�etrie d'une stru
ture tout en
onservant sa topologie �x�ee au d�ebut de l'optimisation.{ l'optimisation topologique, voir [4℄, [18℄, [59℄, [91℄ et [99℄ : appel�ee aussi optimisa-tion de forme g�en�eralis�ee, permet de 
ontrôler �a la fois la g�eom�etrie et la topologie dela stru
ture. Le probl�eme 
onsiste a trouver la r�epartition optimale de mati�ere dansun domaine initial donn�e. Contrairement �a l'optimisation g�eom�etrique, elle n'imposepas un 
hoix a priori de la 
onne
tivit�e du domaine.
(a)

(b)

(c)

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Con�gurations initiales Stru
tures Optimis�eesFig. 2.1 { Les 3 
lasses de probl�emes d'optimisation de stru
tures [72℄. (a) Dimension-nement. (b) Forme ave
 topologie �x�ee. (
) Topologie variable.Dans 
e 
hapitre nous donnons une id�ee de l'�etat de l'art en terme de m�ethodes sp�e
i�quesd'optimisation de stru
tures m�e
aniques dans la litt�erature.
2.2 Optimisation de dimensionnementL'optimisation des dimensions (
f. �gure 2.1-(a)) ne permet de modi�er que la se
tiondroite ou l'�epaisseur transversale des 
omposantes d'une stru
ture dont la forme et la to-



2.3. Optimisation de domaine 51pologie sont �x�ees. Elle est sp�e
i�que pour une 
lasse de formes pr�e-
hoisie; il faut parexemple trouver l'�epaisseur d'une 
oque, la taille d'une barre dans un treillis, ou en
orele rayon d'une tige m�etallique dans un assemblage. Cette appro
he est alors limit�ee �a lavariation d'un 
ertain nombre de param�etres de 
ontrôle.�Evolution historiqueA l'origine, l'optimisation de stru
tures m�e
aniques �etait prin
ipalement limit�ee au di-mensionnement de treillis ou de portique. Depuis les ann�ees 60 plusieurs m�ethodes ont�et�e introduites et utilis�ees dans les probl�emes de dimensionnement. Nous pouvons 
iteren premier lieu S
hmit [146℄ qui a introduit une th�eorie moderne de l'optimisation destru
tures fond�ee sur le 
on
ept de synth�ese stru
turale : il a indiqu�e la possibilit�e de
oupler les m�ethodes d'analyse par �el�ements �nis, pour une 
lasse parti
uli�ere de stru
-tures, aux m�ethodes de programmation math�ematique. Depuis lors, plusieurs travaux ontpermis de d�evelopper et g�en�eraliser 
es 
on
epts, 
itons notamment 
eux de Gellatly etGallagher [60℄, [61℄, Karnes et To
her de Boeing [101℄. Bien que le d�eveloppement ait �et�erapide, il a fallu se rendre 
ompte, au d�ebut des ann�ees 70, que la 
ombinaison des ana-lyses par �el�ements �nis et des m�ethodes g�en�erales de la programmation non lin�eaire �etaitinappliquable pour la r�esolution de probl�emes r�eels. Plus tard, une appro
he bas�ee sur lanotion intuitive de 
rit�eres d'optimalit�e, donn�ee par Berke [22℄, et les m�ethodes dualesintroduites par Fleury [52℄, a �et�e propos�ee [54℄. A la �n des ann�ees 70, les 
on
epts d'ap-proximation (qui 
onsistent �a rempla
er le probl�eme d'optimisation r�eel par une suite desous-probl�emes appro
h�es) furent 
ombin�es �a la formulation duale pour 
r�eer une m�ethodepuissante pour la minimisation du poids des syst�emes stru
turaux [54℄. Le probl�eme d'op-timisation de dimensionnement fut �egalement �etendu au probl�eme des �el�ements de 
exion(Fleury et Sander [53℄), �a l'am�elioration du 
omportement vibratoire et �a la stabilit�e del'�equilibre.
2.3 Optimisation de domaineEn
ore appel�ee optimisation g�eom�etrique, voir par exemple [122℄ [130℄ et [28℄, elle 
onsiste�a rajouter, par rapport aux probl�emes de dimensionnement des stru
tures, d'autres va-riables qui permettent des mouvements des fronti�eres plus importants.M�ethode de variation de domaineLa m�ethode 
lassiquement utilis�ee en optimisation g�eom�etrique de formes est la m�ethodede variation de domaine [28℄, appel�ee aussi analyse de sensibilit�e. Elle 
onsiste en des



52 Chapitre 2. Optimisation de formesvariations su

essives d'un domaine initial et est bas�ee sur le 
al
ul d'un gradient de lafon
tion-obje
tif par rapport aux variables d�e�nissant la forme (les variables d'optimisa-tion sont les fronti�eres du domaine, param�etr�ees par exemple par des segments ou dessplines).Le 
al
ul des variations a �et�e r�ealis�e depuis 1908 par Hadamard [74℄ en d�epla�
ant lafronti�ere le long de sa normale et en 
al
ulant la variation induite de la fon
tionnelle.Ensuite une th�eorie math�ematique pour le 
ontrôle par une forme a �et�e d�evelopp�ee �a par-tir des ann�ees 70. On peut notamment 
iter les travaux de J. C�ea [28, 29℄, F. Murat etJ. Simon [122℄, O. Pironneau [130℄, J.P Zol�esio et J. Sokolowski [179℄, B. Rousselet [140℄,M. Masmoudi [114℄,...Cette appro
he est bas�ee sur la d�e�nition ou repr�esentation d'une forme et l'analyse desensibilit�e (
al
ul des d�eriv�ees de la r�eponse stru
turale par rapport aux variables de
on
eption).
Choix de la représentationDi��erentes appro
hes sont possibles pour la repr�esentation g�eom�etrique. Il existe deuxtypes de param�etrisation, 
ha
une d'elles ayant des avantages et des limites. La premi�ereest une param�etrisation dis
r�ete �a partir des points du maillage et la se
onde est une pa-ram�etrisation par 
ourbe (B�ezier,spline).Repr�esentation dis
r�eteLe but de 
ette repr�esentation est d'utiliser les 
oordonn�ees des noeuds du maillage d'unmod�ele �el�ements �nis 
omme variables de 
on
eption. Cette appro
he trouve une appli
a-tion naturelle pour l'optimisation de la 
on�guration de treillis de barres. Une premi�ere ap-pli
ation de 
e mode de repr�esentation g�eom�etrique aux stru
tures 
ontinues semble avoir�et�e donn�ee par Zienkiewi
z et Campbell [177℄. Cependant, le 
hoix des 
oordonn�ees desnoeuds en tant que variables de 
on
eption pr�esente de nombreux d�esavantages [177℄ [131℄ :{ Lorsque les variables de 
on
eption sont les noeuds des �el�ements �nis, les solutionsobtenues sont rarement r�ealisables pratiquement. Les 
ontours peuvent pr�esenter desdis
ontinuit�es dans leurs d�eriv�ees tangentielles, des points d'in
exion...{ une autre diÆ
ult�e est li�ee �a la d�e�nition et �a la mise �a jour du maillage au 
oursdu pro
essus it�eratif, 
e qui alourdit le 
ode de 
al
ul.



2.3. Optimisation de domaine 53Repr�esentation polynomiale de la fronti�ereCette te
hnique se base sur la possibilit�e de ramener la repr�esentation d'une forme �ala 
onnaissan
e d'une ou plusieurs 
ourbes. En e�et, seuls les points (g�en�eralement despoints de 
ontrôle sur les bords) de 
es 
ourbes sont n�e
essaires �a la 
onstru
tion dumod�ele �el�ements �nis. Bhavikatti et Ramakrishnan [23℄ utilisent des expressions poly-nomiales dont les 
oeÆ
ients servent de variables de 
on
eption pour 
ara
t�eriser uneforme. Dans les ann�ees suivant 
ette publi
ation, la plupart des 
her
heurs ont utilis�eles polynômes pour d�e
rire les fronti�eres (par exemple Pedersen et Laursen [129℄ et lesr�ef�eren
es dans [76℄). L'id�ee se repose sur l'utilisation de points de 
ontrôle pour d�e�nirdes 
ourbes param�etriques 
omme les 
ourbes de B�ezier, les B-splines ou les 
ourbes ra-tionnelles param�etriques (
f. [26℄ pour plus de d�etails sur 
es 
ourbes).
Analyse de sensibilitéL'analyse de sensibilit�e 
onsiste �a trouver des informations quantitatives sur la fa�
ondont la r�eponse d'une stru
ture est a�e
t�ee par de petites modi�
ations des variablesqui d�e�nissent 
ette stru
ture. Deux appro
hes ont �et�e propos�ees dans la litt�erature pourle 
al
ul de sensibilit�e [76℄. La premi�ere est bas�ee sur la d�erivation des �equations d'�equilibre
ontinues [35℄, et la se
onde 
onsiste �a 
al
uler les d�eriv�ees des d�epla
ements au moyen del'�equation suivante [26℄, r�esultant de la d�erivation des �equations d'�equilibre dis
r�etis�eesen �elasti
it�e lin�eaire : KdUdx = dFdx � U dKdxo�u U est le ve
teur d�epla
ement, K est la matri
e de raideur, F le ve
teur for
e et x unevariable de 
on
eption.Dis
ussionPlusieurs probl�emes apparaissent lors de la mise en oeuvre et de l'exploitation de lam�ethode de variation de domaine :{ elle n�e
essite une bonne intuition de la solution lors du 
hoix de forme initiale : sila stru
ture optimale est trop di��erente de la stru
ture de d�epart il sera n�e
essairedurant le pro
essus d'optimisation de remailler le domaine, a�n de 
onserver unequalit�e de maillage suÆsante, 
e qui est 
oûteux et peut poser des probl�emes te
h-niques (des fronti�eres qui vont se 
hevau
her, et
). De plus elle se montre instablepour de grandes variations du domaine.



54 Chapitre 2. Optimisation de formes{ elle ne permet pas de modi�er la topologie de la forme initiale (e.g. ajouter ousupprimer des trous). En e�et elle pr�esuppose que la forme de la stru
ture �nale est
ompatible ave
 une topologie �x�ee au d�epart et interdit don
 les modi�
ations de la
on�guration de la stru
ture, 
'est �a dire que la stru
ture gardera le même nombre de
omposantes et ne sera probablement pas optimale 
ar dans un probl�eme 
omplexe,il est tr�es diÆ
ile, voir impossible, de 
hoisir a priori la topologie optimale.{ Elle ne permet pas toujours d'assurer l'existen
e de solution �a moins d'imposer des
onditions de r�egularit�e sur la fronti�ere que l'on 
her
he �a optimiser.Toutefois, pour g�en�erer des stru
tures de forme optimale sans au
un a priori sur la topo-logie, il est �etabli depuis longtemps qu'il faut sortir du 
adre de l'optimisation de formeparam�etrique et pouvoir se passer de fon
tion de forme pour d�e
rire le domaine. Une alter-native satisfaisante 
onsiste �a formuler le probl�eme en fon
tion d'une distribution optimalede la mati�ere disponible, 
ar au
une hypoth�ese n'est n�e
essaire sur la solution.Dans la se
tion suivante nous allons 
onsid�erer les m�ethodes utilis�ees en optimisationtopologique de formes.
2.4 Optimisation topologiquede formes : méthodes déterministes

2.4.1 Méthode d’homogénéisationNous pr�esentons dans 
ette se
tion une premi�ere m�ethode d'optimisation topologiquequi est l'appro
he introduite en 1988 dans [18℄ et maintenant standard, utilisant l'ho-mog�en�eisation. La forme optimale est re
her
h�ee 
omme une densit�e de mati�ere en 
haquepoint (
omprise entre 0 et 1) et une mi
ro-stru
ture lo
ale d�e
rivant la forme du m�elangemati�ere/vide. L'introdu
tion de telles mi
ro-stru
tures dans l'espa
e de re
her
he revient�a relaxer le probl�eme initial (au sens math�ematique du terme) pour obtenir un probl�emebien pos�e [4℄. Les algorithmes num�eriques issus de telles formulations 
onvergent vers dessolutions g�en�eralis�ees (non physiques) faites de mat�eriaux 
omposites. Elles peuvent êtrepost-trait�ees pour obtenir une solution admissible ave
 une densit�e bool�eenne [2℄. Dans 
equi suit, nous pr�esentons bri�evement les grandes lignes de la m�ethode d'homog�en�eisationd�e
rite dans l'arti
le de Allaire, Bonnetier, Fran
fort et Jouve [2℄. Pour plus de d�etailssur les m�ethodes d'optimisation topologique de forme par les m�ethodes d'homog�en�eisationvoir aussi Bendsoe et Kiku
hi [18℄, Bendsoe [19℄,Allaire et Kohn [4℄.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 2.2 { Exemple de stru
ture soumise �a des for
es et des 
onditions au bord.
Formulation du problème d’optimisation de formeSoit 
 un domaine de r�ef�eren
e born�e de IRn, n = 2;3, 
onstitu�e d'un mat�eriau �elastique,lin�eaire, homog�ene et isotrope, de loi de Hooke donn�ee par le tenseur d'ordre 4A = (�� 2�n )I2 
 I2 + 2�I4o�u � et � sont respe
tivement les modules de 
ompression et de 
isaillement du mat�eriau, I2est l'identit�e dans l'espa
e des tenseurs d'ordre 2, not�e S2 (espa
e des appli
ations lin�eairessym�etriques de IRn dans lui même), et I4 est l'identit�e dans l'espa
e des tenseurs d'ordre4 (espa
e de toute les formes lin�eaires sym�etriques de S2 dans S2). Pour un mat�eriaulin�eaire, la loi de Hooke �etablit une relation lin�eaire entre le tenseur des 
ontraintes � etle tenseur des d�eformations " � = A"Le domaine 
 est soumis �a une for
e surfa
ique f sur une partie de sa fronti�ere �
, qu'onnote �
F , et des 
onditions aux limites homog�enes sur les d�epla
ements (bloquage) sontimpos�ees sur l'autre partie �
D (
f. �gure 2.2). On demande �a 
es for
es de respe
ter la
ondition d'�equilibre Z�
 f:u = 0pour tout 
hamps de d�epla
ement u(x) = b +Mx 
orrespondant �a une rotation in�-nit�esimale (ave
 M = �M t matri
e antisym�etrique).Une forme admissible ! est un sous-ensemble du domaine de r�ef�eren
e 
 obtenu en enle-vant un sous ensemble de trous dans 
. Les nouvelles fronti�eres ainsi g�en�er�ees sont libresde toute tra
tion. Pour que 
e domaine ! soit admissible, il faut aussi que sa fronti�ere�! 
ontienne la partie du bord �
 o�u les for
es surfa
iques ne sont pas nulles. On a le



56 Chapitre 2. Optimisation de formessyst�eme d'�equations d'�elasti
it�e lin�eaire dans !8>>>>>><>>>>>>: �! = A"(u!)div�! = 0 dans !u! = 0 sur �
D�!:n = f sur �
F�!:n = 0 sur �! n �
ave
 "(u!) = 12(ru! +rtu!)u!(x) le 
hamp de d�epla
ement (une fon
tion de ! dans IRn), solution du syst�eme, �!et "(u!) sont les tenseurs sym�etriques respe
tivement de 
ontrainte et d�eformation. On
her
he �a maximiser la rigidit�e d'une stru
ture, que l'on peut envisager sous plusieurs
rit�eres pratiques. Le 
hoix i
i s'est port�e sur la 
omplian
e (ou souplesse), d�e�nie 
ommele travail des for
es ext�erieures ou l'�energie �elastique de la stru
ture. Elle est donn�ee par
(!) = Z�
 f:u!qui par int�egration par parties s'�e
rit en
ore
(!) = Z! A"(u!):"(u!) = Z! A�1�!:�!Le probl�eme fondamental d'optimisation topologique 
onsiste �a minimiser la souplesse dela stru
ture ave
 une borne sup�erieure sur le volume (le poids de la forme est suppos�eproportionnel �a son volume), 
'est �a dire �a trouver la forme admissible ! � 
 qui mi-nimise la 
omplian
e ave
 une 
ontrainte sur le poids. En introduisant un param�etre dep�enalisation l > 0 (multipli
ateur de Lagrange), qui �equilibre les deux obje
tifs 
ontra-di
toires de maximisation de la rigidit�e et de minimisation du poids, on se ram�ene �a unprobl�eme de minimisation sans 
ontrainteinf!�
(J(!) = 
(!) + lj!j) (2.1)o�u j!j est le volume du domaine !De mani�ere alternative, on peut �egalement envisager la 
on�guration optimale 
omme�etant 
elle qui minimise le volume de mati�ere utilis�e ave
 une 
ontrainte sur la 
omplian
e.



2.4. Optimisation topologique de formes : m�ethodes d�eterministes 57Comme � r�ealise le minimum de l'�energie 
ompl�ementaire, la 
omplian
e s'exprime �egale-ment sous la forme (
f. [4℄)
(!) = mindiv�=0 dans !�:n=f sur �
�:n=0 sur �!n�
 Z! A�1�:� (2.2)
Formulation homogénéiséeEn l'absen
e de 
ontraintes suppl�ementaires sur les formes admissibles ! le probl�eme (2.1)se r�ev�ele être th�eoriquement mal pos�e (voir les travaux de Murat et Tartar [123℄ [168℄), 
arl'existen
e et l'uni
it�e de la solution sont fausses en g�en�eral. Ainsi il n'existe pas de formeoptimale. Pour illustrer la raison physique de 
e ph�enom�ene g�en�erique de non-existen
e,supposons qu'on a une forme qui respe
te la 
ontrainte sur le volume de mati�ere. Eng�en�eral, une forme ave
 le même volume et une performan
e meilleure peut être obtenueen augmentant le nombre de trous (faire beau
oup de tr�es petits trous plutôt que quelquesgrands trous). Nous pouvons 
ontinuer �a am�eliorer la performan
e en produisant de nou-velles formes ave
 plus de trous. Par 
ons�equent, atteindre le minimum peut faire appel �aun pro
essus de passage �a la limite (lorsque les trous deviennent de plus en plus petits etde plus en plus nombreux) 
onduisant �a une forme "g�en�eralis�ee" (ou homog�en�eis�ee) quiest un mat�eriau 
omposite obtenu par mi
ro-perforation du mat�eriau �elastique d'origine.L'introdu
tion de mat�eriaux 
omposites 
omme 
on
eption g�en�eralis�ee est un pro
essusde relaxation du probl�eme de 
on
eption qui a �et�e �etudi�e par de nombreux groupes de re-
her
hes. Le 
on
ept du pro
essus de relaxation est simple : on r�e
rit le probl�eme de 
on
ep-tion sous une forme qui autorise les mat�eriaux 
omposites obtenus par mi
ro-perforation,pour 
onstruire la forme optimale.Une forme ou stru
ture 
omposite est d�e
rite en 
haque point par deux fon
tions : �(x),sa densit�e volumique lo
ale de mat�eriau prenant ses valeurs entre 0 et 1, et A�(x), sontenseur d'�elasti
it�e e�e
tif 
orrespondant �a sa mi
ro-stru
ture. En utilisant la th�eorie d'ho-mog�en�eisation (voir par exemple [123℄ pour plus de d�etails sur 
ette th�eorie) la formulationhomog�en�eis�ee relax�ee du probl�eme (2.1) est donn�ee parmin�2[0;1℄A�2G� �~J(�;A�) = ~
(�;A�) + l Z
 �(x) (2.3)



58 Chapitre 2. Optimisation de formeso�u G� est l'ensemble des lois de Hooke que l'on peut 
onstruire par homog�en�eisation enm�elangeant du mat�eriau A et du vide en proportions respe
tives � et 1 � � et ~
 est la
omplian
e homog�en�eis�ee d�e�nie par~
(�;A�) = Z
A�"(u):"(u) = Z
A��1�:�et u est maintenant la solution du probl�eme homog�en�eis�e suivant8>>>>>><>>>>>>: � = A�"(u)div� = 0 dans !u = 0 sur �
D�:n = f sur �
F�:n = 0 sur �! n �
Le th�eor�eme suivant nous donne l'existen
e des formes optimales g�en�eralis�ees et leurs re-lations ave
 les suites minimisantes de formes 
lassiques. Pour les d�emonstrations voir [4℄pour le 
as 2-D, et [2℄ pour le 
as 3-D.
Théorème 2.1la formulation homog�en�eis�ee (2.3) est la relaxation du probl�eme d'optimisation de formes (2.1)au sens o�u :(i) Il existe, au moins, une forme optimale 
omposite (�;A�) de (2.3).(ii) Toute suite minimisante de formes 
lassiques ! pour (2.1) 
onverge, au sens de l'ho-mog�en�eisation, vers un minimisateur (�;A�) de (2.3).(iii) Les valeurs des minima de l'�energie originale et homog�en�eis�ee 
o��n
ident :inf!�
 J(!) = min�2[0;1℄A�2G� ~J(�;A�)
L'utilisation de l'homog�en�eisation a 
onduit �a une nouvelle 
lasse d'algorithmes num�eriquesqui optimisent la r�epartition de mati�ere sans au
une 
ontrainte topologique. Dans 
e
ontexte, Bendsoe et Kiku
hi [18℄ furent les premiers �a exploiter l'homog�en�eisation pourr�esoudre num�eriquement le probl�eme d'optimisation topologique des stru
tures �elastiques.La m�ethode qu'ils ont propos�ee pour r�esoudre le probl�eme et qui est 
onnue sous le nom dem�ethode d'homog�en�eisation se fonde sur les id�ees de distribution optimale de mati�ere etde relaxation et sur l'introdu
tion d'une mi
ro-stru
ture poreuse dont ils d�eterminent lespropri�et�es ma
ros
opiques en fon
tion de la densit�e grâ
e �a la th�eorie de l'homog�en�eisationdes mi
ro-stru
tures p�eriodiques. La premi�ere �etape de la pro
�edure 
onsiste �a 
hoisir une



2.4. Optimisation topologique de formes : m�ethodes d�eterministes 59mi
ro-stru
ture et �a d�e
rire ses propri�et�es en fon
tion de ses param�etres ma
ros
opiques;la se
onde �etape 
onsiste �a d�eterminer leurs valeurs optimales a�n de 
onnâ�tre la dis-tribution de mati�ere au sein du domaine de 
on
eption. Depuis, plusieurs auteurs ont
ontribu�e �a l'appli
ation et l'am�elioration de la m�ethode d'homog�en�eisation (
f. [2℄, [4℄,[19, 33, 92, 34, 161, 162℄ et [166℄), et aussi �a l'extension de la m�ethode �a d'autres typesde stru
tures ainsi qu'�a d'autres types d'analyse et de 
onditions de 
on
eption o�u denouvelles diÆ
ult�es apparaissent. Parmi les probl�emes r�esolus �a l'heure a
tuelle, on peut
iter la 
on
eption de stru
tures soumises �a plusieurs 
onditions de 
hargement [1℄, leprobl�eme d'optimisation topologique pour les stru
tures en vibrations libres, par exemplel'optimisation de fr�equen
e propre d'une stru
ture �elastique ou bien la relo
alisation du
omportement fr�equentiel a�n d'ex
lure 
ertaines bandes de fr�equen
e (
f. [9℄ et [47℄).
2.4.2 Méthode de contrainte sur le périmètreNous introduisons dans 
ette se
tion une autre appro
he, appel�ee m�ethode de 
ontraintesur le p�erim�etre, pour r�egulariser le probl�eme fondamental de la topologie (minimum dela 
omplian
e pour un volume de mati�ere donn�ee : probl�eme (2.1)), et assurer l'existen
ede la solution, mais pas l'uni
it�e. Contrairement aux m�ethodes d'homog�en�eisation, qui
onsistent �a �etendre l'espa
e des solutions en int�egrant les solutions 
omportant des perfo-rations mi
ros
opiques, la m�ethode de p�erim�etre 
onsiste �a ex
lure de telles solutions. Ce
iest r�ealis�e en 
onsid�erant une restri
tion suppl�ementaire portant sur le p�erim�etre de la dis-tribution de mati�ere ([73℄ et [92℄), 
'est �a dire qu'une 
ontrainte suppl�ementaire est ajout�eeau probl�eme a�n de s'assurer que le p�erim�etre ne d�epassera pas une borne sup�erieuredonn�ee. L'introdu
tion d'une telle 
ontrainte aboutit �a un probl�eme d'optimisation bienpos�e, et assure �egalement l'existen
e d'une solution (voir Ambrosio et Buttazo [5℄ pour lad�emonstration de 
e r�esultat).
Présentation de la méthodeLe but de 
ette m�ethode est d'imposer une borne sup�erieure sur le p�erim�etre. Ce
i est d�e�ni
omme la mesure du bord de la r�egion pleine 
p et est not�e j�
pj, 
'est �a dire la longueurtotale des fon
i�eres de 
p. A�n de bien 
omprendre pourquoi une limite sur le p�erim�etreempê
he l'apparition de solutions ave
 des perforations mi
ros
opiques on peut se reporter�a la �gure 2.3. Cette �gure pr�esente trois solutions ave
 le même rapport vide-solide. Lesperforations en nombre 
roissant pr�esentent la même surfa
e totale. Le p�erim�etre totalde la solution augmente ave
 le nombre de trous et, de mani�ere �equivalente, il d�e
rô�tave
 leur taille. 
et exemple �el�ementaire montre que les solutions ave
 une faible valeurdu p�erim�etre poss�edent des trous de grande taille tandis que des distributions de densit�eintroduisent un grand p�erim�etre. Si la distribution de mati�ere donne lieu �a l'apparition



60 Chapitre 2. Optimisation de formesd'une mi
ro-stru
ture au niveau du maillage ma
ros
opique, le p�erim�etre total augmente.A la limite, lorsque la taille des perforations devient de plus en plus �ne, le p�erim�etrede la solution devient in�ni. Il est alors 
lair qu'une borne �nie sur le p�erim�etre de lasolution ex
lut les stru
tures 
ontenant une in�nit�e de perforations mi
ros
opiques. Enoutre, la valeur du p�erim�etre maximal autorise un 
ontrôle sur le nombre et la taille destrous pr�esents dans la topologie optimale.PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 P�erim�etre = 4 P�erim�etre = 8 P�erim�etre = 16Fig. 2.3 { Evolution du p�erim�etre en fon
tion du nombre de perforations pour un volumede mati�ere 
onstant V = 4.
Formulation du problèmeConsid�erons le probl�eme de minimisation de la 
omplian
e pour un volume de mati�eredonn�e V . En introduisant la fon
tion 
ara
t�eristique � d�e�nie par� : 
 �! f0;1g ave
 �(x) = ( 1 pour x 2 
p (partie pleine)0 pour x 2 
 n 
p (partie vide)Le volume est donn�e par V = Z
 �(x)dx ;et lorsque on adjoint la 
ontrainte sur le p�erim�etre, on obtient la formulation suivante duprobl�eme inf�2V�V6Vj�
pj6P 
(
) (2.4)
o�u P d�esigne la borne maximale admissible pour la 
on
eption, 
(
) est la 
omplian
e dela stru
ture, et V� est donn�e parV� = f� : �(x) = 0 ou 18x 2 
g



2.4. Optimisation topologique de formes : m�ethodes d�eterministes 61Une preuve d'existen
e a �et�e donn�ee dans [5℄ pour un probl�eme similaire. Plusieurs ap-pro
hes ont �et�e propos�ees pour la re
her
he d'une approximation de la solution optimale(voir par exemple [17℄, [62℄ et [73℄).
2.4.3 Méthode de sensibilité topologiqueLa premi�ere d�e�nition du gradient topologique (ou sensibilit�e topologique) �a �et�e introduitepar S
huma
her [156℄ pour le probl�eme de minimisation de la 
omplian
e. Le probl�eme
onsiste �a minimiser la fon
tion 
oût j(
) = j(
;u
), o�u le d�epla
ement solution u
 estd�e�nit sur un domaine born�e 
 de IRn, n = 2; 3. Soit 
� le domaine 
 priv�e d'un petit trousph�erique de rayon � et de 
entre x0. Un d�eveloppement asymptotique de la fon
tionnellej, relativement �a �, peut être donn�e sous la forme suivantej(
�) = j(
) + f(�)g(x0) + o(f(�))o�u lim�!0 f(�) = 0 et f(�) > 0.Le but de l'appro
he est de d�eterminer la fon
tion g, qui pourra être utilis�ee 
omme unedire
tion de des
ente pour le pro
essus d'optimisation. Plus pr�e
is�ement, 
ette m�ethodepermet de lo
aliser le lieu g�eom�etrique de la stru
ture �elastique o�u peut apparâ�tre untrou.En 1997, Sokolowski et Zo
howski ont donn�e des justi�
atifs math�ematiques de 
ettem�ethode, et ils l'ont g�en�eralis�ee pour d'autres fon
tions 
oût. R�e
emment, Masmoudi [113℄a �etendu la d�e�nition du gradient topologique, en adaptant les te
hniques de la m�ethoded'�etat adjoint [29℄ et de 
elle de tron
ature de domaine, au 
as o�u des 
onditions de Di-ri
hlet homog�enes sont impos�ees sur la fronti�ere d'un trou sph�erique. Elle est appli
ableuniquement dans le 
adre de l'�elasti
it�e lin�eaire.Nous pr�esentons dans 
e qui suit les r�esultats obtenus par J. C�ea, S. Garreau, M. Masmoudiet P. Guillaume [30℄[59℄
Construction du gradient topologiqueOn introduit un trou dans le domaine 
 de la fa�
on suivante. Soit x0 2 
 et un r�eel � > 0suÆsamment petit pour que la boule B(x0;�) soit in
luse dans 
. Le domaine perfor�e 
�est alors 
� = 
 n B(x0;�);et le bord de la boule est not�e ��.



62 Chapitre 2. Optimisation de formesUne m�ethode d'�etat adjoint g�en�eralis�eeSoit � un espa
e de Hilbert �x�e. Pour � > 0, soit a�(:;:) une forme bilin�eaire, uniform�ement
ontinue et elliptique sur �, 
'est �a dire il existe deux 
onstantes stri
tement positives �et C, ind�ependantes de �, telles que pour tout � > 0a�(u;v) 6 Ckuk�kvk� 8u; v 2 �a�(u;u) > �kuk2� 8u 2 �Supposons qu'il existe une forme bilin�eaire et 
ontinue Æa et une fon
tion r�eelle f(�) > 0d�e�nie sur IR+ telles que lim�!0 f(�) = 0 etka� � a0 � f(�)ÆakL(�) = o(f(�)): (2.5)o�u L(�) d�esigne l'espa
e des formes bilin�eaires 
ontinues sur �.Soit l une forme lin�eaire et 
ontinue sur �. Pour simpli�er, l est suppos�ee ind�ependantede �. Pour � > 0, soit u� la solution du probl�eme sur �a�(u�;v) = l(v); 8v 2 �: (2.6)Consid�erons maintenant une fon
tion 
oût j(�) = J(u�). Pour simpli�er, la fon
tionnelle
ontinûment di��erentiable J est suppos�ee ind�ependante de �. On note DJ(u) la d�eriv�ee deJ par rapport �a u. Le th�eor�eme suivant nous donne le d�eveloppement asymptotique de j(�)
Théorème 2.2Si l'hypoth�ese (2.5) est satisfaite, alorsj(�) � j(0) = f(�)Æa(u0;p0) + o(f(�))o�u u0 est la solution de l'�equation (2.6) ave
 � = 0 et p0 est la solution du probl�emeadjoint : a0(!;p0) = �DJ(u0)! ; 8! 2 �:La solution u
� est d�e�nie sur le domaine 
� et par 
ons�equent, elle appartient �a unespa
e fon
tionnel qui d�epend de �. Le 
adre math�ematique du th�eor�eme 2.2 n�e
essite
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e fon
tionnel soit �xe. En optimisation g�eom�etrique, 
ette n�e
essit�e peut êtresatisfaite en utilisant une te
hnique param�etrique, voir [29℄ et [71℄ : elle utilise une transfor-mation bi-lips
hitzienne entre un domaine de r�ef�eren
e et le domaine r�eel. En optimisationtopologique, une telle transformation n'existe pas entre 
 et 
�. Cependant, un espa
efon
tionnel ind�ependant de � va être 
onstruit par une m�ethode de tron
ature de domaine.Tron
ature du domaineLe but de 
ette m�ethode est d�e�nir :{ un espa
e de Hilbert �R ind�ependant de �{ une forme bilin�eaire a�(:;:), 
ontinue et elliptique sur �R{ une forme lin�eaire et 
ontinue l(:)telle que la solution u� de l'�equationa�(u�;v) = l(v); 8v 2 �Rsoit �egale �a la restri
tion de u
� �a 
R, un sous-domaine de 
 (
f. �gure 2.4).
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 2.4 { Le domaine tronqu�eLe d�epla
ement u� sur le domaine initial 
 est solution de8><>: �div�(u
) = 0 dans 
�(u
):n = f sur �
Fu
 = 0 sur �
D (2.7)�
F d�esigne la partie de la fronti�ere o�u s'exer
e une for
e f et �
D est la partie o�u ledomaine est �x�e.
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onsid�erons le domaine perfor�e 
�. Le d�epla
ement u
� est solution de8>>><>>>: �div�(u
�) = 0 dans 
��(u
�):n = f sur �
Fu
� = 0 sur �
D�(u
�):n = 0 sur �� (2.8)Soit R > � tel que la boule B(x0;R) soit in
luse dans 
. La fronti�ere de B(x0;R) est not�ee�R. Le domaine tronqu�e 
 n B(x0;R) est not�e 
R et D� d�esigne le "disque" B(x0;R) nB(x0;�) (
f. �gure 2.4).Le d�epla
ement u� est d�e�ni pour � > 0 
omme la solution du probl�eme tronqu�e8>>><>>>: �div�(u�) = 0 dans 
R�(u�):n = f sur �
Fu� = 0 sur �
D�(u�):n = T�u� sur �R (2.9)ave
 T� est l'op�erateur pseudo-di��erentiable d�e�ni parT� : H1=2(�R)3 ! H�1=2(�R)3 7! T� = �(u � )net, pour  2 H1=2(�R)3 et � > 0, u � est la solution du probl�eme8><>: �div�(u � ) = 0 dans D�u � =  sur �R�(u � ):n = 0 sur ��Nous avons alors le r�esultat 
lassique suivant :
Proposition 2.1Les probl�emes (2.8) (respe
tivement (2.7)) pour � = 0 et (2.9) ont une unique solution.De plus, la restri
tion �a 
R de la solution u
� (respe
tivement u
) �a (2.8) (respe
tivement(2.7)) est solution de (2.9).En utilisant la formulation variationnelle asso
i�ee au probl�eme (2.9), dans un 
adre math�e-matique ad�equat, et les r�esultats sur les �equations int�egrales on obtient le r�esultat suivant :
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Théorème 2.3Le d�eveloppement asymptotique de la forme bilin�eaire a� relativement �a � estka� � a0 � f(�)ÆakL(�) = o(f(�))et j(�) � j(0) = f(�)Æa(u0;p0) + o(f(�))Æa(u0;p0), dont l'expression est donn�ee dans [30℄, est appel�e le gradient topologique et not�eg(x0). On peut noter qu'il ne d�epend pas de R et ne n�e
essite que deux 
al
uls �el�ements�nis pour être �evalu�e.
L’algorithme numériqueSoit un domaine initial 
0 et une suite d�e
roissante de 
ontraintes de volume (mk)k60telle que m0 = aire(
0). A une it�eration k donn�ee, le gradient topologique est not�e gk(x)et 
k+1 est 
hoisi de telle sorte que( 
k+1 = fx 2 
k; gk(x) 6 
k+1gaire(
k+1) = mk+1L'algorithme se d�eroule 
omme suit,Algorithme :{ Un domaine 
0 est initialis�e , k = 0{ Le pro
essus suivant est it�er�e jusqu'�a 
onvergen
e{ R�esoudre le probl�eme d'�elasti
it�e dans 
k{ Cal
uler le gradient topologique gk{ Mettre �a jour le domaine 
k+1 = fx 2 
k; gk(x) 6 
k+1g o�u 
k+1 est
hoisi tel que aire(
k+1) = mk+1{ k  k + 1Le gradient topologique est 
al
ul�e sur 
haque �el�ement et 
eux pour lesquels il est le plusfaible sont supprim�es. Le nombre d'�el�ements supprim�es est 
al
ul�e de fa�
on �a supprimerun pour
entage du volume de mati�ere �a 
haque �etape.
2.4.4 Méthode des lignes de niveauxR�e
emment propos�ee par Allaire et al. [3℄, la m�ethode des lignes de niveaux pour l'optimi-sation de formes 
onsiste �a 
ombiner, autant que faire se peut, les avantages des m�ethodes



66 Chapitre 2. Optimisation de formesde variation de fronti�ere et d'homog�en�eisation. Suivant une id�ee de la m�ethode d'ho-mog�en�eisation, 
ette appro
he utilise un maillage �xe qui 
ontient �a la fois la forme et lestrous (ou le vide) repr�esent�es par un mat�eriau tr�es faible. Le bord de la forme est param�etr�epar une fon
tion ligne de niveaux suivant le formalisme d'Osher et Sethian [127℄[160℄. L'op-timisation de formes 
onsiste �a transporter la fon
tion ligne de niveaux (
'est-�a-dire le bordde la forme) ave
 une vitesse qui fasse d�e
rô�tre la fon
tion obje
tif. Le 
al
ul de 
ette vi-tesse se fait par la m�ethode de variation de fronti�ere, en d�erivant la fon
tion obje
tif parrapport �a la forme.
DiscussionNous avons pr�esent�e dans 
ette se
tion les di��erentes m�ethodes d�eterministes pour l'opti-misation topologique de formes. Toute fois, 
es appro
hes sont prin
ipalement restreintes �al'�elasti
it�e lin�earis�ee ; elles ne permettent de trouver qu'une seule solution (optimum lo
al) ;et elles sont in
apables de traiter les probl�emes d'optimisation topologique multi-
rit�eres(par exemple optimiser �a la fois la rigidit�e et les fr�equen
es propres d'une stru
ture, voir
hapitre 6) autrement qu'en se ramenant �a un seul obje
tif par agr�egation des di��erents
rit�eres. Une appro
he possible pour d�epasser 
es limites est o�erte par les m�ethodesd'optimisation sto
hastiques, 
omme les algorithmes �evolutionnaires [153℄.
2.5 Optimisation topologique de formes : méthodes stochas-

tiquesLes M�ethodes d'optimisation sto
hastiques ont �et�e appliqu�ees ave
 su

�es dans les travauxant�erieurs en m�e
anique des stru
tures dont beau
oup ont 
on
ern�e l'optimisation d'as-semblage de barres. Lin et Hajela ([109℄ et [155℄) et S
hoenauer et Wu [155℄ ont r�esolus desprobl�emes de dimensionnement des se
tions des barres; Grierson et Pak [70℄ ont abord�ele probl�eme de l'optimisation topologique de treillis de barres. Des r�esultats int�eressantsont �egalement �et�e obtenus pour l'optimisation des empilements de mat�eriaux 
ompositespar Leri
he et Haftka [107℄. Dans le domaine de l'optimisation topologique de formes,les premiers travaux utilisant les algorithmes �evolutionnaires sont dus �a Jensen [91℄ et �aChapman, Saitou et Jakiela [27℄, et plus r�e
emment �a Kane et S
hoenauer [99℄. Citonsen�n dans 
e domaine Anagnostou, Ronquist et Patera [6℄, qui ont appliqu�e l'appro
hefond�ee sur le re
uit simul�e (
f. paragraphe 2.5.1 pour le prin
ipe de 
ette m�ethode) �al'optimisation de la se
tion droite d'une barre en maximisant son moment d'inertie.
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2.5.1 Le recuit simuléDans le d�ebut des ann�ees 80, Kirkpatri
k, Gelatt et Ve

hi [102℄ ont introduit les 
on
eptsdu re
uit pour l'optimisation 
ombinatoire. Ces 
on
epts sont inspir�es d'une m�ethodeemploy�ee en physique pour obtenir des 
orps dans leur �etat fondamental : la premi�ere�etape de la pro
�edure 
onsiste �a porter le solide �a tr�es haute temp�erature jusqu'�a fusion(de 
e dernier) ; la se
onde 
onsiste �a le refroidir suivant un s
h�ema de d�e
roissan
e detemp�erature bien parti
ulier a�n d'atteindre un �etat solide d'�energie minimale. Celui-
ine peut être obtenu que si la temp�erature initiale est suÆsamment �elev�ee et le refroidisse-ment suÆsamment lent. Sinon, on aboutira �a un �etat m�eta stable �a �energie non minimale(l'inverse du pro
essus de re
uit est la trempe qui 
onsiste �a refroidir brutalement unsolide). Cette te
hnique, qui peut être 
onsid�er�ee 
omme une am�elioration des m�ethodesd'optimisation lo
ale, a l'avantage de ne pas s'arrêter au premier optimum lo
al ren
ontr�e.Pour simuler le pro
essus de re
uit, on introduit un param�etre de temp�erature qui estajust�e pendant la re
her
he. Si la temp�erature est �elev�ee, alors la probabilit�e de tran-siter vers un niveau d'�energie plus �elev�ee est importante. Si la temp�erature est bassealors les transitions �a faible augmentation d'�energie sont plus probables. Initialement latemp�erature est haute mais elle diminue ave
 le temps.Soit U la fon
tion �a minimiser, les �etapes du re
uit simul�e sont les suivantes :1. Fixer une temp�erature initiale �elev�ee, T.2. G�en�erer un point X.3. G�en�erer un point X 0 par une op�eration al�eatoire sur X.4. Si y0 = U(X 0) est meilleur que y = U(X), alors X = X 0. Sinon rempla
er X par X 0ave
 une probabilit�e Pa (loi de Boltzmann) d�ependant de T et de l'�e
art d'�energie�E = y0 � y. Pa = exp(�EkbT ); (2.10)ave
 kb est la 
onstante de Boltzmann.5. R�ep�eter 3 et 4 jusqu'�a l'obtention de l'�equilibre thermique. En pratique 
e nombred'it�erations d�epend de la temp�erature (�equation 2.10).6. R�eduire la temp�erature selon le s
h�ema suivant Ti+1 = Ti � �, ave
 0 < � < 1.7. Tant qu'un 
rit�ere d'arrêt (d�ependant de la temp�erature) n'est pas satisfait, retourneren 3.Pour faire du re
uit simul�e, il faut une densit�e de probabilit�e de g�en�eration g(X) per-
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er dans l'espa
e d'�etat 
 = Xi : i = 1;D, une densit�e de probabilit�ed'a

eptation h(X) d'un nouvel �etat apr�es une transition et une loi de d�e
roissan
e de latemp�erature T (k) permettant de r�eduire progressivement les 
u
tuations des deux den-sit�es pr�e
�edentes (T (k) est homog�ene �a la fon
tion obje
tif).Le s
h�ema de d�e
roissan
e de la temp�erature est g�en�eralement lent et doit être ajust�e�a l'aide de la 
haleur sp�e
i�que C(T ) :C(T ) = d < E(T ) >dT = < E(T )2 > � < E(T ) >2kbT 2Une grande valeur de C(T ) indique que le syst�eme passe �a l'�etat solide et don
 que lad�e
roissan
e de la temp�erature doit être plus lente. Pour la plage de d�e
roissan
e rapidede la temp�erature, il est n�e
essaire de m�enager un nombre important de transitions deM�etropolis [116℄ a�n de permettre au syst�eme d'atteindre son �equilibre thermique. Par
ontre, dans la plage de d�e
roissan
e de temp�erature faible (apr�es augmentation de la
haleur sp�e
i�que), 
e nombre d'it�erations de M�etropolis peut être r�eduit.
2.5.2 Les algorithmes évolutionnairesLe point le plus 
ru
ial dans la 
onstru
tion d'un algorithme �evolutionnaire (AE) est le
hoix de la repr�esentation. Tous les travaux 
it�es �a l'introdu
tion de la se
tion 2.5 montrantdes appli
ations des algorithmes �evolutionnaires �a des probl�emes d'optimisation topolo-gique de formes utilisent la même repr�esentation binaire \naturelle", appel�ee bitarraydans [99℄ : elle est asso
i�ee �a un maillage parti
ulier du domaine { 
elui qui est utilis�epour 
al
uler le 
omportement m�e
anique de la stru
ture et d�eterminer la performan
e(
f. Chapitre 3). A 
haque �el�ement du maillage on attribue une valeur 1 si il 
ontient dela mati�ere, et 0 sinon. La �gure 2.5 donne, pour un maillage 13 � 6, le tableau de bitset la forme 
orrespondante. Notons que 
ette repr�esentation binaire n'est pas �equivalente�a la repr�esentation \bitstring" habituelle (
f. 
hapitre 1.2) : un op�erateur de 
roisementsp�e
i�que, utilisant la g�eom�etrie du probl�eme, a �et�e d�evelopp�e [98℄ qui est similaire �a 
eluid�e
rit dans le 
hapitre 4 pour la repr�esentation �a base de diagrammes de Vorono��.En 1996, 
ette appro
he a permis de lever quelques limitations des m�ethodes d�etermi-nistes, 
f. les travaux de C. Kane [97℄:{ Obtention de plusieurs solutions de topologies di��erentes, solutions quasi-optimalesdu probl�eme pos�e (
f �gure 2.6), entre lesquelles l'expert pourra 
hoisir selon des
rit�eres non mod�elisables.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 2.5 { Repr�esentation d'une forme par tableau de bits "bitarray".PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) (b) (
)Fig. 2.6 { Deux solutions optimales de topologies di��erentes (b) et (
) pour le probl�emede la plaque 
onsole de dimension 1 � 4 dont les 
ontours gau
he et bas sont �xes (a).Solutions obtenues par K. Kane [97℄.{ Prise en 
ompte des 
hargements multiples, �eventuellement de natures di��erentes(for
es, d�epla
ements impos�es, et
). Une simple modi�
ation de la fon
tion �a opti-miser est suÆsante, l'algorithme restant par ailleurs in
hang�e.{ R�esolution du probl�eme ave
 
hargement sur la fronti�ere in
onnue. L'exemple-typeest le 
as du dôme sous-marin, sur la surfa
e sup�erieure duquel est appliqu�ee unepression uniforme.{ Utilisation de tout type de mod�ele de 
omportement. Puisque seul un solveur duprobl�eme dire
t est requis, il est possible de traiter le probl�eme de l'optimisationtopologique de formes pour tout 
omportement dont on poss�ede une simulationnum�erique robuste. Des r�esultats dans le 
adre de l'�elasti
it�e en grands d�epla
ementssont venus illustrer 
ette souplesse de l'appro
he �evolutionnaire.
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�es dans la r�esolution de probl�emes d'optimisation topologique de formes,voir [99℄, [97℄ et [100℄, la repr�esentation \bitarray" sou�re d'une profonde limitation li�ee�a la d�ependan
e de la 
omplexit�e de l'algorithme par rapport �a 
elle du maillage asso
i�e.En e�et, la taille d'un individu (le nombre de bits n�e
essaire pour d�e
rire un individu)est �egale �a la taille du maillage. Malheureusement, les r�esultats th�eoriques [32℄ 
ommeles 
onstatations empiriques [66℄ indiquent que la taille 
ritique de population n�e
essairepour atteindre la 
onvergen
e augmente au moins lin�eairement ave
 la taille de 
haque in-dividu. De plus, des populations plus grandes n�e
essitent en g�en�eral un plus grand nombrede g�en�erations pour 
onverger. Il est don
 
lair que 
ette appro
he doit restreindre sondomaine d'appli
ation �a des maillages grossiers bidimensionnels, alors que les ing�enieursont besoin de �ns maillages tridimensionnels!Ces 
onsid�erations 
onduisent �a la re
her
he de repr�esentations plus 
ompa
tes, dont la
omplexit�e ne d�epend pas de 
elle de la dis
r�etisation. Pour obtenir une repr�esentationind�ependante de la 
omplexit�e une ultime �etape 
onsiste �a la faire �evoluer elle-même enl'ajustant par algorithmes �evolutionnaires. C'est le but de 
ette th�ese.Toutefois, avant de passer en revue plusieurs propositions de repr�esentations (
hapitres 4et 5) nous allons d�e
rire en d�etail la fon
tion que nous optimiserons en parti
ulier auniveau de la prise en 
ompte des 
ontraintes, sur un probl�eme simple d'optimisation deformes.



Chapitre 3

La fonction performanceSommaire3.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 733.2 Optimisation du moment d'inertie . . . . . . . . . . . . . . . . . 743.2.1 Position du probl�eme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 743.2.2 Formulation math�ematique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 753.3 Le probl�eme m�e
anique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 783.3.1 Le mod�ele lin�eaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 783.3.2 Le probl�eme test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 793.4 Cal
ul de la fon
tion performan
e . . . . . . . . . . . . . . . . . 793.4.1 Analyse g�eom�etrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 813.5 M�ethodes de p�enalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 823.5.1 Formulation du probl�eme d'optimisation . . . . . . . . . . . . . . 823.5.2 P�enalisation statique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 833.5.3 P�enalisation dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 833.5.4 P�enalisation adaptative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 843.5.5 P�enalisation adaptative bas�ee sur la population . . . . . . . . . . 863.6 R�esultats 
omparatifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 873.6.1 Conditions exp�erimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 883.6.2 Premiers r�esultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 883.6.3 Comparaison des deux appro
hes adaptatives . . . . . . . . . . . 913.7 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92





3.1. Introdu
tion 73

3.1 IntroductionNous nous int�eressons dans 
e 
hapitre �a la d�e�nition de la fon
tion performan
e (ou fon
-tion obje
tif), utilis�ee dans 
ette th�ese, pour le probl�eme de l'optimisation topologique deformes.Divers 
rit�eres ont �et�e utilis�es dans les travaux ant�erieurs en optimisation de forme.La fon
tion obje
tif des m�ethodes d�eterministes, 
omme par exemple la m�ethode d'ho-mog�en�eisation, est bas�ee sur la 
omplian
e, d�e�nie par le travail des for
es ext�erieures (
f. [4℄)et se
tion 2.4.1. Bien qu'elle ait l'avantage d'être di��erentiable, elle ne permet pas un
ontrôle pr�e
is du 
omportement m�e
anique de la solution (par exemple du d�epla
ementmaximal de la stru
ture, qui est g�en�eralement une donn�ee importante du 
ahier des
harges). Cependant, elle a �et�e utilis�ee 
omme fon
tion obje
tif par les algorithmes �evolutionnaires [97℄a�n de 
omparer l'appro
he �evolutionnaire �a la m�ethode d'homog�en�eisation. La 
omplian
ene sera pas 
onsid�er�ee i
i.Une autre appro
he, utilis�ee dans [27℄, 
onsiste �a maximiser la raideur de la stru
ture enutilisant une d�e�nition bas�ee sur le rapport entre la raideur, qui est inversement propor-tionnelle au d�epla
ement maximal sous le 
hargement impos�e, et le poids de la stru
ture.Mais l�a en
ore, 
ette fon
tion ne permet pas un 
ontrôle pr�e
is des d�epla
ements ou des
ontraintes m�e
aniques [97℄. De plus, des exp�erien
es 
omparatives [97℄ ont montr�e quel'utilisation de la raideur 
omme fon
tion performan
e 
onduisait �a des stru
tures pluslourdes sans am�elioration notable du 
omportement m�e
anique.Nous avons 
hoisi de 
onsid�erer le probl�eme, 
omme dans [97℄, sous l'angle de la mini-misation du poids d'une stru
ture, d�e�nie dans un domaine de r�ef�eren
e, en respe
tantun d�epla
ement maximal limite pour 
haque 
as de 
harge 
onsid�er�e. Le 
hoix de 
ette
ontrainte est justi��e par le fait qu'elle est la plus utilis�ee dans l'industrie : un 
ahier des
harges d�e�nissant une stru
ture m�e
anique requiert le plus souvent que 
ette stru
ture,sous un 
hargement donn�e, ait un d�epla
ement maximal ne d�epassant pas une valeur im-
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epos�ee.Pour prendre en 
ompte les 
ontraintes dans les algorithmes �evolutionnaires, plusieursm�ethodes ont �et�e mises au point. Toutefois, la m�ethode la plus g�en�erale reste la m�ethodede p�enalisation et 
'est aussi la plus simple �a mettre en �uvre : elle ne demande que la mo-di�
ation de la fon
tion obje
tif en introduisant des termes de p�enalisation. Cependant, lamise au point de 
es termes in
ue sur l'eÆ
a
it�e de l'optimisation �evolutionnaire. Plusieursstrat�egies ont �et�e propos�ees dans la litt�erature [93, 118, 20℄. Nous introduisons i
i deuxnouvelles m�ethodes pour d�e�nir la fon
tion de p�enalit�e. Ces deux appro
hes sont bas�eessur une p�enalit�e adaptative ajust�ee automatiquement selon l'�etat 
ourant de la populationa�n d'assurer l'existen
e d'un taux d'individus faisable et infaisable dans la population.Cela m�ene �a une exploration eÆ
a
e du voisinage de la fronti�ere du domaine faisable.Ce 
hapitre est organis�e de la fa�
on suivante : la se
tion 3.2 rappelle le 
adre de travailth�eorique d�e�ni par Ghaddar et al. [62℄, dont le probl�eme 
onsiste �a �etudier la r�esistan
ed'une barre de se
tion S. En se
tion 3.3, nous introduisons bri�evement le probl�eme m�e
a-nique pour l'optimisation topologique de formes. Nous 
onstruisons ensuite, dans la se
-tion 3.4, la fon
tion performan
e utilis�ee par la suite. En se
tion 3.5, nous pr�esentonsbri�evement les di��erentes te
hniques de p�enalisation pour les algorithmes �evolutionnaires,et nous introduisons les deux nouvelles appro
hes adaptatives propos�ees i
i. Une �etudeexp�erimentale 
omparative, donn�ee dans la se
tion 3.6, montre, pour le probl�eme d'opti-misation topologique de formes, la sup�eriorit�e de la strat�egie adaptative par rapport auxautres m�ethodes - statique et dynamique.
3.2 Optimisation du moment d’inertieNous pr�esentons dans 
ette se
tion le probl�eme de l'optimisation de la se
tion droite d'unebarre, pos�e par Ghaddar et al. [62℄, ainsi que les r�esultats th�eoriques obtenus.
3.2.1 Position du problèmeSoit une barre de longueur l (suivant z) et S sa se
tion en (x,y). Le probl�eme 
onsiste �atrouver la forme optimale de la se
tion S de la barre soumise �a des e�orts de 
exion ; 
equi revient �a minimiser le poids (il est suppos�e proportionnel au volume de la barre), touten maximisant le moment d'inertie de la barre Iyy, donn�e par :Iyy = ZS(y � yG)2dxdy



3.2. Optimisation du moment d'inertie 75o�u yG est l'ordonn�ee du 
entre de gravit�e G de S, d�e�nie par :yG = RS ydxdyRS dxdyPar ailleurs, il faut respe
ter les 
ontraintes suivantes :{ la se
tion S doit être 
onnexe et in
luse dans un domaine 
 � IR2 donn�e.{ l'�epaisseur de la se
tion doit être sup�erieure �a une �epaisseur donn�ee, pour des raisonsde faisabilit�e te
hnologique.
3.2.2 Formulation mathématiqueLa fon
tion 
oût s'�e
rit de la mani�ere suivante [62℄ :C(S) = �0lAire(S)+ �1lP erimetre(S) + �2V (S)+ �3f(Iyy=I0) (3.1)o�u Aire(S) est l'aire de la se
tion S, Perimetre(S) le p�erim�etre de S, V (S) le nombre de
oins que peut avoir la pi�e
e et f une appli
ation de [0;1℄, d�e
roissante, et qui tend vers0 quand son argument tend vers 1. Les �i; i = 0::3, sont des 
onstantes positives, I0 estune valeur minimale donn�ee pour le moment Iyy et l est la longueur de la barre.Pour tenir 
ompte des 
ontraintes te
hnologiques (�epaisseur minimum, nombre de 
oins)et num�eriques (dis
r�etisation du domaine de travail) Ghaddar et al. [62℄ ont introduit denouveaux espa
es que nous allons rappeler maintenant.On 
ommen
e par introduire l'espa
e X1M : espa
e des sous-domaines ferm�es S de IR telsque S � [0;L℄� [0;L℄;et �S = SOn suppose que la fronti�ere �S, de S 2 X1M , est 
ompos�ee de K 
ourbes polygonales 
k,1 6 k 6 K. Chaque 
ourbe ferm�ee 
k est d�e�nie par une suite ordonn�ee de mk sommetsdistin
ts aki = (aki ; bki ), 1 6 i 6 mk, v�eri�ant la 
ondition de re
tilin�earit�e(bki+1 � bki )(aki+1 � aki ) = 0;
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eet la 
ondition des \vrais" 
oins(bki+1 � bki�1)(aki+1 � aki�1) 6= 0:On suppose aussi que toute 
ourbe 
k = S[aki ; aki+1℄, 1 6 k 6 K, est une 
ourbe simple,qui, en plus de la 
ondition des sommets distin
ts, v�eri�e la 
ondition suivante(aki ;aki+1)\(akj ;akj+1) = ;; i 6= j ;les 
k sont �egalement d'interse
tion vide
k\ 
l = ;; k 6= l:Et en�n, on suppose que tout �el�ement de X1M poss�ede au plus un total de M 
oinsV (S) = KXk=1mk 6M:Le 
ontour de S 2 X1M est orient�e de fa�
on �a 
e que la normale unitaire n, d�e�nie partoutsauf aux 
oins, soit orient�ee vers l'int�erieur du domaine. En prenant 
omme valeur de lanormale au 
oin la moyenne des normales des 
ot�es voisins, la normale peut être d�e�nieen tout point du 
ontour . Le fait de 
hoisir l'orientation de la normale �a l'int�erieur dudomaine (dans le sens des aiguilles d'une montre ou dans le sens 
ontraire des aiguillesd'une montre) rend le 
hoix de 
k unique.Donnons maintenant les d�e�nitions d'�epaisseur et de 
o�epaisseur d'un �el�ement S de X1M .Pour 
ela, on asso
ie �a 
haque 
ot�e [aki ; aki+1℄ de S une famille de re
tangles de largeur �d�e
rite par les sommets ordonn�es (aki ; aki+1 ; bki+1(�) ; bki (�)), ave
bki (�) = aki + �n(12(aki + aki+1)):De même, on asso
ie �a 
haque 
oin aki une famille de 
arr�es de 
ot�e � et de diagonale[aki ; aki +p2n℄
Définition 3.1L'�epaisseur E(S) d'un �el�ement S est le maximum de tous les � tels que tout re
tangleou 
arr�e de 
ot�e � soit dans S pour tout k; 1 6 k 6 K; pour tout i; 1 6 i 6 mk. La
o�epaisseur E(S) est d�e�nie 
omme �etant l'�epaisseur de la fermeture du 
ompl�ementairede S dans [O;L℄2.



3.2. Optimisation du moment d'inertie 77On introduit maintenant deux nouveaux espa
es X2M (t;t) et X3M (t;t) d�e�nis pour tout tet t positifs par X2M (t;t) = fS 2 X1M j E(S) > t; E(S) > t; (t;t) 6 tmaxgX3M (t;t) = fS 2 X2M (t;t) j S 
onnexegLes espa
es XiM , i 2 f1;2;3g, munis de la distan
e Æ d�e�nie parÆ(A;B) = Aire(A�B)sont des espa
es m�etriques. L'op�erateur sym�etrique (ou le \OU ex
lusif"),�, est d�e�ni parA�B = (A[B)�(A\B)Le probl�eme 
onsiste alors �a trouver la se
tion S� � 
 dans X3M (t;t) qui minimise lafon
tionnelle C suivanteC(S) = �0l[ KXk=1 mkXi=1 12(bki+1 + bki )(aki+1 � aki )℄+ �1l[ KXk=1 mkXi=1f(bki+1 � bki )2 + (aki+1 � aki )2g 12 ℄ + �2 KXk=1mk+ �3f 0�[ KXk=1 mkXi=1 13(bki � yG)3(aki+1 � aki )℄=I01A (3.2)
o�u yG = 1Aire(S) KXk=1 mkXi=1 (bki )22 (aki+1 � aki )est l'ordonn�ee du 
entre de gravit�e de S.Rappelons maintenant le r�esultat obtenu dans [62℄ sur le probl�eme de minimisation.
Théorème 3.1Il existe au moins une solution S� dans fS 2 X3M jS� � 
g telle que C(S�) 6 C(~S) pourtout sous-domaine ~S dans fS 2 X3M jS� � 
g.Des r�esultats d'approximation dans le 
as du probl�eme dis
ret et estimation d'erreur pos-sible ont �et�e obtenus aussi dans [62℄.
RemarqueLe r�esultat du th�eor�eme 1.1 a �et�e �etendu au 
adre de l'�elasti
it�e lin�eaire par C. Kane [97℄,en utilisant la fon
tion 
oût que nous allons pr�esenter et �etudier dans la suite.



78 Chapitre 3. La fon
tion performan
e
3.3 Le problème mécaniqueLe 
ontexte de 
ette th�ese est l'Optimisation Topologique de Stru
tures (Topologi
al Op-timum Design { TOD). Le probl�eme 
onsiste �a trouver la forme optimale d'une stru
ture
ontenue dans un domaine donn�e (i.e. la r�epartition de mati�ere dans 
e domaine) de tellesorte que le 
omportement m�e
anique de 
ette stru
ture satisfasse 
ertaines 
ontraintes {i
i par exemple une borne sur le d�epla
ement maximal sous un 
hargement donn�e, maison pourrait aussi imaginer une borne sur des fr�equen
es propres ou une 
ombinaison de
rit�eres mettant en jeu la rigidit�e et le 
omportement vibratoire. Le 
rit�ere �a optimiser estle poids de la stru
ture mais on pourrait aussi optimiser d'autres 
rit�eres : minimisationd'un �etat de tension, d'un d�epla
ement ; maximisation d'une fr�equen
e fondamentale oud'une 
harge 
ritique, 
on
eption pour un 
oût impos�e.
3.3.1 Le modèle linéaireLe mod�ele m�e
anique utilis�e i
i est 
elui de l'�elasti
it�e lin�earis�ee bidimensionnelle en
ontraintes planes (�a l'ex
eption de la se
tion 4.3.12 du 
hapitre 4 o�u les r�esultats sont tri-dimensionnels), et on ne 
onsid�erera que des mat�eriaux lin�eaires et isotropes (
f. e.g. [36℄).Toutes les �gures pr�esent�ees par la suite sont adimensionnelles (e.g. le module d'Youngvaut toujours 1) et les e�ets de gravit�e sont n�eglig�es. Le probl�eme d'�elasti
it�e peut seformuler 
omme suit :Soient 
 un ouvert born�e de IRn, n = 2; 3, et 
v l'ensemble des trous enlev�es dans
 (
f. �gure 3.1). Les �equations lo
ales d'�equilibre m�e
anique s'�e
rivent 
omme suit :8>>>>>><>>>>>>: � = A"(u)div� = 0 dans 
 n 
v�:n = 0 sur �
 n (�f [ �u)�:n = f sur �fu = 0 sur �uo�u "(u) = 12(ru+rtu)est le tenseur des d�eformations de Green lin�earis�e, � le tenseur des 
ontraintes, A estle tenseur d'�elasti
it�e (loi de Hooke), n la normale sortante sur la fronti�ere, f une for
esufa
ique appliqu�ee sur la fronti�ere �f , et u le 
hamp de d�epla
ement.Pour une pr�esentation d�etaill�ee et 
ompl�ete du mod�ele th�eorique nous renvoyons le le
teur�a [36℄, et �a [94℄ pour les mod�eles num�eriques.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 3.1 { Un domaine 
 soumit �a des for
es et des 
onditions au bord.
3.3.2 Le problème testUn ben
hmark tr�es populaire pour l'optimum design est 
elui de la plaque-
onsole (
anti-lever) : le domaine de 
al
ul est un re
tangle ; la plaque est en
astr�ee sur la partie verti
alegau
he de la fronti�ere (d�epla
ement impos�e �egal �a 0) et le 
hargement 
onsiste �a appliquerune for
e pon
tuelle verti
ale au milieu de la fronti�ere verti
ale de droite. La �gure 3.2montre le domaine de 
al
ul pour le 
antilever 2� 1.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 3.2 { Le probl�eme de la plaque-
onsole "
antilever" 2� 1.
3.4 Calcul de la fonction performanceLe probl�eme trait�e dans 
e travail 
onsiste �a minimiser le poids d'une stru
ture sou-mise �a un 
hargement donn�e (
f. �gure 3.2 par exemple), ave
 une 
ontrainte de typeDiMax 6 Dilim pour 
haque 
as de 
harge, o�u DiMax est le d�epla
ement maximal 
al
ul�e parsimulation num�erique pour le 
hargement i, et Dilim sa limite sup�erieure impos�ee (donn�eepar le 
ahier des 
harges). Le 
al
ul du d�epla
ement maximal est e�e
tu�e en utilisantun programme 
lassique d'�el�ements �nis [94℄. Le probl�eme se formule alors de la fa�
on
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tion performan
esuivante (P ) ( minimiser poidsave
 DiMax 6 Dilim; i = 1::nC'est un probl�eme d'optimisation ave
 
ontraintes. Pour tenir 
ompte de 
es 
ontraintesdans la fon
tion performan
e (fon
tion �a optimiser) nous avons adopt�e l'appro
he fond�eesur la m�ethode de p�enalisation, 
ar 
'est la plus simple �a mettre en �uvre : elle ne de-mande que la modi�
ation de la fon
tion d'adaptation (
f. se
tion 3.5). Le probl�eme (P )se transforme ainsi en un probl�eme d'optimisation sans 
ontraintes, o�u la fon
tion-
oût �aminimiser est donn�ee par (dans le 
as d'une seule 
ontrainte, i.e d'un seul 
as de 
harge-ment) F = poids+ �(DMax �Dlim)+ (3.3)o�u � est un param�etre positif (qui peut être vu 
omme un multipli
ateur de Lagrangepour la 
ontrainte asso
i�ee) ; (DMax�Dlim)+ mesure le degr�e de violation de la 
ontrainte(DMax �Dlim)+ = max(0;DMax �Dlim)La �gure 3.3 r�esume les prin
ipales �etapes du 
al
ul de la fon
tion performan
e pourune stru
ture 
onne
t�ee (
f. se
tion 3.4.1) : le 
omportement m�e
anique est 
al
ul�e num�e-riquement par la m�ethode des �el�ements �nis. Le poids de la stru
ture, p�enalis�e par lesviolations des 
ontraintes du 
ahier des 
harges d�eduites de la simulation, est une bonnemesure d'adaptation de la stru
ture au probl�eme.
Eléments Finis

Comportement

simulé

Poids

Performance
de la forme

courante

Solution
potentielle

Chargements

imposés

Pénalisation

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 3.3 { Appro
he �evolutionnaire de l'Optimum Design.
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3.4.1 Analyse géométriqueD'un point de vue m�e
anique, les stru
tures qui ne relient pas le point d'appli
ation de lafor
e et la fronti�ere en
astr�ee ne sont pas admissibles et on leur attribue une performan
earbitrairement grande - 
e qui devrait les �eliminer lors de la s�ele
tion. De plus, toutes lesparties de la stru
ture qui ne sont pas 
onne
t�ees au point d'appli
ation de la for
e (
f. �-gure 3.4){ et ainsi n'a�e
tent pas le 
omportement m�e
anique de la pi�e
e { sont �elimin�eesavant l'analyse par �el�ements �nis mais p�enalisent la performan
e du fait de leur poidsadditionnel inutile (
f. [99, 97℄ pour une dis
ussion d�etaill�ee de 
es sujets). Cette appro
hefavorise la disparition progressive de la mati�ere non 
onne
t�ee et �evite la d�eg�en�eres
en
e 1dans la repr�esentation. La fon
tion performan
e est don
 donn�ee parF = Putile + �Pinutile + �(DMax �Dlim)+ (3.4)o�u Putile est la surfa
e de la stru
ture prin
ipale (la 
omposante re
evant le 
hargement);Pinutile est la surfa
e totale des 
omposantes mat�erielles non 
onne
t�ees �a la stru
tureprin
ipale.Le param�etre �, 
omme �, est un param�etre de p�enalisation positif, mais son importan
eest moins 
ru
iale. On lui asso
ie une petite valeur.
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La structure principale

Deux composantes déconnectées

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 3.4 { Exemple de stru
ture ave
 des 
omposantes mat�erielles d�e
onne
t�ees.Nous pr�esentons dans 
e qui suit bri�evement les di��erentes te
hniques de p�enalisationpour les algorithmes �evolutionnaires (
f. [86℄ [77℄ pour une des
ription d�etaill�ee), et nousproposons deux nouvelles appro
hes.1. 
'est-�a-dire plusieurs g�enotypes 
orrespondent a un même ph�enotype
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3.5 Méthodes de pénalisation

3.5.1 Formulation du problème d’optimisationConsid�erons le probl�eme d'optimisation ave
 
ontraintes suivantoptimiser F(x); x = (x1; : : : ;xn) 2 F � IRn; (3.5)sous les 
ontraintes : ( gj(x) 6 0 j = 1; : : : ;qhj(x) = 0 j = q + 1; : : : ;m (3.6)o�u F , gi et hj sont des fon
tions r�eelles dans IRn; et F , appel�e domaine faisable, d�esignel'espa
e des solutions admissibles 2 (qui respe
tent l'ensemble des 
ontraintes (3.6)).Plusieurs strat�egies ont �et�e mises au point pour prendre en 
ompte les 
ontraintes ave
les algorithmes �evolutionnaires (pour une revue des di��erentes te
hniques utilis�ees dansles algorithmes �evolutionnaires, 
f. [86℄ et [77℄ ainsi que les r�ef�eren
es que 
es arti
les
ontiennent). La plupart d'entre elles sont bas�ees sur le 
on
ept de fon
tions de p�enalit�e,qui p�enalisent les individus violant les 
ontraintes dans la population en ajoutant �a leurfon
tion de performan
e un terme de p�enalit�e qui est nul si les 
ontraintes sont respe
t�ees etpositif sinon. Autrement dit, la m�ethode de p�enalisation 
onsiste �a transformer le probl�emeinitial ave
 
ontraintes en un probl�eme sans 
ontraintes; le probl�eme (3.5)-(3.6) s'�e
ritalors : optimiser F (x) = F(x) + p(x) ; (3.7)o�u p(x), appel�ee fon
tion de p�enalit�e, d�epend des violations de 
ontraintes :p(x) = �k mXj=1(vj(x))� (3.8)o�u �k est le param�etre de p�enalisation 3, � est un param�etre (souvent �egal �a 1 ou 2 [118℄),et vj(x) est en g�en�eral la mesure du degr�e de violation de la jeme 
ontrainte du probl�emepos�e, 
al
ul�ee 
omme suit :vj(x) = ( gj(x)+; 1 6 j 6 qjhj(x)j; q + 1 6 j 6 m (3.9)La diÆ
ult�e majeure dans 
ette appro
he est la d�e�nition de la fon
tion de p�enalit�e p,2. On les appelle aussi solutions faisables ou r�ealisables3. I
i on a 
onsid�er�e un seul param�etre pour toutes les 
ontraintes. Notons qu'on peut asso
ier �a 
haque
ontrainte j un param�etre de p�enalisation �j
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is�ement, l'ajustement du param�etre de p�enalisation �k. Trois appro
hes sontg�en�eralement utilis�ees pour d�e�nir 
ette fon
tion : l'appro
he statique, l'appro
he dyna-mique et l'appro
he adaptative.
3.5.2 Pénalisation statiqueAve
 la m�ethode de p�enalisation statique, le param�etre de p�enalisation �k es �x�e par l'uti-lisateur (ajust�e par essai-erreur), et reste 
onstant au 
ours de l'�evolution. Cette appro
hepeut donner de tr�es bons r�esultats mais n�e
essite un ajustement tr�es �n de la valeur de�k [118℄. En e�et,{ si �k est trop petit, l'optimum du probl�eme ne respe
tera pas stri
tement les 
on-traintes;{ si �k est trop grand, la re
her
he se fait essentiellement dans le domaine faisable del'espa
e de re
her
he, interdisant tout passage par l'espa
e infaisable, 
e qui p�enalisel'exploration de tout le domaine et augmente le risque de la 
onvergen
e pr�ematur�ee.Pour rem�edier �a 
ette diÆ
ult�e, une id�ee naturelle est alors de faire varier le param�etre dep�enalisation dynamiquement au 
ours de l'�evolution.
3.5.3 Pénalisation dynamiqueContrairement �a la m�ethode statique, ave
 la strat�egie dynamique, le param�etre de p�ena-lisation est modi��e au long de l'�evolution. L'id�ee de base de l'appro
he dynamique est dedonner initialement une petite valeur au param�etre de p�enalisation pour favoriser l'explo-ration, puis l'augmenter au fur et �a mesure de l'�evolution a�n d'augmenter la pression surl'algorithme pour trouver des individus faisables.Plusieurs strat�egies ont �et�e propos�ees dans la litt�erature. On 
ite par exemple la m�ethodede Joines et Houk [93℄ ; �a une g�en�eration k donn�ee la fon
tion de p�enalit�e est 
al
ul�ee
omme suit : p(x) = (�0 � k)
 mXj=1(vj(x))� (3.10)ou �0, 
 et � sont des 
onstantes positives.Dans le 
as parti
ulier 
 = 1 l'appro
he est dite lin�eaire : le param�etre de p�enalisation
rô�t lin�eairement ave
 le nombre de g�en�erations.Une deuxi�eme appro
he similaire �a la premi�ere a �et�e propos�ee pour l'optimisation de



84 Chapitre 3. La fon
tion performan
eformes dans [99℄ qui 
onsiste �a augmenter le param�etre de p�enalisation toutes les Mg�en�erations. La fon
tion de p�enalit�e, �a la g�en�eration k, est donn�ee parp(x) = (�0 � �[k=M ℄) mXj=1(vj(x)) (3.11)o�u �0 et � sont des 
onstantes et [k=M ℄ d�esigne la partie enti�ere de k=ML'appro
he dynamique, dans laquelle le param�etre de p�enalisation est modi��e suivant unestrat�egie sp�e
i��ee par l'utilisateur, requiert une bonne intuition initiale pour d�eterminerune strat�egie eÆ
a
e. Pour rem�edier �a 
e probl�eme, l'id�ee est de faire adapter le param�etrede p�enalisation �a 
haque g�en�eration : il peut être augment�e ou diminu�e selon l'importan
edes violations des 
ontraintes et l'�etat de la re
her
he. C'est le prin
ipe des te
hniques dep�enalisation dites adaptatives, que nous pr�esentons maintenant.
3.5.4 Pénalisation adaptativeLa plupart des algorithmes �evolutionnaires utilisent de nombreux param�etres que l'uti-lisateur doit ajuster pour 
haque probl�eme parti
ulier, et la te
hnique syst�ematique paressai-erreur est �evidemment tr�es 
oûteuse. Di��erentes m�ethodes, regroup�ees sous la termi-nologie g�en�erale de te
hniques adaptatives ont �et�e propos�ees pour rem�edier �a 
e probl�eme :les valeurs des param�etres peuvent être d�eduits de statistiques sur les it�erations pr�e
�edentes{ 
omme dans la r�egle du 1/5�eme pour la taille du pas de mutation propos�ee par [139℄ (
f.se
tion 1.7.2) { ou bien �evoluer suivant les op�erateurs d'�evolution [158℄ (on parle alors dete
hniques auto-adaptatives). Un petit nombre de param�etres doivent en
ore être ajust�espar l'utilisateur (e.g. les valeurs initiales et les s
h�emas de mise �a jour), mais on peutles 
onsid�erer 
omme des param�etres du se
ond ordre : dans une large plage de valeurs,l'algorithme restera robuste (pour plus de d�etails, nous renvoyons le le
teur �a [118℄).Des param�etres de p�enalisation adaptatifs ont �et�e utilis�es ave
 su

�es pour des probl�emesde satisfa
tion de 
ontraintes dis
r�etes 4 (Constraint Satisfa
tion Problems) [50℄, o�u l'ob-je
tif est de trouver au moins un individu admissible.Dans le 
ontexte de l'optimisation de param�etres, deux s
h�emas adaptatifs ont �et�e pro-pos�es, le premier en 1992 par Hadj-Alouane et Bean [75℄, le se
ond en 1993 par Smith etTate [163℄. Le param�etre de p�enalisation est mis �a jour en fon
tion de la faisabilit�e dumeilleur individu dans la population des g�en�erations pr�e
�edentes.4. Pour 
es probl�emes, les 
ontraintes sont des fon
tions bool�eennes, et la satisfa
tion d'une 
ontrainteest v�eri��ee si sa fon
tion est �egale �a 1
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Méthode de Hadj-Alouane et BeanAve
 
ette m�ethode le param�etre de p�enalisation est mis �a jour en fon
tion de la faisabi-lit�e du meilleur individu dans la population des g�en�erations pr�e
�edentes. La fon
tion dep�enalit�e est d�e�nie 
omme suit : p(x) = �k mXj=1(vj(x))2o�u �k est mise �a jour 
haque g�en�eration k 
omme suit :�k+1 = 8><>: (1=�1) � �k si xib 2 F 8i; k � t+ 1 6 i 6 k�2 � �k si xib =2 F 8i; k � t+ 1 6 i 6 k�k sinon;o�u xib est le meilleur individu de la population, �a la g�en�eration i, �1;�2 > 1 et �1 6=�2 (pour �eviter les 
y
les). Autrement dit, la valeur du param�etre de p�enalisation �k+1 �ala g�en�eration k + 1 diminue, ave
 un fa
teur multipli
atif 1=�1, si tous les meilleurs in-dividus pendant les t derni�eres g�en�erations �etaient faisables et augmente, ave
 un fa
teurmultipli
atif �2, si tous les meilleurs individus pendant les t derni�eres g�en�erations �etaientinfaisables. S'il y a eu pendant 
es g�en�erations �a la fois des meilleurs solutions faisables etd'autres infaisables, la valeur de �k ne 
hange pas.Hadj-alouane et Bean ont introduit 
ette appro
he adaptative pour augmenter l'eÆ
a
it�edu pro
essus de re
her
he. Ainsi, si les 
ontraintes ne posent pas de probl�eme pour l'algo-rithme, les p�enalit�es diminuent, sinon elles augmentent. On remarque que 
ette m�ethodeintroduit trois param�etres, �1;�2 et t, qui doivent être ajust�es par l'utilisateur.
Méthode de Smith et TateLa fon
tion de p�enalisation adaptative propos�ee par Smith et Tate d�epend de la qualit�e dela meilleure solution pendant l'�evolution (jusqu'�a l'it�eration 
ourante), ainsi que du degr�ede violation des 
ontraintes (d�etermin�e par la distan
e des meilleurs solutions infaisablesau domaine faisable). La fon
tion de p�enalit�e est d�e�nie 
omme suit :p(x) = Ffeas(t)�F(t) mXj=1(vj(x)=qj(t))k;o�u F(t) est la valeur de la fon
tion obje
tif (sans p�enalisation) de la meilleure solu-tion trouv�ee pendant l'�evolution(jusqu'�a la g�en�eration t), Ffeas(t) est l'�evaluation de lameilleure solution faisable trouv�ee pendant l'�evolution, k est une 
onstante et qj(t) d�esignel'estimation du seuil d'extension de faisabilit�e pour 
haque 
ontrainte j (1 6 j 6 m); untel seuil d�etermine les solutions infaisables int�eressantes (pro
hes du domaine faisable).
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DiscussionLes deux te
hniques de p�enalisation adaptatives pr�esent�ees dans 
ette se
tion ne tiennent
ompte que de l'�etat des meilleurs individus pendant l'�evolution, sans se sou
ier de l'�etatg�en�eral de la population; 
e qui 
onduit l'algorithme dans 
ertains 
as �a la 
onvergen
epr�ematur�ee. En e�et, 
onsid�erons la premi�ere appro
he. Si le meilleur est r�ealisable pen-dant plusieurs g�en�erations mais tous les autres individus ne le sont pas, le param�etre dep�enalisation est ainsi diminu�e, alors qu'il devrait être augment�e pour g�en�erer d'autres solu-tions r�ealisables. Pour 
ette raison, nous proposons deux nouvelles appro
hes adaptativesqui utilisent des informations globales sur la population, a�n d'ajuster le param�etre dep�enalisation, que nous introduisons dans la suite.
3.5.5 Pénalisation adaptative basée sur la populationLes deux m�ethodes de p�enalisation adaptative que nous allons introduire partent d'unmême prin
ipe qui 
onsiste �a e�e
tuer la mise �a jour des param�etres de p�enalisation enutilisant les statistiques globales de faisabilit�e dans la population. Le but de 
ette d�emar
heest d'explorer les environs de la fronti�ere de la r�egion admissible en essayant de 
onserverdans la population les individus qui se situent \de part et d'autre" de 
ette fronti�ere (
ettemême id�ee a men�e aux algorithmes "s�egr�egatifs" { Segregated GA { [108℄ qui utilisent deuxdi��erents param�etres de p�enalisation pour atteindre 
e but).En e�et, dans de nombreux probl�emes d'optimisation, on sait que la solution se situe sur lafronti�ere de la r�egion admissible. Des te
hniques sp�e
i�ques de traitement des 
ontraintesont d'ailleurs �et�e propos�ees pour explorer uniquement 
ette fronti�ere [152, 151℄ lorsque
e
i est possible .Toutefois, pour l'optimisation topologique de formes, ave
 la rigidit�e 
omme fon
tion-obje
tif, bien qu'il n'a pas �et�e �etabli si la solution est sur la fronti�ere du domaine admis-sible ou pas pour le probl�eme 
ontinu, le bon sens sugg�ere qu'il se trouve "pro
he" de 
ettefronti�ere : intuitivement, si on est loin de 
ette fronti�ere (i.e. le d�epla
ement maximal estbien plus petit que la limite autoris�ee), on peut sans doute enlever de la mati�ere sans vio-ler la 
ontrainte. De plus, 
ette fronti�ere est diÆ
ilement 
ara
t�erisable pour 
e probl�eme,mais on peut explorer la zone admissible voisine de la fronti�ere grâ
e �a la m�ethode dep�enalisation adaptative.
La première approcheNous proposons dans 
e paragraphe une nouvelle appro
he de p�enalisation adaptativebas�ee sur le degr�e de faisabilit�e de la population. Le but de 
ette m�ethode est d'ajuster leparam�etre de p�enalisation selon la proportion d'individus satisfaisant les 
ontraintes �a la
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ourante k, not�ee �kfeasible. La strat�egie d'ajustement est donn�ee par l'�equationsuivante : �k+1 = ( � � �k si �kfeasible < �lim(1=�) � �k si �kfeasible > �lim (3.12)o�u � > 1 est un param�etre d�e�ni pr�ealablement par l'utilisateur, �kfeasible d�esigne la pro-portion d'individus faisables �a la g�en�eration 
ourante k, et �lim est le taux de faisabilit�e li-mite permettant de d�e
ider l'augmentation ou la diminution du param�etre de p�enalisation.Notons que pour 
ette appro
he trois param�etres sont �a ajuster par l'utilisateur, �, �limet la valeur initiale de �0.
La deuxième approcheDans 
e paragraphe nous proposons une deuxi�eme appro
he adaptative bas�ee, 
omme lapremi�ere, sur la proportion de faisabilit�e de la population. Le but est de garder dans lapopulation une proportion minimale d'individus satisfaisant les 
ontraintes ainsi qu'uneproportion minimale qui les violent. Notons �kfeasible la proportion d'individus qui satisfontles 
ontraintes �a la g�en�eration k, et �inf et �sup deux param�etres donn�es par l'utilisateur.Les faibles valeurs des param�etres de p�enalisation favorisent les individus qui violent les
ontraintes (et inversement). Pour maintenir �kfeasible 2 [�inf ;�sup℄, nous proposons lar�egle de mise �a jour suivante :�k+1 = 8><>: � � �k si �kfeasible < �inf(1=�) � �k si �kfeasible > �sup�k sinon (3.13)ave
 � > 1. Les param�etres 
hoisis par l'utilisateur dans 
ette m�ethode sont �inf , �sup,� et la valeur initiale �0. Si �inf = �sup on est dans le 
as 1.
RemarqueNotons que, pour les deux appro
hes propos�ees, les variations de �k ne sont pas monotones,et il n'y a don
 pas de garantie a priori que le meilleur individu de la population satis-fasse les 
ontraintes. Il peut même arriver que la population ne 
ontienne au
un individuadmissible { même si dans 
e 
as, l'augmentation r�eguli�ere de la valeur de �k doit favori-ser les individus violant le moins les 
ontraintes, devant mener �a l'�emergen
e d'individusadmissibles.
3.6 Résultats comparatifsCette se
tion r�e
apitule et dis
ute les r�esultats 
omparatifs obtenus pour les di��erentesappro
hes de p�enalisation. Les exp�erien
es ont �et�e e�e
tu�ees sur deux probl�emes test
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esimples de l'optimisation topologique de formes (probl�emes de la plaque 
onsole en
astr�ee1� 2 et 2� 1), introduit dans la se
tion 3.3.2. Signalons que pour les tests de 
e 
hapitrenous avons utilis�e la repr�esentation par diagrammes de Vorono�� (
f. se
tion 4.2, 
hapitre 4).
3.6.1 Conditions expérimentalesPour permettre les 
omparaisons entre les r�esultats donn�es pour les di��erents s
h�emas dep�enalisation nous avons utilis�e les mêmes 
onditions exp�erimentales suivantes : l'algorithmed'�evolution arti�
ielle utilis�e est similaire �a un algorithme g�en�etique "
lassique" (s�ele
tionlin�eaire bas�ee sur le rang et rempla
ement g�en�erationnel) ave
 des populations de 80 indi-vidus ; les taux de 
roisement et de mutation sont respe
tivement 0.6 et 0.3 ; le nombre deg�en�erations maximum est de 2000 et le 
rit�ere d'arrêt de l'algorithme est de 300 it�erationssu

essives sans am�elioration du meilleur individu (
f. 
hapitre 4, se
tion 4.3.1, pour plusde d�etails sur les 
onditions exp�erimentales).Nous 
ommen�
ons par �etudier exp�erimentalement l'in
uen
e du param�etre de p�enalisationstatique sur la solution. Nous verrons dans le paragraphe suivant que 
ette in
uen
e n'estpas n�egligeable pour un probl�eme d'optimisation topologique de formes.
Pénalité statiquePour trouver la p�enalisation ad�equate, pour le 
as statique, on est oblig�e de tester plusieursvaleurs jusqu'�a 
e qu'on trouve 
elle qui permet de donner des r�esultats satisfaisants. Dess�eries d'essais num�eriques ave
 di��erentes valeurs de � ont �et�e e�e
tu�ees sur les deux 
astests simples de l'optimisation topologique de formes. Les valeurs sont 
omprises entre 0:1et 1000, a�n de visualiser l'e�et du 
hoix des petites et des grandes valeurs du param�etre �.Les r�esultats obtenus d�emontrent que l'in
uen
e de � sur le probl�eme d'optimisation n'estpas n�egligeable : pour des petites valeurs de � (par exemple 0.1), les stru
tures obtenuessont tr�es l�eg�eres mais la 
ontrainte de d�epla
ement est viol�ee, alors que pour des grandesvaleurs de � (par exemple 1000), les stru
tures obtenues sont faisables mais leur poidsest assez important. Une bonne valeur interm�ediaire a �et�e 
hoisie, � = 30, donnant desr�esultats raisonnables pour la plupart des tests. Cette valeur sera utilis�ee 
omme la valeurinitiale pour les autres appro
hes.
3.6.2 Premiers résultatsNous pr�esentons dans 
e paragraphe les r�esultats 
omparatifs obtenus pour di��erentesstrat�egies de p�enalisation sur le probl�eme de la plaque 
onsole 1 � 2. Deux m�ethodes dep�enalisation dynamique ont �et�e in
luses dans la 
omparaison, �a savoir le s
h�ema lin�eaireet le s
h�ema g�eom�etrique (
f. 3.5.3). Pour 
ette premi�ere �etude exp�erimentale nous avons
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es (a) et moyenne des meilleures (b) au
ours de l'�evolution (moyenne sur 21 
al
uls ind�ependants) sur le probl�eme du 
antilever1� 2. Dlim = 20.
onsid�er�e la premi�ere appro
he adaptative propos�ee i
i.Apr�es plusieurs tests de robustesse, les valeurs (des param�etres sp�e
i�ques �a 
haque ap-pro
he) suivants ont �et�e 
hoisies et seront utilis�ees dans toutes les simulations pr�esent�eesdans 
ette th�ese :{ Appro
he lin�eaire (eq. 3.10): � = 1.{ Appro
he g�eom�etrique (eq. 3.11) : 
omme dans [99℄, � = 1:01 et M = 10; 
e quirevient �a multiplier le param�etre � par le fa
teur � toutes les 10 g�en�erations.{ Appro
he adaptative 1 (eq. 3.12) : � = 1:1;�lim = 0:6;.{ Appro
he adaptative 2 (eq. 3.13) : � = 1:1;�inf = 0:4; et �sup = 0:8.

Plaque 1� 2, Dlim = 20Pour 
haque 
as, 21 essais ind�ependants ont �et�e e�e
tu�es dans les mêmes 
onditions ex-p�erimentales d�e
rites 
i-dessus. Les r�esultats enregistr�es sur le premier 
as test, ave
 les4 di��erentes appro
hes, statique, lin�eaire, g�eom�etrique et adaptative 1 sont illustr�es surla �gure 3.5. Les 
ourbes de la �gure 3.5 montrent l'�evolution de la valeur minimale etmoyenne des meilleures solutions trouv�ees sur 21 tests ind�ependants. La premi�ere observa-tion qu'on d�eduit de la �gure (b) est que la 
ourbe 
orrespondant �a la m�ethode adaptativemontre 
lairement que la meilleure performan
e dans la population 
orrespond parfois �a
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eun individu infaisable, 
e qui explique la pr�esen
e des os
illations dans la 
ourbe pour lameilleure performan
e.En 
e qui 
on
erne la 
omparaison, la �gure 3.5 montre bien que la strat�egie adapta-tive est plus performante que les autres m�ethodes en moyenne, et �egale ou d�epasse lemeilleur r�esultat obtenu par les autres m�ethodes. D'autre part, l'appro
he g�eom�etriquepeut donner des r�esultats qui sont aussi bons que les meilleurs de l'appro
he adaptative,mais la varian
e des r�esultats obtenus par 
ette appro
he est tr�es �elev�ee : 
ertains r�esultatssont mauvais. Ainsi sa performan
e est moins bonne en moyenne. La p�enalit�e statique peutdonner rapidement de bons r�esultats �a 
ondition que le param�etre soit bien 
hoisi, mais il setrouve qu'elle est in
apable d'am�eliorer l'optimum apr�es un (petit) nombre de g�en�erations.
Plaque 1� 2, Dlim = 10En vue de montrer la performan
e et la robustesse de l'appro
he adaptative nous avons
ompar�e 
es di��erentes appro
hes dans un premier temps sur le même 
as test mais ave
une 
ontrainte plus forte. Les r�esultats obtenus sont illustr�es sur la �gure 3.6. Ces r�esultats
on�rment la performan
e de la strat�egie adaptative par rapport aux autres appro
hes.
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Plaque 2� 1, Dlim = 220Comme pour le 
as pr�e
�edent, les r�esultats obtenus sur le probl�eme de la plaque 
onsole2� 1 (
f. �gure 3.7) 
on�rment la performan
e de la strat�egie adaptative par rapport aux
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al
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antilever2� 1. Dlim = 220

RemarqueD'autres r�esultats 
omparatifs montrant la validit�e de 
ette appro
he adaptative bas�ee surla population, sur d'autres probl�emes sous 
ontraintes, se trouvent dans [77℄ et [20℄.
3.6.3 Comparaison des deux approches adaptativesComme pour la premi�ere appro
he adaptative, une s�erie de 21 tests ind�ependants ont �et�ee�e
tu�es, dans les mêmes 
onditions exp�erimentales (�a part bien entendu les param�etressp�e
i�ques de l'appro
he), en utilisant la deuxi�eme appro
he adaptative. Les 
ourbes dela �gure 3.8 illustrent l'�evolution de la valeur moyenne des meilleures performan
es sur 21tests pour les deux appro
hes adaptatives, appliqu�ees sur les deux 
as test du 
antilever1� 2 et 2� 1.La premi�ere observation qu'on d�eduit de 
es 
ourbes est que la premi�ere appro
he d�epassel�eg�erement en moyenne la deuxi�eme sur le 
antilever 1 � 2, mais 
ette observation n'estplus valable sur le 
antilever 2�1 (la deuxi�eme appro
he d�epasse la premi�ere). On ne peutdon
 pas dire laquelle des deux m�ethodes adaptatives est la meilleure.Par ailleurs, en regardant de pr�es les meilleures solutions (au sens de la �tness p�enalis�ee)obtenues par les deux appro
hes, on remarque que la premi�ere te
hnique arrive pourla plupart des exp�erien
es �a des solutions infaisables violant l�eg�erement la 
ontraintede d�epla
ement (des solutions pro
hes de la fronti�ere de l'espa
e faisable). Alors que la
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ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) 
antilever 1� 2 ; Dlim = 20 (b) 
antilever 2� 1 ; Dlim = 220Fig. 3.8 { Moyenne des meilleures performan
es au 
ours de l'�evolution (moyenne sur 21
al
uls ind�ependants)deuxi�eme strat�egie trouve pour la plupart des tests des solutions faisables.Dans la �gure 3.9 nous avons tra
�e l'allure de l'�evolution du nombre de faisables dansla population et l'�evolution du param�etre de p�enalisation � au 
ours des g�en�erations, pourun essai de r�esolution du probl�eme de la 
antilever 1 � 2. La strat�egie de p�enalisationutilis�ee est 
elle de la premi�ere appro
he adaptative ave
 un taux limite 0.6 et �0 = 30.On remarque que le taux de faisables dans la population est tr�es variable tout au long del'�evolution. Ces variations sont mises en �eviden
e dans la �gure 3.9-a par des os
illationsdans un intervalle de taille variable et 
entr�e en 60% (le taux limite). Ces augmenta-tions et diminutions de degr�e de faisabilit�e engendrent en parall�ele des augmentations etdiminutions du 
oeÆ
ient de p�enalit�e �, qui os
ille aussi sur un intervalle variable (
f. �-gure 3.9-b). En e�et, d'apr�es l'�equation 3.12, l'augmentation de la valeur du 
oeÆ
ient �permet de favoriser les individus faisables pendant les pro
�edures de s�ele
tion ult�erieures,alors que sa diminution favorise les infaisables.

3.7 ConclusionLa puissan
e de l'adaptativit�e dans le 
al
ul �evolutionnaire est maintenant bien 
onnue etles r�esultats pr�esent�es dans 
e 
hapitre le 
on�rment au niveau de la fon
tion de perfor-man
e. En e�et, deux appro
hes de prise en 
ompte des 
ontraintes, bas�ees sur la p�enalit�eadaptative ajust�ee automatiquement selon le taux d'individus faisables dans la popula-tion, ont �et�e propos�ees. Les exp�erimentations r�ealis�ees sur deux probl�emes test 
lassiquesde l'optimisation topologique de formes ont montr�e la performan
e et la robustesse des



3.7. Con
lusion 93

Generation

ta
ux

 d
e 

fa
is

ab
le

s 
(%

)

100 300 500 700

0

100

50

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
Generation

al
ph

a

100 300 500 700
0

10

20

30

40PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) (b)Fig. 3.9 { Evolution du degr�e de faisabilit�e (a) et de � (b) au 
ours des g�en�erations.Probl�eme du 
antilever 1� 2. Dlim = 20. Adaptative 1, �lim = 0:6, �0 = 30appro
hes adaptatives par rapport aux appro
hes statiques et dynamiques utilis�ees dansdes travaux ant�erieurs.Mais une nouvelle dire
tion 
on
ernant la fon
tion performan
e, qui pourrait apporter uneam�elioration signi�
ative pour les ing�enieurs m�e
ani
iens, pourrait être l'utilisation deste
hniques multi-
rit�eres plutôt que des m�ethodes traitant les 
ontraintes : les 
ontraintespeuvent être 
onsid�er�ees 
omme autant d'obje
tifs. Nous �etudions les avantages de 
esappro
hes dans le 
hapitre 6, ainsi que les r�esultats num�eriques 
omparatifs.Nous pouvons maintenant revenir sereinement au probl�eme 
ru
ial de la repr�esentationpour les stru
tures. C'est l'objet du 
hapitre suivant.
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4.1 IntroductionNous nous int�eressons dans 
e 
hapitre aux probl�emes de repr�esentations pour les stru
-tures. Une des diÆ
ult�es prin
ipales de l'optimisation topologique de formes par algo-rithmes �evolutionnaires est la repr�esentation d'une forme, 
'est �a dire le 
hoix de l'espa
ede re
her
he. L'appro
he la plus \naturelle", utilis�ee dans tous les travaux ant�erieurs [91,27, 99℄, 
onsiste �a partir d'un maillage donn�e (utilis�e pour le 
al
ul du 
omportementm�e
anique de la stru
ture qui d�etermine sa performan
e), et �a attribuer �a 
haque �el�ementde 
e maillage une valeur 1 ou 0, i.e mati�ere ou vide (
f. �gure 4.1) : l'espa
e de re
her
heest alors 
elui de tableaux de bits (bit-array), qui se trouve être le 
adre traditionnel desalgorithmes g�en�etiques, ave
 des op�erateurs de variations plus adapt�es au probl�eme del'optimisation de formes. Bien que 
ette te
hnique ait donn�e de bons r�esultats, elle estlimit�ee par la d�ependan
e de la 
omplexit�e de la repr�esentation (le nombre de variablesde design) �a 
elle du maillage. En e�et, si la taille du maillage augmente, la taille duprobl�eme suit : l'augmentation de la taille des individus (tableaux de bits) imposera de
hoisir une taille de population plus importante [32, 66℄, n�e
essitant ainsi un plus grandnombre de g�en�erations pour la 
onvergen
e de l'algorithme. Il est don
 impensable d'ap-pliquer 
ette te
hnique aujourd'hui �a des maillages tr�es �ns - sans parler des probl�emes3D. Pour rem�edier �a 
et in
onv�enient, nous proposons dans 
e 
hapitre un ensemble derepr�esentations 
ompa
tes dont la 
omplexit�e est ind�ependante de 
elle de tout maillage,et auto-adaptative (i.e la 
omplexit�e des solutions est ajust�ee par l'algorithme lui-même).Dans 
es nouveaux espa
es de repr�esentations, un individu est une liste non ordonn�ee etde longueur variable : on dit que 
es repr�esentations sont non stru
tur�ees.La repr�esentation par diagrammes de Vorono�� est un premier pas vers les repr�esentationsnon stru
tur�ees pour l'optimisation topologique de formes. Elle a �et�e propos�ee pour lapremi�ere fois dans [147℄, et a �et�e utilis�ee essentiellement pour des probl�emes d'identi�
a-tion [150, 149, 112℄.Ces repr�esentations se basent �a l'origine sur la g�eom�etrie algorithmique [132, 25℄. De plus,
ette appro
he se distingue de mani�ere fondamentale de la repr�esentation par tableaux
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Un individu : tableau de bits La stru
ture 
orrespondanteFig. 4.1 { Repr�esentation d'une forme par un tableau de bitsde bits par son adaptativit�e : 
ha
un des individus peut avoir un nombre de param�etresqui di��ere de 
elui de ses 
ong�en�eres, et en outre 
e nombre peut 
hanger au 
ours del'�evolution (
'est une repr�esentation de longueur variable). Nous verrons ainsi dans lase
tion 4.2 que deux op�erateurs de mutation et l'op�erateur de 
roisement utilisent la 
a-ra
t�eristique de longueur variable de la repr�esentation durant l'�evolution.Ce 
hapitre est organis�e de la fa�
on suivante : En se
tion 4.2, nous introduisons la re-pr�esentation de Vorono�� et les op�erateurs de variation asso
i�es. Nous pr�esentons ensuite,dans la se
tion 4.3, les r�esultats num�eriques obtenus sur le probl�eme de l'optimisation dumoment d'inertie, et sur plusieurs probl�emes de l'optimisation topologique de formes : leprobl�eme test 
lassique de la plaque 
onsole en
astr�ee; le mod�ele en "L"; un probl�emeposs�edant plusieurs solutions quasi-optimales; un probl�eme de 
antilever 10 � 1, diÆ
ile�a r�esoudre par l'appro
he �evolutionnaire bit-array; divers probl�emes de 
hargements mul-tiples - i.e devant r�esister �a di��erents 
hargements - (
adre de v�elo, le mod�ele du pont 2Det le mod�ele "L"); en�n un probl�eme tridimensionnel sur lequel nous avons obtenu desr�esultats originaux (les premiers du genre). De plus, nous dis
utons les avantages de 
etterepr�esentation par rapport �a la repr�esentation standard bit-array. Ensuite, nous proposonsdans les se
tions 4.4 et 4.5 deux nouvelles repr�esentations qui ont des propri�et�es analogues�a la repr�esentation par diagrammes de Vorono��. Dans la se
tion 4.6, des r�esultats 
ompa-ratifs sur le ben
hmark du 
antilever justi�ent l'introdu
tion des autres repr�esentationsde type Vorono��. En�n, nous esquissons, dans la se
tion 4.7, 
e que pourrait être unerepr�esentation modulaire permettant la r�eutilisation d'une partie de la repr�esentation.
4.2 Représentation par diagrammes de VoronöıUtilis�ee ave
 su

�es dans le probl�eme 
onnexe de l'identi�
ation d'in
lusions �elastiques [150℄et l'identi�
ation des mod�eles g�eologiques [149℄, 
ette repr�esentation se base sur un parti-



4.2. Repr�esentation par diagrammes de Vorono�� 99tionnement du domaine par des poly�edres 
onvexes.Diagrammes de Vorono�� :Consid�erons un nombre �ni de points V0; : : : ;VN (les sites de Vorono��) dans un domaine
 donn�e de IRn (le domaine de travail). A 
haque site Vi on asso
ie l'ensemble de tousles points du domaine de travail pour lesquels le site de Vorono�� le plus pro
he est Vi. Onnomme 
et ensemble 
ellule de Vorono�� :Cell(Vi) = fM 2 
; d(M;Vi) = minj=1���N d(M;Vj)go�u d(:;:) d�enote la distan
e eu
lidienne.Le diagramme de Vorono�� est la partition du domaine d�e�ni par les 
ellules de Vorono��.Chaque 
ellule est un sous-ensemble poly�edral du domaine de travail ; r�e
iproquement,toute partition d'un domaine de IRn en sous-ensembles poly�edraux est le diagramme deVorono�� d'au moins un ensemble de sites de Vorono�� (voir [132℄ pour une introdu
tiond�etaill�ee aux diagrammes de Vorono�� et une pr�esentation g�en�erale de la g�eom�etrie algo-rithmique). Dans toute la suite nous ne 
onsid�erons (sauf indi
ation 
ontraire) que lesdomaines de IR2.
4.2.1 Le génotypeConsid�erons maintenant une liste { de longueur variable { de sites de Vorono��, 
haquesite �etant �etiquet�e 0 ou 1. Si 
haque 
ellule est �a son tour �etequit�ee par l'�etiquette deson site, le diagramme de Vorono�� 
orrespondant repr�esente une partition du domaine detravail en deux sous-ensembles. La �gure 4.2 montre l'exemple d'un partitionnement d'undomaine �a l'aide d'un diagramme de Vorono��. Ainsi une forme est repr�esent�ee par une listede N paires (site de Vorono��, label). Les variables du probl�eme sont don
 les N triplets(XVi ;YVi ;CVi), o�u XVi ;YVi repr�esentent les 
oordonn�ees de Vi �evoluant dans des intervallesr�eels born�es, CVi 2 f0;1g et N 6 Nmax (nombre maximal de sites) 1.
4.2.2 DécodageComme pour l'utilisation d'un 
odage binaire des individus (
f. se
tion 1.6), le 
hoix de larepr�esentation par diagrammes de Vorono�� nous 
ontraint don
 �a d�e�nir une fon
tion ded�e
odage. En e�et, le 
al
ul de la fon
tion de performan
e d'une stru
ture (
f. 
hapitre 3)1. En th�eorie le nombre de sites n'est pas limit�e mais pour des raisons te
hniques on �xe un nombremaximal.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) (b)Fig. 4.2 { La repr�esentation de Vorono�� sur un domaine re
tangulaire : Une liste de pointsd�e�nit un pavage en polygones 
onvexes - les 
ellules de Vorono�� (a). �A 
haque site estde plus atta
h�ee une variable bool�eenne, et la 
ellule 
orrespondante est alors 
onsid�er�ee
omme "mati�ere" ou "vide" en fon
tion de la valeur de 
ette variable, d�e�nissant ainsiune forme (b).est obtenu par simulation num�erique de son 
omportement m�e
anique, en utilisant lam�ethode des �el�ements �nis, qui n�e
essite l'utilisation de maillages plus �ns que le maillagesous forme de diagrammes de Vorono��.Par ailleurs, l'utilisation d'un maillage di��erent pour 
haque forme 
onsid�er�ee introduiraitun bruit num�erique dû au remaillage : le 
al
ul du 
omportement de deux stru
tures voi-sines ave
 deux maillages di��erents pourrait donner des r�esultats non signi�
atifs. Il estdon
 n�e
essaire d'utiliser le même maillage �a l'int�erieur d'une même g�en�eration. Ainsi, pourun maillage r�egulier donn�e, une partition d�e
rite par un diagramme de Vorono�� peut fa
i-lement se projeter sur 
e maillage : un �el�ement appartient �a l'une ou l'autre des 
at�egories(mat�eriau ou vide) en fon
tion du label de la 
ellule de Vorono�� dans laquelle se trouveson 
entre de gravit�e. La valeur au 
entre d'une maille est alors donn�ee par la valeur dela 
ellule de Vorono�� dans laquelle elle se situe (
f. �gure 4.3).
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) (b)Fig. 4.3 { Proje
tion d'un diagramme de Vorono�� sur un maillage r�egulier 13 � 6 : lafon
tion de performan
e est 
al
ul�ee sur la forme projet�ee (b).
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4.2.3 InitialisationLa pro
�edure d'initialisation 
onsiste en un tirage al�eatoire uniforme du nombre de sitesde Vorono�� (
ompris entre 1 et un nombre maximum donn�e par l'utilisateur) et des sitesde Vorono�� dans la stru
ture. �A 
haque site est asso
i�e un label bool�een 0 ou 1 (vide oumat�eriau), 
hoisi ave
 une probabilit�e p = 0:5 ; et 
'est 
ette pro
�edure qui a �et�e employ�eedans la plupart des essais num�eriques. Toutefois, dans le 
as de 
antilever "�elan
�ee" 10�1 (
f. se
tion 4.3.10) la plupart des stru
tures de la population initiale ne 
onne
tent pas lepoint d'appli
ation de la for
e ave
 la fronti�ere en
astr�ee. Pour rem�edier �a 
e probl�eme, uneautre pro
�edure d'initialisation, dite de densit�e uniforme, propos�ee dans [96℄, est utilis�ee.
Procédure de densité uniforme [96]Pour 
haque individu,1. 
hoisir r la densit�e des labels 1, uniform�ement dans [0;1℄,2. pour 
haque site, 
hoisir le label 1 ave
 la probabilit�e r.Ave
 
ette pro
�edure, la probabilit�e pour qu'un site ait le label 1 est 0:5, et la distributiondu nombre total de labels 1 dans la population est uniforme, tout en assurant une diversit�emaximale en terme de poids des stru
tures. Dans la pro
�edure standard, la distributiondu poids des stru
tures suit une loi gaussienne 
entr�ee sur 1=2.
4.2.4 Opérateurs de variationsLes op�erateurs standards 
omme le 
roisement r�eel ou arithm�etique, tels qu'ils sont d�e�nisdans le 
hapitre 1, n'ont plus de sens pour la repr�esentation par diagrammes de Vorono��.Nous devons alors, soit les red�e�nir pour qu'ils s'adaptent �a la repr�esentation 
hoisie, soitutiliser d'autres op�erateurs. Nous optons pour un 
roisement g�eom�etrique similaire �a 
eluiutilis�e pour la repr�esentation par tableaux de bits [98℄. Pour la mutation nous utilisonsdi��erents op�erateurs de mutation. La suite de 
ette se
tion est d�edi�ee �a la pr�esentation de
es op�erateurs.
Opérateur de croisementComme son nom l'indique, l'op�erateur de 
roisement g�eom�etrique �e
hange les sites deVorono�� sur une base g�eom�etrique. De 
e point de vue, il est similaire �a l'op�erateur de
roisement sp�e
i�que d�e
rit dans [98℄. Il 
onsiste �a 
hoisir deux parents P1 et P2 dans lapopulation, puis �a 
hoisir al�eatoirement deux points distin
ts sur la fronti�ere du domainequi seront situ�es au même endroit sur les deux parents. Ces deux points vont g�en�erer unedroite 
oupant �a l'identique 
ha
un des deux parents en deux r�egions. Les enfants sont



102 Chapitre 4. Repr�esentations bas�ees sur les diagrammes de Vorono��obtenus en �e
hangeant les sites r�epartis de part et d'autre de 
ette ligne. La �gure 4.4 estun exemple d'appli
ation de 
et op�erateur.
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Enfant 2

Parent 2Parent 1

Enfant 1

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.4 { La repr�esentation de Vorono�� et son op�erateurs de 
roisement : une droiteal�eatoire est tra
�ee dans 
haque diagramme et les sites sont �e
hang�es de part et d'autrede 
ette droite.
Opérateurs de mutationL'op�erateur de mutation est 
hoisi grâ
e �a une s�ele
tion par tirage de roulette, ave
 despoids d�e�nis par l'utilisateur, parmi les op�erateurs suivants (
f. �gure 4.5) :� la mutation de d�epla
ementL'utilisation d'un 
odage r�eel des variables d'espa
es du probl�eme (
oordonn�ees des sites)am�ene �a l'emploi de mutations r�eelles telles que nous avons pr�esent�ees dans la se
tion 1.7.2du 
hapitre 1. La mutation de d�epla
ement 
onsiste ainsi �a ajouter un bruit Gaussien�a 
ha
une des 
oordonn�ees d'un site 
hoisi al�eatoirement. Comme dans les strat�egiesd'�evolution [158℄, la mutation log-normale auto-adaptative anisotrope (se
tion 1.7.2 du
hapitre 1) est utilis�ee : une d�eviation standard est asso
i�ee �a 
haque 
oordonn�ee de 
haquesite de Vorono��, et elle subit une mutation log-normale avant d'être utilis�ee pour la mu-tation Gaussienne des 
oordonn�ees 
orrespondantes. Si (xi;yi) d�esignent les 
oordonn�eesd'un site, la relation qui lie les variables avant et apr�es l'op�erateur de mutation est de laforme :
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D
ép

la
ce

m
en

t

Ajout

Label

Suppr.

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.5 { Choix entre les mutations (poids �a d�e�nir).8>>><>>>: �ix := �ixexp(� 0xN(0;1) + �xNi(0;1))xi := xi + �ixN(0;1)�iy := �iyexp(� 0yN(0;1) + �yNi(0;1))yi := yi + �iyN(0;1) (4.1)o�u N(0;1) est une loi de distribution normale 
entr�ee d'�e
art type 1, �ix et �iy sont les�e
arts types (d�eviations standards). Dans l'expression (4.1), les 
oeÆ
ients � 0xN(0;1) et� 0yN(0;1) sont des fa
teurs globaux qui entrâ�nent une même perturbation de toutes les
oordonn�ees des sites, et les 
oeÆ
ients �xNi(0;1) et �yNi(0;1) sont des fa
teurs lo
aux :ils autorisent 
haque site �a avoir sa propre variation. Les divers 
oeÆ
ients � et � 0 sont
hoisis par extrapolation des r�esultats des travaux de S
hwefel [158℄ r�ealis�es sur la fon
tionsph�ere (
f. se
tion 1.7.2).� Les mutations ajoute et supprimeCes deux op�erateurs de mutation agissent sur la longueur variable et la 
omplexit�e dela repr�esentation. Ils 
onsistent respe
tivement �a ajouter et �a supprimer un site 
hoisial�eatoirement dans le domaine. Pour l'ajout, les 
oordonn�ees du point seront 
hoisies se-lon une loi uniforme dans [0;Xmax℄ � [0;Y max℄, et le label qui lui est asso
i�e sera 
hoisid'une mani�ere al�eatoire dans f0;1g.� La mutation de labelCet op�erateur 
hange al�eatoirement l'attribut bool�een d'un site, 
e qui entrâ�ne un pas-sage du vide �a la mati�ere (ou de la mati�ere au vide) de la 
ellule de Vorono�� 
orrespondante.



104 Chapitre 4. Repr�esentations bas�ees sur les diagrammes de Vorono��PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 (a) Le parentPSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(b) La stru
ture obtenue apr�esl'ajout d'un site dans le diagrammedu parent (
) Un petit d�epla
ement d'un sitemodi�e l�eg�erement la stru
ture duparent.Fig. 4.6 { Deux mutations pour la repr�esentation de Vorono��.

4.3 Résultats numériquesNous pr�esentons i
i les r�esultats obtenus ave
 la repr�esentation par diagrammes de Vorono��propos�ee 
i-dessus. Des tests ave
 di��erents maillages ont �et�e pratiqu�es pour s'assurer quela repr�esentation non stru
tur�ee joue bien le rôle qu'on attend d'elle dans la d�ependan
ede l'algorithme par rapport �a la 
omplexit�e de la dis
r�etisation. Des r�esultats nouveauxsur un 
antilever \allong�e" (10� 1) et quelques 
antilevers tridimensionnels montrent quede telles repr�esentations 
ompa
tes permettent de fran
hir une �etape dans la r�esolutionde probl�emes d'optimisation topologique par algorithmes �evolutionnaires.
4.3.1 Paramètres numériques pour les algorithmes évolutionnairesSauf indi
ation 
ontraire, les exp�erien
es num�eriques pr�esent�ees dans la suite utilisent lesparam�etres suivants : �evolution standard de type Algorithme G�en�etique G�en�erationnel (s�e-le
tion lin�eaire bas�ee sur le rang et rempla
ement de tous les parents par leur des
endan
e)ave
 des populations de 80 individus ; au plus 40 sites de Vorono�� par individu ; taux de
roisement de 0.6 et taux de mutation de 0.3 par individu ; les poids relatifs de 
haque typede mutation sont de 0.5 pour la mutation de d�epla
ement, les autres types de mutations separtageant en parts �egales les 0.5 restants ; le nombre maximum de g�en�eration est de 2000et le 
rit�ere d'arrêt de l'algorithme est de 300 it�erations su

essives sans am�elioration du



4.3. R�esultats num�eriques 105meilleur individu ; tous les graphiques sont les r�esultats de 21 
al
uls ind�ependants ave
les mêmes param�etres ; les temps CPU sont donn�es pour des pro
esseurs Pentium III �a800MHz. Par exemple, le 
oût d'une g�en�eration de 80 individus pour le 
antilever 1 � 2dis
r�etis�e ave
 200 �el�ements �nis est de moins d'une se
onde. Les valeurs de 
es param�etresont �et�e mises au point apr�es de nombreuses exp�erien
es num�eriques.Les simulations num�eriques du 
omportement des stru
tures ont �et�e faits ave
 un mo-dule d'Young E = 1 et un 
oeÆ
ient de Poisson � = 0:3. A�n de pouvoir e�e
tuer 
es
al
uls sur le maillage �xe du domaine, le vide qui entoure la forme est 
onsid�er�e 
ommeun autre mat�eriau �elastique lin�eaire isotrope tr�es peu rigide. Typiquement, son moduled'Young est �egal �a 10�5. Il faudra 
ependant être tr�es prudent ave
 
ette astu
e te
hniquesi l'on se pla
e dans le 
adre de l'optimisation modale : en e�et, des modes propres appa-raissent, qui ne font intervenir que le \vide" et il faut don
 les rep�erer et les �eliminer.L'appro
he a �et�e valid�ee dans un premier temps sur le probl�eme test simple de l'optimi-sation de moment d'inertie, bri�evement introduit dans le 
hapitre pr�e
�edent (se
tion 3.2),puis sur plusieurs probl�emes de l'optimisation topologique de formes.Dans la se
tion suivante, nous reprenons le probl�eme de l'optimisation du moment d'inertieet nous pr�esentons les r�esultats obtenus.
4.3.2 Optimisation du moment d’inertieLe probl�eme 
onsiste �a optimiser le moment d'inertie d'une barre soumise �a des e�orts de
exion. En supposant que la se
tion droite est 
onstante pour toute la barre, le probl�emeest �equivalent �a maximiser le moment d'inertie tout en minimisant le poids de 
ette se
tion(
f. se
tion 3.2).Consid�erons le 
as test simple o�u le domaine de travail est le 
arr�e [0;1℄� [0;1℄. La solutionattendue a la forme enH : plusieurs solutions sont possibles suivant la position de la barrehorizontale puisque on ne sp�e
i�e pas 
omment les moments sont appliqu�es �a la barre.La �gure 4.7 montre trois r�esultats num�eriques possibles obtenus pour 
e 
as test, enutilisant la repr�esentation par diagrammes de Vororno��. Le 
oût total en temps de 
al
ulpour obtenir une solution, pour 
e probl�eme, est en moyenne 27s.
4.3.3 Problème test de cantileverLe probl�eme test le plus populaire en optimisation topologique de formes est 
elui de laplaque 
onsole \
antilever". Consid�erons un domaine re
tangulaire de dimension 1 � 2
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� PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) (b) (
)Fig. 4.7 { Trois formes possibles de la se
tion droite ave
 un poids = 19% et momentd'inertie = 0.033. Temps CPU = 0.03s/g�en�eration (900 g�en�erations en moyenne). Les�el�ements de la stru
ture (b) sont 
onsid�er�es 
omme 
onne
t�es.dis
r�etis�e selon un maillage r�egulier. On suppose que la plaque est en
astr�ee �a son 
ôt�egau
he (le ve
teur d�epla
ement est nul) et soumise �a une for
e pon
tuelle appliqu�ee aumilieu de sa fronti�ere verti
ale droite (
f. �gure 4.8).
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.8 { Probl�eme de la plaque 
antilever standard 1� 2 et la solution attendueCe 
as test est l'un des plus 
lassiques et aussi des plus simples. En e�et, toutes les ap-pro
hes (d�eterministes ou sto
hastiques) utilis�ees dans les travaux ant�erieurs 
onvergentais�ement vers la stru
ture optimale bien 
onnue : il s'agit de deux barres qui ont entre ellesun angle de 90Æ (
f. �gure 4.8).Les tra
�es de la �gure 4.9 montrent deux r�esultats, parmi les plus signi�
atifs, obtenuspour deux 
ontraintes (limites sur le d�epla
ement maximal) respe
tives Dlim = 20 etDlim = 10, et pour un maillage r�egulier 10� 20. Ces r�esultats ont �et�e obtenues apr�es plu-sieurs 
al
uls ind�ependants utilisant des populations initiales di��erentes. Les d�epla
ements



4.3. R�esultats num�eriques 107limites impos�es sont respe
t�es, et les stru
tures obtenues ont la forme enV attendue. Lepoids (volume o

up�e par la mati�ere) est exprim�e en pour
entage par rapport au volumetotal du domaine de r�ef�eren
e.Le temps de 
al
ul pour un essai, qui requiert en moyenne 1500 g�en�erations pour unepopulation de 80 individus (environ 130000 analyses �el�ements �nis), est de 27 minutes surun pro
esseur pentium III �a 800 MHz.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) Dlim = 20 (b) Dlim = 10Fig. 4.9 { Les deux meilleurs individus pour la repr�esentation de Vorono��, maillage 10�20.(a) Dmax = 19.77, poids = 21%, 19 sites. (b) Dmax = 9.98 , poids = 44%, 15 sites. Lespoints verts sont les sitesLes tra
�es de la �gure 4.10 montrent les r�esultats les plus signi�
atifs pour le mêmeprobl�eme ave
 une dis
r�etisation plus �ne 20� 40. Pour 
e maillage il a fallu en moyenne1h10min pour 
haque essai.Remarquons que les meilleurs solutions obtenues (pour Dlim = 10) pour les deux maillages10 � 20 et 20 � 40 (�gure 4.9-b et �gure 4.10-b) ont des poids di��erents. On dis
utera lad�ependan
e par rapport au maillage dans la se
tion 4.3.7.
4.3.4 Élimination des sites inutilesEn analysant les solutions obtenues pour le probl�eme de la plaque 
antilever standard(voir par exemple �gure 4.9), on remarque qu'il y a des regroupements de sites dans unmême voisinage ayant le même label. Ces sites, dits "inutiles", pourraient être supprim�essans entrâ�ner au
une modi�
ation du ph�enotype (la stru
ture). Une �etape de suppres-sion des sites inutiles est don
 souhaitable a�n de diminuer la 
omplexit�e de la solution.Plusieurs m�ethodes peuvent être utilis�ees pour supprimer 
es sites. Nous avons test�e uneappro
he d�eterministe asso
i�ee �a une suppression "manuelle", et une m�ethode qui 
onsiste�a augmenter le poids pour la mutation "supprime" (
f. paragraphe 4.2.4).
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) Dlim = 20 (b) Dlim = 10Fig. 4.10 { Les deux meilleurs individus pour la repr�esentation de Vorono��, maillage 20�40. (a) Dmax = 20, poids = 21%, 30 sites. (b) Dmax = 9.99 , poids = 47%, 12 sites.
Élimination déterministeCette premi�ere m�ethode de suppression 
onsiste �a �eliminer les sites inutiles, �a partird'un 
ertain nombre de g�en�erations nb genElim, pour toute la population et �a 
haqueg�en�eration. En vue d'examiner l'in
uen
e de 
ette appro
he sur l'�evolution de la popula-tion au 
ours des g�en�erations, une �etude exp�erimentale sur le 
as test simple du 
antilever1 � 2 a �et�e r�ealis�ee. Di��erentes valeurs de nb genElim ont �et�e test�ees : nb genElim = 1,nb genElim = 200, nb genElim = 1000.Les 
ourbes de la �gure 4.11 illustrent l'�evolution de la valeur moyenne des meilleuresperforman
es sur 21 tests. Bien que la �gure 4.11-a (pour Dlim = 10) montre, 
ommeon l'attendait, un l�eger avantage en utilisant la pro
�edure d'�elimination, la �gure 4.11-b(Dlim = 20) 
ontredit 
ette hypoth�ese. Il est diÆ
ile de 
on
lure sur 
es r�esultats, mais onpeut dire que les sites inutiles sont en fait utiles pour l'�evolution.
Différents poids pour la mutation ”supprime”Il s'agit d'augmenter le poids de mutation par destru
tion. Une s�erie d'exp�erien
es a �et�e ef-fe
tu�ee pour di��erentes valeurs de poids de mutation "supprime". L'ensemble des r�esultatsest r�esum�e dans la �gure 4.12. On remarque que l'augmentation du poids de mutation pardestru
tion am�eliore l�eg�erement la 
onvergen
e, pour la 
ontrainte Dlim = 10. Par 
ontre
ette 
onstatation n'est plus valable pour une 
ontrainte plus relax�ee : Dlim = 20.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) Dlim = 10 (b) Dlim = 20Fig. 4.11 { �Evolution de la moyenne des meilleures performan
es (moyenne sur 21 
al
ulsind�ependants).
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ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) Dlim = 10 (b) Dlim = 20Fig. 4.12 { �Evolution de la moyenne des meilleures performan
es (moyenne sur 21 
al
ulsind�ependants).La 
on
lusion qu'on peut d�eduire �a partir de 
es r�esultats exp�erimentaux est que, 
ontrai-rement �a 
e qui �etait attendu, les sites inutiles sont en fait des sites utiles pour l'�evolutiondans la plupart des 
as.

4.3.5 Un autre problème de cantileverOn 
onsid�ere toujours une plaque �x�ee sur son bord gau
he et sur lequel on appliqueune for
e pon
tuelle au milieu du bord oppos�e dirig�ee vers le bas, mais on modi�e lesdimensions du domaine par rapport au mod�ele pr�e
�edent. Le domaine de r�ef�eren
e est un
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tangle de dimension 2�1 (Figure 4.13-a). La �gure 4.13-b montre une stru
ture optimaleobtenue, sur 
e 
as test, par C. Kane et M. S
hoenauer [99℄ en utilisant la repr�esentationpar tableaux de bits.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) (b)Fig. 4.13 { (a) Probl�eme de la plaque 
antilever standard 2� 1. (b) Une solution obtenueen utilisant la repr�esentation bit-array pour un maillage 32� 22(d'apr�es [99℄)Di��erentes exp�erien
es num�eriques, faites sur le probl�eme de la plaque 
onsole 2 � 1dis
r�etis�ee selon un maillage r�egulier 20 � 10, ont donn�e des stru
tures de poids et de
omportements m�e
aniques semblables, mais montrant de petites variations de formes.Les tra
�es de la �gure 4.14 montrent deux de 
es meilleures stru
tures obtenues. Cha
unede 
es stru
tures 
orrespond �a une valeur donn�ee de la 
ontrainte sur le d�epla
ement maxi-mal (Dlim = 220 et Dlim = 110).
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) Dlim = 220 (b) Dlim = 110Fig. 4.14 { Les deux meilleurs individus pour la repr�esentation de Vorono��, maillage 20�10. Temps CPU _ 1s/g�en�eration. (a) poids = 35%, 32 sites. (b) poids = 57%, 37 sites.La �gure 4.15 illustre les solutions les plus signi�
atives pour le même probl�eme ave
 unedis
r�etisation plus �ne 32� 22.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) Dlim = 220 (b) Dlim = 110Fig. 4.15 { Les deux meilleurs individus pour la repr�esentation de Vorono��, maillage 32�22. Temps CPU = 3s/g�en�eration. (a) poids = 33%, 12 sites. (b) poids = 55%, 32 sites.
4.3.6 Tableaux de bits et représentation de VoronöıCes premi�eres exp�erien
es lan
�ees ave
 la repr�esentation par diagrammes de Vorono�� nousont servi �a valider 
ette appro
he et �a la 
omparer ave
 la repr�esentation par tableaux debits, en terme de qualit�e des solutions et aussi de 
oût en temps de 
al
ul.La �gure 4.13-b (d'apr�es [99℄) montre un exemple typique d'un r�esultat obtenue surle probl�eme de 
antilever 2 � 1 dis
r�etis�e selon un maillage 32 � 22, en utilisant larepr�esentation par tableaux de bits. Un r�esultat sur un 
as tr�es semblable est pr�esent�e parla �gure 4.15-a (quoique pour des raisons te
hniques, les 
onditions m�e
aniques exa
tesne puissent pas être reproduites).La di��eren
e prin
ipale entre les deux solutions est que la stru
ture obtenue par notreappro
he ne pr�esente pas les petits trous qui apparaissent dans la solution obtenue parla repr�esentation par tableaux de bits. Cependant, nous savons que la solution optimaled'un probl�eme d'optimisation topologique de formes pos�e dans l'espa
e relax�e est 
om-pos�e d'une in�nit�e de trous de tailles in�niment petites (
f. 
hapitre 2). De 
e point, ilsemble que l'appro
he bit-array essaye d'aller vers 
ette solution, limit�ee par le maillageutilis�e. Par ailleurs, la repr�esentation par diagrammes de Vorono�� produit des formes beau-
oup plus lisses, plus satisfaisantes de point de vue te
hnologique : l'appro
he par ta-bleaux de bits, manipulant 
haque �el�ement ind�ependamment, a besoin de tr�es nombreusesg�en�erations simplement pour aÆner la forme en �n d'�evolution, et obtenir une fronti�ereun peu r�eguli�ere, alors que l'appro
he par diagrammes de Vorono�� agit sur les interfa
esentre les 
ellules, ajustant ainsi dire
tement des fronti�eres polygonales par mor
eaux. C'estainsi que notre appro
he n�e
essite des temps de 
al
ul beau
oup moins importants quel'appro
he bool�eenne pour obtenir des r�esultats analogues : d'apr�es [99℄ un essai, en uti-



112 Chapitre 4. Repr�esentations bas�ees sur les diagrammes de Vorono��lisant la repr�esentation par tableaux de bits, requiert environ 150000 analyses �el�ements�nis, alors que notre appro
he n�e
essite en moyenne 130000 analyses �el�ements �nis.
4.3.7 Dépendance par rapport au maillagePour v�eri�er l'ind�ependan
e des r�esultats de la repr�esentation par diagrammes de Vo-rono�� par rapport �a la 
omplexit�e du maillage, nous avons test�e di��erentes dis
r�etisationsr�eguli�eres pour le 
antilever 1� 2, ave
 les mêmes param�etres m�e
aniques et d'�evolution.Nous avons regard�e les variations du nombre d'�evaluations de la performan
e a�n ded�eterminer si les raÆnements de maillages modi�aient la vitesse de 
onvergen
e, 
'est-�a-dire le nombre de 
al
uls par �el�ements �nis n�e
essaires pour atteindre une solution donn�ee(bien entendu le temps de 
al
ul de 
haque �evaluation de la performan
e augmente ave
la �nesse de la dis
r�etisation sans qu'il soit possible de l'�eviter).
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ements F s=aF r+b F s F r F s=Fb r d � share S(d � share) 5 X i=0a i2i 63(a) Dlim = 20 (b) Dlim = 10Fig. 4.16 { Poids de la meilleure stru
ture au 
ours de l'�evolution (moyenne sur 21 
al
ulsind�ependants) pour trois �nesses de maillages di��erentes du 
antilever 1� 2.Sur la �gure 4.16 nous avons tra
�e l'�evolution de la performan
e du meilleur individu(moyenn�ee sur 21 
al
uls ind�ependants) pour des maillages 10 � 20, 20 � 40 et 40 � 80et deux valeurs di��erentes de la 
ontrainte sur le d�epla
ement maximum (Dlim = 10 etDlim = 20), le nombre d'individus par g�en�eration restant 
onstant (80). Bien que la �-gure 4.16-a montre 
omme on l'attendait une parfaite ind�ependan
e de la vitesse de 
onver-gen
e par rapport �a la dis
r�etisation, la �gure 4.16-b semble 
ontredire 
ette hypoth�ese.Toutefois, un examen plus attentif permet d'avan
er une expli
ation : la meilleure solutionobtenue pour le maillage 10 � 20 (poids = 44%, d�epla
ement maximal = 9.97), une foisprojet�ee sur le maillage plus �n 20�40 donne un poids de 43.12% et un d�epla
ement maxi-



4.3. R�esultats num�eriques 113mal de 11.265 ! Ainsi, la grossi�eret�e du maillage est responsable des di��eren
es entre les
ourbes { et 
omme la di��eren
e relative est plus importante pour les stru
tures l�eg�eres,
ela explique en grande partie le premier graphique. Notons en�n que, même sur la �-gure 4.16-b, le 
omportement g�en�eral de l'algorithme �evolutionnaire est identique pourles 3 maillages, �a la di��eren
e pr�es de la di��eren
e entre les solutions �nales. De plus, lenombre de sites de Vorono�� pour d�e
rire la meilleure solution sur les trois maillages estapproximativement le même.En 
on
lusion, on peut dire qu'on a bien ind�ependan
e de la 
omplexit�e de la repr�esentationpar diagrammes de Vorono�� par rapport �a 
elle de tout maillage.
4.3.8 La demi roueDans 
ette se
tion nous 
onsid�erons un autre exemple d'appli
ation dans le même 
adre,ave
 des 
onditions aux limites di��erentes, dont la solution devrait être une roue. Leprobl�eme est repr�esent�e par la �gure 4.17 (la sym�etrie du probl�eme nous permet de tra-vailler sur un quart du domaine r�eel). La stru
ture est simplement support�ee au point enbas �a gau
he (�gure 4.17) et une for
e surfa
ique verti
ale est appliqu�ee au 
oin droite desa base. On suppose que tout point du bord droite est �x�e en x et libre en y (
onditionsde sym�etrie par rapport �a (oy)), et on impose que la stru
ture soit 
onne
t�ee au point enhaut �a droite (le point C dans la �gure).

C

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.17 { Un quart du domaine et 
onditions aux limitesLa �gure 4.18 montre les tra
�es de deux solutions optimales, obtenues en utilisant unmaillage r�egulier 22 � 20, 
orrespondant respe
tivement �a deux valeurs di��erentes dud�epla
ement limite impos�e. Les deux stru
tures respe
tent les 
ontraintes de d�epla
ement,et ressemblent �a peu pr�es �a un quart de roue.
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� PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63

� PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) Dlim = 40, poids = 35% (b) Dlim = 60, poids = 25%Fig. 4.18 { Deux solutions optimales quand on impose la 
onne
tion au point CLes tra
�es de la �gure 4.19 montrent les formes optimales obtenues pour les mêmes 
ondi-tions que pr�e
�edemment, mais sans imposer la 
ontrainte de 
onne
tivit�e au point C (�-gure 4.17). On 
onstate que l'algorithme arrive �a trouver des stru
tures optimales plusl�eg�eres que 
elles de la �gure 4.18, et qui respe
tent la 
ontrainte de d�epla
ement. Par
ontre, si on 
ompl�ete les solutions par sym�etrie on obtient des stru
tures plus ovales querondes. Mais rien dans le probl�eme ne privil�egie le rond, 
e qui illustre la souplesse de l'ap-pro
he �evolutionnaire de trouver des solutions sans imposer la 
ontrainte de 
onne
tivit�e.
� PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63

� PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
� PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) Dlim = 40, poids = 34% (b) Dlim = 60, poids = 22% (
) Dlim = 60, poids = 22%Fig. 4.19 { R�esultats sans imposer la 
ontrainte de 
onne
tivit�e. (b) et (
) sont deuxsolutions alternatives pour la même 
ontrainte de d�epla
ement.
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(a)

Le problème Deux solutions optimales

(b) (c)

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 4.20 { Le probl�eme de 
antilever modi��e 1� 4.
4.3.9 Solutions multiplesLe probl�eme 
onsid�er�e dans 
ette se
tion est une modi�
ation du probl�eme de la plaque
onsole standard a�n d'assurer l'existen
e de plusieurs solutions quasi-optimales. Ce pro-bl�eme a �et�e d�ej�a test�e par les algorithmes g�en�etiques en utilisant la repr�esentation par ta-bleaux de bits, et les r�esultats obtenues illustrent la 
apa
it�e des algorithmes �evolutionnaires�a trouver des solutions multiples [99℄ (voir �gure 2.6 dans le 
hapitre 2).Nous reprenons 
e probl�eme dans 
ette se
tion pour valider notre appro
he. Le domaine der�ef�eren
e est un re
tangle de dimension 1�4, dis
r�etis�e selon un maillage r�egulier 10�40,pour lequel les deux bords gau
hes et bas sont �xes (
f. �gure 4.20-a). Selon la hauteur dupoint o�u la for
e est appliqu�ee et suivant la 
ontrainte de d�epla
ement, le même probl�emepeut avoir plusieurs solutions.Un exemple simple de tels 
as est donn�e dans la �gure 4.20 (b) et (
) : si la for
e estappliqu�ee au point de hauteur 1 et �a 
ondition que le d�epla
ement limite est assez grand,les deux stru
tures (b) et (
) sont deux solutions optimales. De plus, si la hauteur dupoint d'appli
ation de la for
e est �x�ee et que la 
ontrainte de d�epla
ement Dlim est gra-duellement relax�ee, il existe di��erentes solutions quasi-optimales pour 
ertaines valeurs deDlim. Les tra
�es de la �gure 4.21 montrent les r�esultats les plus signi�
atifs obtenus, pourdi��erentes valeurs de Dlim, ave
 une for
e appliqu�ee au point de hauteur 1.5.
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� � � � � � � 

limlim limlim DDDD

d=316.5

p = 6.25%

d=313.6

p = 6.5%

d=305.2

p = 6.5%

d=401

p = 6%

d=735.3

p = 3.75%

= 420=   320 =  740

d=660.5

p = 4.75%

d=4603.2

p = 2.5%

= 4610

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 4.21 { Stru
tures optimales pour le probl�eme ave
 solutions multiples. La for
e estappliqu�ee au point de hauteur 1.5. p d�esigne le poids et d d�esigne le d�epla
ement maximalde la stru
ture.
4.3.10 Le cantilever 10� 1Le probl�eme du 
antilever 10� 1 (�gure 4.22) est d�eli
at �a traiter ave
 une repr�esentationde type bit-array �a 
ause d'une diÆ
ult�e suppl�ementaire par rapport au 
as pr�e
�edent :la plupart des stru
tures g�en�er�ees al�eatoirement au 
ours du pro
essus d'initialisationne 
onne
tent pas le point d'appli
ation de la for
e ave
 la fronti�ere en
astr�ee. Unepro
�edure d'initialisation parti
uli�ere est utilis�ee, dans laquelle le poids moyen des stru
-tures al�eatoires peut être 
ontrôl�e (
f. se
tion 4.2.3 pour le prin
ipe de 
ette pro
�edure).De plus, le nombre maximal de sites par individus a �et�e augment�e �a 120 et les meilleursr�esultats sont obtenus pour des populations de 120 individus. La �gure 4.22 montre undes r�esultats les plus signi�
atifs pour une 
ontrainte Dlim = 12, et un maillage r�egulier100� 10.Les tra
�es de la �gure 4.24 nous donnent l'�evolution du meilleur individu (stru
ture) ob-tenu au 
ours des g�en�erations pour l'essai qui a abouti �a la �gure 4.22 : pour les premi�eresg�en�erations, la plupart des stru
tures sont non 
onne
t�ees (le point d'appli
ation de lafor
e n'est pas reli�e au bord bloqu�e); de la g�en�eration 10 et jusqu'�a la g�en�eration 50 lameilleure stru
ture trouv�ee est 
onne
t�ee mais la 
ontrainte est viol�ee; la g�en�eration 75
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ture respe
tant la 
ontrainte ; �a partir de 
ette g�en�eration les stru
turesobtenues sont de plus en plus l�eg�eres et la 
ontrainte est toujours respe
t�ee jusqu'�a lag�en�eration 1500 o�u la solution est optimale (pour 
e test). Notons bien que le nombrede sites varie d'une stru
ture �a l'autre. �A signaler que l'algorithme a 
ontinu�e �a tournerjusqu'�a la g�en�eration 1800 sans am�eliorer la solution.
  

�
�
�
�

�
�
�
�

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.22 { Stru
ture optimale sur le maillage 100�10 pour le 
antilever 10�1. Dlim = 12,Dmax = 11.98, poids = 44%. Temps CPU = 5 �a 6s/g�en�eration (120 individus).Une dis
r�etisation plus �ne 200 � 20 pour le même probl�eme ave
 la même 
ontraintede d�epla
ement nous donne, par exemple, 
omme r�esultat la �gure 4.23.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.23 { Stru
ture optimale sur le maillage 200�20 pour le 
antilever 10�1. Dlim = 12,Dmax = 11.99, poids = 44.5%. Temps CPU = 28s/g�en�eration.Ces r�esultats montrent la robustesse de l'appro
he par diagrammes de Vorono�� dans lar�esolution d'un probl�eme hors de port�ee de l'appro
he par tableaux de bits.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63gen1 : stru
ture non 
onne
t�ee, 88 sites gen20 : d = 286 p = 70% 80 sites
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63gen35 : d = 43 p = 75% 76 sites gen50 : d = 14 p = 87% 76 sites
 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63gen75 : d = 11:9 p = 84% 73 sites gen100 : d = 11:7 p = 77% 76 sites
 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63gen150 : d = 11:9 p = 65% 79 sites gen200 : d = 11:99 p = 58% 83 sites
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63gen250 : d = 11:95 p = 54% 84 sites gen300 : d = 11:96 p = 52% 85 sites
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63gen350 : d = 12 p = 51% 85 sites gen400 : d = 11:96 p = 50% 89 sites
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63gen500 : d = 11:99 p = 49% 93 sites gen600 : d = 11:98 p = 48% 102 sites
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63gen700 : d = 11:99 p = 47% 102 sites gen800 : d = 11:9 p = 46% 112 sites
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63gen900 : d = 11:97 p = 45:6% 113 sites gen1000 : d = 11:97 p = 45% 113 sites
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
  

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63gen1200 : d = 11:99 p = 44:4% 111 sites gen1500 : d = 11:98 p = 44% 113 sitesFig. 4.24 { Evolution de la meilleure stru
ture au 
ours des g�en�erations. maillage 100�10,Dlim = 12. temps CPU = 5 �a 6s/g�en�eration (120 individus). p d�esigne le poids et d d�esignele d�epla
ement maximal de la stru
ture.
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4.3.11 Problèmes multi-chargementsLes probl�emes 
onsid�er�es dans les parties pr�e
�edentes ne mettaient en jeu qu'un 
harge-ment unique. Or il est 
lair que les stru
tures sont en g�en�eral 
onstruites pour plusieursutilisations possibles, et doivent par 
ons�equent être optimis�ees pour plusieurs 
as de
harges : il est fr�equent, dans la pratique de l'ing�enieur, de devoir e�e
tuer la 
on
eptiond'un 
omposant m�e
anique solli
it�e de plusieurs mani�eres fondamentalement di��erentes.
Modification de la fonction d’adaptationLa prise en 
ompte de 
ette nouvelle situation est tr�es simple dans l'appro
he �evolutionnaire :
omme il a �et�e indiqu�e dans le 
hapitre 3, pour 
haque stru
ture, une simulation num�eriqueest e�e
tu�ee pour 
ha
un des 
as de 
hargement, et la fon
tion de performan
e est p�enalis�eepar la somme des violations de 
ontraintesF = Putil + �Pinutile + mXj=1 �j max(0;Djmax �Djlim)o�u Putil est la surfa
e de la stru
ture prin
ipale (la 
omposante re
evant le 
hargement)et Pinutile est la surfa
e totale des 
omposantes mat�erielles non 
onne
t�ees �a la stru
tureprin
ipale, et � est un (petit) param�etre positif. Djlim est la valeur limite du d�epla
ementmaximal pour le 
as de 
harge j, DjMax est le d�epla
ement maximal de la stru
ture soumiseau 
hargement j, et �j est le fa
teur de p�enalisation de la jeme 
ontrainte. Les param�etres�j varient au 
ours des g�en�erations suivant la m�ethode adaptative introduite dans la se
-tion 3.5.5 du 
hapitre pr�e
�edent. Dans la suite, nous 
onsid�erons un seul param�etre dep�enalisation pour toutes les 
ontraintes.Bien entendu, l'�evaluation de la fon
tion performan
e d'une stru
ture requiert m ana-lyses par �el�ements �nis (1 d�e
omposition LU + m des
entes/remont�ees), et augmentedon
 le 
oût de 
al
ul de la m�ethode.
Le cadre de véloUne situation o�u l'optimisation d'une stru
ture doit 
ertainement s'e�e
tuer en 
onsid�erantplusieurs 
as de 
hargement est le 
as du 
adre de v�elo : le 
y
liste p�edalant sur son v�elosolli
ite le 
adre de 
elui-
i de plusieurs mani�eres tr�es di��erentes suivant les 
onditions deterrain (plat, mont�ee, des
ente), la vitesse �a laquelle il souhaite se d�epla
er, le nombre depassagers qu'il transporte, ...Ce probl�eme de v�elo a �et�e �etudi�e par Rasmussen et Olho� (1992) [136℄, ave
 la m�ethode



120 Chapitre 4. Repr�esentations bas�ees sur les diagrammes de Vorono��d'homog�en�eisation et a �et�e repris par Kiku
hi et al. [34℄, par Allaire et Jouve [1℄, et plusr�e
emment, en utilisant les algorithmes �evolutionnaire, par Kane et S
hoenauer [100℄.Comme dans [100℄, pour des raisons de simpli
it�e, seuls trois 
as ont �et�e envisag�es : surroute plate, la plus grande for
e est appliqu�ee sur la selle; en mont�ee mod�er�ee, l'e�ort surles p�edales est plus important, et le 
y
liste tire sur le guidon; et en�n, en position de\danseur" le 
y
liste ne tou
he plus la selle.
�
�
�
�

�
�
�
�

FC

FB

FAPSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 4.25 { domaine de travail et 
hargement.Domaine de travail et 
hargementsUne formalisation possible du probl�eme est donn�e par la �gure 4.25 : le domaine est unre
tangle 2�1 dis
r�etis�e suivant un maillage r�egulier 40�20. les 
onditions de 
hargementsont indiqu�ees par des 
�e
hes : nous avons 
onsid�er�e trois 
as de 
hargements appliqu�esau points A, B et C de 
oordonn�ees respe
tives (0:5;1); (1:5;1) et (1:2;0). A d�esigne laposition du guidon, B la position de la selle, et C la position du p�edalier. Les trois 
as de
harge sont donn�es par :
hargement FA FB FC1 (�0:05;1) (0:15; � 1) (0;� 1)2 (�0:2;1) (0;0) (0:2; � 2)3 (�0:6;0:7) (0:3; � 0:5) (0:5; � 1)Le 
hargement 1 
orrespond �a la position 
lassique, le 
hargement 2 est la position du\danseur", le troisi�eme 
hargement repr�esente la position \en mont�ee".



4.3. R�esultats num�eriques 121R�esultats obtenusOn 
onsid�ere une population de taille 120, et le nombre maximal de sites par individuest �x�e �a 80. La �gure 4.26 montre les solutions obtenues pour 
haque position du 
y-
liste. Les di��eren
es entre les trois stru
tures 
orrespondant respe
tivement �a 
haqueposition du 
y
liste nous am�ene �a 
onsid�erer tous les 
as de 
hargement auxquels la stru
-ture risque d'être soumise. La �gure 4.27 montre la stru
ture optimale du 
adre de v�elo,en appliquant su

essivement les 3 
as de 
hargement.
� 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 � 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 � 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) (b) (
)Fig. 4.26 { Les trois stru
tures optimales pour les trois 
as 
orrespondant : (a) la position
lassique. (b) la position du danseur. (
) la position de la mont�ee
PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.27 { Le 
adre de v�elo optimis�e pour les trois 
as appliqu�es su

essivement.

Le modèle ”L”Le domaine de travail a la forme d'un "L" invers�e 
ontenant 300 mailles. Son bord gau
heest �x�e par des 
onditions de blo
ages et on exer
e une 
harge pon
tuelle au milieu du bordsup�erieur (
f. �gure 4.28). Deux di��erents 
as de 
harges ont �et�e 
onsid�er�es : F = (�1;1)pour le premier 
as, et F = (1;1) pour le deuxi�eme 
as.Pour 
e probl�eme le nombre maximal de sites par individu a �et�e �x�e �a 60, et la taille de
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Cas 1

1

2

Domaine de travail

Cas 2PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.28 { Domaine de travail et 
hargement.la population est �egale �a 100 individus.Les �gures 4.29 et 4.30 montrent les stru
tures optimales obtenues, en appliquant lepremier 
as de 
harge, pour deux valeurs di��erentes de d�epla
ement limite Dlim. En
onsid�erant le deuxi�eme 
as de 
harge la solution optimale obtenue, pour une valeur limitedonn�ee de Dlim, est illustr�ee dans la �gure 4.31.
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tures optimales pour le premier 
as de 
harge.
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tures de la �gure 4.29.poids = 23%, 23 sites
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124 Chapitre 4. Repr�esentations bas�ees sur les diagrammes de Vorono��Pour le probl�eme multi-
hargements (en appliquant les deux 
as de 
harges su

essive-ment), une solution optimale respe
tant les 
ontraintes de d�epla
ement est repr�esent�eepar la �gure 4.32.Les stru
tures obtenues pour le mod�ele "L" pr�esentent de petits trous �eparpill�es, 
e quiindique que notre algorithme tente en quelque sorte de se rappro
her de la solution dansl'espa
e homog�en�eis�e!
Le pont 2DLes r�esultats suivants montrent quelques solutions obtenues dans les 
as mono-
hargementet multi-
hargements pour le même exemple num�erique 2D.L'exemple propos�e pr�esente une sym�etrie permettant de ne 
onsid�erer que la moiti�e dudomaine et la solution �nale sera obtenue par sym�etrisation du domaine. Le domaine detravail est un re
tangle form�e de 41�21 points. La stru
ture est suppos�ee bloqu�ee au 
oinA et soumise �a trois 
as de 
harges, montr�es sur la �gure 4.33, 
orrespondant �a trois for
espon
tuelles appliqu�ees su

essivement.Pour le probl�eme mono-
hargement, nous avons 
onsid�er�e le 
hargement 
onstitu�e parles trois for
es, de la �gure 4.33, d'intensit�es �egales appliqu�ees en même temps.

�
�
�

�
�
�

Chargement No 1 2 3
A

B

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.33 { Pont2D - Les 
as de 
harges pour l'optimisation en multi-
hargements.Plusieurs tests ont �et�e e�e
tu�es pour les deux probl�emes mono-
hargement et multi-
hargements. Les param�etres suivants ont �et�e utilis�es : une population de taille 120, lenombre de sites maximal est �x�e �a 80. Deux valeurs de Dlim ont �et�e prises 200 et 350. Lesstru
tures pr�esent�ees i
i respe
tent toutes la 
ontrainte de d�epla
ement.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
� 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) Dlim = 200 poids = 42% (b) Dlim = 350 poids = 30%Fig. 4.34 { Pont2D mono-
hargement - Deux stru
tures optimales pour deux 
ontraintesde d�epla
ement : en imposant une 
ontrainte de 
onne
tivit�e
� 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) Dlim = 200 poids = 43% (b) Dlim = 350 poids = 29%Fig. 4.35 { Pont2D mono-
hargement - Deux stru
tures optimales pour deux 
ontraintesde d�epla
ement : sans imposer la 
ontrainte de 
onne
tivit�eDans les premi�eres exp�erien
es num�eriques nous avons impos�e la 
ontrainte de 
onne
-tivit�e suivante : la stru
ture doit être 
onne
t�ee au point B (�gure 4.33). Les solutionsoptimales (les plus signi�
atives) obtenues pour les deux valeurs de Dlim sont donn�ees parla �gure 4.34.La �gure 4.35 montre les stru
tures optimales (toujours les plus signi�
atives) obtenuespour les mêmes 
ontraintes de d�epla
ement, mais sans imposer la 
ontrainte de 
onne
-tivit�e. On remarque que la premi�ere stru
ture est bien 
onne
t�ee au 
oin droite en haut,alors que la deuxi�eme stru
ture est 
onne
t�ee au bord droit mais pas au 
oin. C'est lepro
essus d'optimisation lui-même qui "
hoisit" o�u �xer la stru
ture le long de la fronti�ereverti
ale droite. Les r�esultats obtenus montrent une autre fois la 
exibilit�e de l'appro
hede trouver plusieurs solutions pour la même 
ontrainte.Pour le probl�eme multi-
hargements la solution optimale obtenue est repr�esent�ee par la�gure 4.36.
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� 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.36 { Pont2D multi-
hargements - Une solution optimale. poids = 44%
ConclusionDans 
ette se
tion, nous avons pr�esent�e des r�esultats mettant en jeu l'optimisation desformes soumises �a plusieurs 
hargements sur 3 probl�emes di��erents. A noter qu'une autreappro
he possible pour 
es mêmes probl�emes est l'optimisation multi-obje
tifs (
f. 
ha-pitre 6) : au lieu d'agr�eger tous les 
as de 
harge dans une seule fon
tion obje
tif, l'id�ee
onsiste �a 
onsid�erer 
haque 
as 
omme un obje
tif et d'essayer d'identi�er l'ensemble desmeilleurs 
ompromis possible entre les obje
tifs. Ce qui permettra beau
oup plus de 
exi-bilit�e dans la 
on
eption �nale. A notre 
onnaissan
e, une telle appro
he n'a pas en
ore�et�e utilis�ee dans le 
adre de l'optimisation topologique multi-
hargements des formes.
4.3.12 Un problème tridimensionnelNous pr�esentons dans 
ette se
tion les premiers (�a notre 
onnaissan
e) r�esultats 3D enoptimisation topologique de formes par algorithmes �evolutionnaires.Le domaine de travail est un parall�el�epip�ede re
tangle et le probl�eme pr�esente une sym�etriepermettant de ne dis
r�etiser que la moiti�e du domaine par un maillage �a 16�7�10 �el�ements.Le plan en x = 0 est en
astr�e, et une for
e verti
ale est appliqu�ee au milieu de la fa
eoppos�ee (
f. �gure 4.37).Pour 
e probl�eme plus 
omplexe que les 
as pr�e
�edents, quelques param�etres doivent êtremodi��es : la taille de la population est de 120 individus et le nombre maximum de sites deVorono�� par individu vaut 120.



4.3. R�esultats num�eriques 127
F

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
������������������������
�������������
�������������
�������������

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.37 { Le 
antilever tridimensionnelLa �gure 4.38 montre que l'algorithme a �et�e 
apable de trouver quelques solutions a
-
eptables . . . en quelques jours de 
al
ul (les analyses par �el�ements �nis de probl�emes 3Dsont beau
oup plus 
oûteuses que pour les 
as 2D �a nombre de mailles �egal). De plus,elle d�emontre la 
apa
it�e 
onnue des algorithmes �evolutionnaires de trouver des solutionsquasi-optimales multiples pour un même probl�eme, 
ertaines �etant assez originales parrapport �a 
elle obtenue par la m�ethode d'homog�en�eisation [2℄.
x y

z

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
x y

z

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
x

y

z

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) (b) (
)Fig. 4.38 { Trois r�esultats pour le 
antilever tridimensionnel, ave
 la même 
ontraintesur le d�epla
ement maximal. Temps CPU = 4 �a 5mn/g�en�eration (120 individus). (a)poids = 15.2%, 103 sites (b) poids = 16%, 109 sites (
) poids = 15.7%, 112 sites
4.3.13 ConclusionLes r�esultats obtenus ont permis de repousser les limites de l'optimisation topologique deformes �evolutionnaire : la repr�esentation par diagrammes de Vorono�� a montr�ee sa puis-san
e et sa robustesse par rapport �a l'appro
he par tableaux de bits.
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x y

z

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.39 { Une Solution 3D pour le même probl�eme ave
 une 
ontrainte plus forte, Dlim =10. poids = 32.4%, 75 sitesCependant, un point important en optimisation topologique est l'ajustement �n des fron-ti�eres de la solution. Une forme optimale ne peut être atteinte en un temps de 
al
ulraisonnable que si l'algorithme est 
apable de 
ontrôler pr�e
is�ement les fronti�eres des in-dividus d'une population. Or, la repr�esentation Vorono�� ne permet qu'un 
ontrôle indire
tde la fronti�ere d'un individu. De plus, par sa stru
ture même, 
ette repr�esentation renddiÆ
ile la modi�
ation d'une portion de la fronti�ere sans tou
her aux portions adja
entes.Pour palier 
ette diÆ
ult�e, nous proposons dans la suite deux autres repr�esentations.
4.4 La représentation par dipôlesNous introduisons dans 
ette se
tion une deuxi�eme repr�esentation bas�ee sur les diagrammesde Vorono��, que nous avons nomm�ee repr�esentation par dipôles, ainsi que les op�erateursde variation asso
i�es.
4.4.1 DipôlesUn dipôle est un ensemble de deux sites de Vorono��, l'un �etiquet�e 0 et l'autre 1, situ�esau même point du domaine de 
al
ul, ave
 une m�ediatri
e asso
i�ee rep�er�ee par son angledire
teur. Un dipôle est don
 d�e�ni en 2 dimensions d'espa
e par trois variables r�eelles :ses 
oordonn�ees (x;y) et l'angle � de sa m�ediatri
e ave
 l'axe des abs
isses. La �gure 4.40-aest un exemple de dipôle.
4.4.2 Le génotypeUn individu dans la repr�esentation dipolaire est une liste { de longueur variable { dedipôles. Comme dans la repr�esentation Vorono��, le diagramme de Vorono�� 
orrespondant
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.40 { La repr�esentation par dipôles. Un seul dipôle (a) et le diagramme de Vorono��
onstruit �a l'aide de trois dipôles (b) : des 
oins ind�esirables apparaissent aux 
roisementsdes m�ediatri
es.donne une partition du domaine de travail en deux sous-ensembles.
4.4.3 DécodageComme dans la repr�esentation Vorono��, la performan
e des individus est �evalu�ee sur unmaillage �xe, et la proje
tion sur 
e maillage s'e�e
tue 
omme dans la se
tion 4.2.Toutefois, 
omme on peut le voir sur la �gure 4.40-b, le d�e
odage de deux dipôles adja
entsmontre que la stru
ture qui en r�esulte poss�ede deux sortes de fronti�eres : la m�ediatri
e desdipôles, qui peut être 
ontrôl�ee dire
tement par l'algorithme; et la m�ediatri
e entre deuxdipôles, dont le 
ontrôle est aussi diÆ
ile que dans la repr�esentation Vorono��. Il peut mêmearriver qu'interviennent des situations 
ompliqu�ees, 
omme 
elles de la �gure 4.40-b, o�ule 
ontrôle est en
ore plus d�eli
at.
4.4.4 Opérateurs de variationsIls sont d�eriv�es de 
eux de la repr�esentation de Vorono�� : la pro
�edure d'initialisation
hoisit un nombre de dipôles et initialise leurs 
oordonn�ees et angles uniform�ement dansle domaine de travail �[0;2�℄. L'op�erateur de 
roisement �e
hange les dipôles exa
tement
omme les sites dans le 
as de la repr�esentation de Vorono�� (
f. �gure 4.4). Les op�erateursde mutation sont �egalement similaires ave
 une possibilit�e suppl�ementaire de mutationGaussienne sur l'angle d'un dipôle qui 
onsiste �a ajouter une quantit�e al�eatoire selon unedistribution normale N(0;1) :( �i := �iexp(� 0N(0;1) + �Ni(0;1))�i := �i + �iN(0;1)o�u �i est la d�eviation standard atta
h�ee �a l'angle �i.
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4.5 La représentation par barres de VoronöıNous introduisons dans 
ette se
tion une troisi�eme repr�esentation bas�ee aussi sur les dia-grammes de Vorono��, nomm�ee repr�esentation par barres de Vorono��, ainsi que les op�erateursde variation asso
i�es.
4.5.1 Structures en treillisPour les probl�emes de 
antilever, en 2D, il est 
onnu que les formes optimales ont unestru
ture en treillis [119℄. L'obtention de telles stru
tures par des diagrammes de Vo-rono�� ou des dipôles requi�ere l'�emergen
e de sous-ensembles de sites ou de dipôles 
oupl�es.L'�evolution vers des situations de 
e type peut demander de tr�es nombreuses g�en�erations.L'id�ee de la repr�esentation par barres de Vorono�� est d'aider �a l'apparition de stru
turesde 
e genre en introduisant des formes �el�ementaires qui sont d�ej�a des barres.
4.5.2 Les barres de VoronöıUne barre de Vorono�� est d�e�nie par quatre variables r�eelles : ses 
oordonn�ees (x;y), l'angle� de la barre ave
 l'axe x et sa largeur. La �gure 4.41-a montre un exemple d'une barrede Vorono��.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 4.41 { La repr�esentation par barres de Vorono��. Une seule barre (a) et la stru
tureg�en�er�ee par deux barres(b) : le trait plus �epais est la fronti�ere entre les deux 
ellules deVorono��. Elle ne fait partie de la stru
ture qu'�a la jon
tion entre les deux barres.
4.5.3 Le génotypeUn individu dans la repr�esentation par barres de Vorono�� est une liste de taille variablede barres. Quand toutes les barres sont simplement vues 
omme des sites de Vorono��, lediagramme 
orrespondant donne une partition du domaine en polygones 
onvexes. Chaquepolygone est alors s�epar�e en deux sous-domaines : la partie 
entrale { d�e�nie par l'angle etla largeur { 
ontient de la mati�ere, et son 
ompl�ementaire 
ontient du vide (
f. �gure 4.41).
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omparatifs 131Lorsque la largeur est assez grande, la totalit�e de la 
ellule est remplie de mati�ere, tandisqu'une valeur nulle de la largeur donne une 
ellule vide.
4.5.4 DécodageComme pour la repr�esentation Vorono��, la performan
e des individus est �evalu�ee apr�esproje
tion sur un maillage �xe telle qu'elle est d�e
rite dans la se
tion 4.2 : un �el�ement dumaillage est 
onsid�er�e 
omme plein de mati�ere si et seulement si son 
entre de gravit�e estdans la partie pleine d'une barre de Vorono��.Comme on peut le voir sur la �gure 4.41-b, le d�e
odage de barres de Vorono�� adja
entespermet le 
ontrôle dire
t de presque toute la fronti�ere de la stru
ture, �a l'ex
eption desquelques portions limit�ees �a la jon
tion de deux barres.
4.5.5 Opérateurs de variationsIls sont de nouveau d�eriv�es de 
eux de la repr�esentation de Vorono�� : la pro
�edure d'ini-tialisation 
hoisit un nombre de barres et initialise leurs 
oordonn�ees, angles et largeursuniform�ement. L'op�erateur de 
roisement �e
hange les barres exa
tement 
omme les sitesdans le 
as de la repr�esentation de Vorono�� (
f. �gure 4.4). Les op�erateurs de mutationsont �egalement similaires ave
 des possibilit�es suppl�ementaires de mutation Gaussiennesur l'angle et la largeur de la barre :8>>><>>>: �i� := �i�exp(� 0�N(0;1) + ��Ni(0;1))�i := �i + �i�N(0;1)�ih := �ihexp(� 0hN(0;1) + �hNi(0;1))hi := hi + �ihN(0;1)o�u �i� et �ih sont les d�eviations standards atta
h�ees respe
tivement �a l'angle �i et la largeurh de la barre.
4.6 Résultats comparatifsNous pr�esentons dans 
ette se
tion les r�esultats obtenus ave
 les deux repr�esentations nonstru
tur�ees (dipôles et barres) d�e
rites plus haut sur des ben
hmarks 
lassiques : nousavons 
onsid�er�e des 
antilevers de dimensions 1 � 2 et 2 � 1 ave
 des limites respe
tivessur le d�epla
ement maximal de 20 et 220. Les param�etres num�eriques sont 
eux indiqu�esdans la se
tion 4.3.1.



132 Chapitre 4. Repr�esentations bas�ees sur les diagrammes de Vorono��Les �gures 4.42 et 4.43 montrent les meilleures stru
tures obtenues ave
 les deux repr�e-sentations. Nous rappelons que pour les mêmes 
as test les solutions obtenues en utilisantla repr�esentation de Vorono�� sont donn�ees respe
tivement par les �gures 4.9-a de la se
-tion 4.3.3 et 4.14-a de la se
tion 4.3.5.Les �gures 4.44 et 4.45 montrent des statistiques sur 21 
al
uls ind�ependants, sur lesdeux 
as test, pour les trois repr�esentations �a base de diagrammes de Vorono�� (Vorono��,dipôles et barres).
� 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) : poids=215%, 15 dipôles (b) : poids=32.5%, 36 dipôlesFig. 4.42 { Les deux meilleurs individus pour la repr�esentation par dipôles.

� 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) : poids=20%, 4 barres (b) : poids=33%, 20 barresFig. 4.43 { Les deux meilleurs individus pour la repr�esentation par barres de Vorono��.La premi�ere 
on
lusion de 
es exp�erien
es num�eriques est que les deux repr�esentations,
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omme pour la repr�esentation de Vororno��, permettent toutes de trouver des solutions aussibonnes sur les 21 
al
uls. Toutefois, pour 
es deux 
as test, la meilleure repr�esentation estsans 
onteste la repr�esentation par barres de Vorono�� : ave
 elle, presque toutes les solu-tions parmi les 21 
al
uls ind�ependants sont identiques �a 
elle de la �gure 4.43, tandis quede nombreuses solutions obtenues par la repr�esentation par dipôles sont plus mauvaises,et en
ore plus ave
 la repr�esentation Vorono��. Ces tendan
es sont visibles sur les 
ompa-raisons des �gures 4.44 et 4.45.Notons que les deux autres repr�esentations permettent parfois de trouver des solutions
omparables �a 
elles obtenues ave
 les barres de Vorono��, mais 
ette derni�ere s'av�ere beau-
oup plus robuste.Un autre 
rit�ere est la 
omplexit�e des solutions. Les solutions attendues pour 
es 
astest sont tr�es simples et la repr�esentation devrait re
�eter 
ette simpli
it�e. Sur 
e pointaussi, la repr�esentation par barres de Vorono�� trouve des repr�esentations tr�es 
ompa
tes
ompar�ees aux autres. Un des 
al
uls a même obtenu la stru
ture parfaite form�ee de deuxbarres en V pour le 
antilever 1� 2.Il semble don
 que l'information de haut niveau suppl�ementaire introduite dans les \g�enes"�el�ementaires de la repr�esentation par barres de Vorono�� soit eÆ
a
e, au moins sur 
es deuxben
hmarks.
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ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) (b)Fig. 4.44 { Repr�esentations �a base de diagrammes de Vorono�� sur le 
antilever 1� 2 pourDlim = 20.



134 Chapitre 4. Repr�esentations bas�ees sur les diagrammes de Vorono��

Evaluations

B
es

t f
itn

es
s

0 51. 10 52. 10

0.6

0.7

0.55

0.65

Voronoi
Dipole 
Barre  PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63

Evaluations

A
ve

ra
ge

 b
es

t f
itn

es
s

0 51. 10 52. 10

0.6

0.7

0.55

0.65

Voronoi
Dipole 
Barre  PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Meilleur MoyenneFig. 4.45 { Repr�esentations �a base de diagrammes de Vorono�� sur le 
antilever 2� 1 pourDlim = 220.

RemarqueIl ne faut pas perdre de vue que la repr�esentation par barres de Vorono�� semble taill�ee surmesure pour repr�esenter des stru
ture en treillis de barres { et que nous n'avons 
ompar�eles repr�esentations que sur des probl�emes o�u la solution est pr�e
is�ement un treillis. Il
onvient don
 de ne pas g�en�eraliser hâtivement 
e r�esultat !
4.7 Vers une représentation modulaireCertains des r�esultats les plus impressionnants de 
al
ul �evolutionnaire sont bas�es sur lesrepr�esentations avan
�ees, qui in
luent l'identi�
ation de sous-domaine et la r�eutilisation[105℄.Dans le 
ontexte de l'optimisation topologique de formes, quand on regarde les r�esultatsobtenus pour le probl�eme du 
antilever 10�1 (voir par exemple les �gure 4.22 et 4.23), ouquand on 
onsid�ere les solutions te
hnologiques existantes (la stru
ture en treillis pour leslongs bras de grue par exemple), il est 
lair que 
ertains degr�es de modularit�e pourraientêtre b�en�e�ques aussi bien pour la qualit�e des r�esultats que pour l'eÆ
a
it�e de la re
her
he,puisque 
ela supprimerait le besoin de l'algorithme de d�e
ouvrir la même 
omposante utileplusieurs fois et permettrait ainsi un gain suppl�ementaire en 
omplexit�e.Avant d'aller vers des repr�esentations totalement modulaires, 
ette se
tion pr�esente les pre-miers r�esultats obtenus en utilisant une repr�esentation permettant la r�eutilisation d'une
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1 genotype

3 + 1 genotype

9 + 1 genotype

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 4.46 { repr�esentations modulairespartie de la stru
ture : plutôt que d'essayer de trouver toute la stru
ture 
omme un dia-gramme de Vorono��, 
e qui a �et�e fait en utilisant la repr�esentation �a base de diagrammesde Vorono�� pour tous les r�esultats dis
ut�es dans les pr�e
�edentes se
tions, le domaine 10�1est divis�e en 4 ou 10 sous-domaines, et deux diagrammes de Vorono�� sont utilis�es pourrepr�esenter toute la stru
ture : une premi�ere 
omposante interne, qui sera r�eutilis�ee 3 ou 9fois, et une 
omposante de terminaison qui sera pla
�ee �a l'extrême droite du domaine (
f. �-gure 4.46). Rappelons que la stru
ture est �x�ee �a sa fronti�ere gau
he. La r�eutilisation dela 
omposante interne est for
�ee i
i dans la repr�esentation, alors que, bien entendu, unnouveau pas devra d�evelopper la modularit�e.Les premiers r�esultats sont tr�es en
ourageants. En e�et, 
omme en t�emoignent les �-gures 4.47 et 4.48 (respe
tivement les �gures 4.49 et 4.50), �a 
omparer ave
 le r�esultatde la �gure 4.22 (respe
tivement la �gure 4.23) obtenu ave
 la repr�esentation de Vorono��"ordinaire" : les stru
tures r�esultantes sont de qualit�es �equivalentes (même 
omportementm�e
anique et même poids), pour un temps de 
al
ul total presque identique. Mais plusimportant, le nombre de sites n�e
essaires pour repr�esenter les solutions modulaires des�gures 4.47 et 4.48 est beau
oup plus petit que les 113 sites n�e
essaires pour repr�esenterla stru
ture de la �gure 4.22 : entre 30 et 40 sites seulement sont n�e
essaires pour 
haque
omposante des solutions (3 + 1) (moins de 80 en total), et entre 20 et 30 pour 
elles dela repr�esentation (9 + 1) (moins de 60 sites en total). Ce
i est un signe 
ertain que desam�eliorations sont possibles, puisque moins on aura de sites �a prendre en 
ompte, plusfa
ile sera l'ajustement �n de la solution.Les 
ourbes de la �gure 4.51 montrent des statistiques sur 21 
al
uls ind�ependants pourles di��erentes repr�esentations (vorono��, barres et modulaires)
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� 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 4.47 { Meilleure solution pour la repr�esentation (3 + 1), ave
 un maillage 100 � 10,poids = 43.7%, Dmax = 11.91.
� 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 4.48 { Meilleure solution pour la repr�esentation (9 + 1), ave
 un maillage 100 � 10,poids = 44.5%, Dmax = 11.92.
� 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 4.49 { Meilleure solution pour la repr�esentation (3 + 1), ave
 un maillage 200 � 20,poids = 42.8%, Dmax = 11.98.
� 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 Fig. 4.50 { Meilleure solution pour la repr�esentation (9 + 1), ave
 un maillage 200 � 20,poids = 43.2%, Dmax = 11.99.
4.8 ConclusionNous avons introduit de nouvelles repr�esentations pour le traitement de probl�emes d'opti-misation topologique de formes par algorithmes �evolutionnaires. En partant de la repr�esen-tation binaire li�ee �a un maillage donn�e du domaine de 
al
ul, des repr�esentations bas�ees surla th�eorie des diagrammes de Vorono�� ont �et�e propos�ees, depuis la repr�esentation Vorono��simple jusqu'aux repr�esentations plus 
omplexes par dipôles ou barres de Vorono��. Cestrois repr�esentations sont non stru
tur�ees, 
'est-�a-dire qu'un individu est 
ara
t�eris�e parune liste de \g�enes" non ordonn�ee et de longueur variable. La 
omplexit�e de la stru
tured'un g�ene �el�ementaire augmente de la repr�esentation Vorono�� jusqu'�a la repr�esentation
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ements F s=aF r+b F s F r F s=Fb r d � share S(d � share) 5 X i=0a i2i 63Meilleur MoyenneFig. 4.51 { Comparaison des di��erentes repr�esentations. Meilleure des meilleures perfor-man
es (a) et moyenne des meilleures (b) au 
ours de l'�evolution (moyenne sur 21 
al
ulsind�ependants) sur le probl�eme 10 � 1par barres de Vorono��. Toutefois, 
es trois types de repr�esentations permettent d'obtenirdes m�ethodes o�u la 
omplexit�e de la solution est auto-adaptative, i.e. pour lesquelles lenombre de variables e�e
tive d�e
rivant un individu �evolue �a travers l'algorithme.Les r�esultats obtenus ont permis de repousser les limites de l'optimisation topologique deformes �evolutionnaire. En e�et, l'appro
he bas�ee sur les diagrammes de Vorono�� a montr�esa puissan
e et sa robustesse par rapport �a l'appro
he par tableaux de bits : elle nous apermis de r�esoudre des 
as de �gure hors de port�ee de l'appro
he par tableaux de bits(par exemple le probl�eme de 
antilever �elan
�e 10� 1); de plus, des r�esultats originaux ont�et�e obtenus sur un probl�eme tridimensionnel. Ces derniers 
on�rment la 
apa
it�e des al-gorithmes �evolutionnaires �a trouver plusieurs solutions quasi-optimales au probl�eme pos�e.Par ailleurs, nous avons test�e 
es repr�esentations sur des probl�emes test simples d'optimi-sation topologique de formes. Les r�esultats semblent montrer que les trois repr�esentationssont adapt�ees �a la r�esolution de 
e type de probl�emes. Elles demandent grossi�erement lemême temps de 
al
ul pour atteindre des solutions 
omparables, ave
 un l�eger avantagepour la repr�esentation par barres de Vorono��. Pourtant, apr�es examen de la 
omplexit�edu 
odage des solutions obtenues, on trouve un avantage net pour la repr�esentation parbarres de Vorono��, dont les solutions utilisent moins de \g�enes" que les deux autres. Celaexplique sans doute le tr�es l�eger avantage observ�e pour 
e 
odage en terme de rapportqualit�e/
oût de 
al
ul. En e�et, il est plus fa
ile d'ajuster �nement la solution lorsque peude g�enes sont en jeu.



138 Chapitre 4. Repr�esentations bas�ees sur les diagrammes de Vorono��En�n, nous avons propos�e des repr�esentations modulaires, permettant la r�eutilisation d'unepartie de la repr�esentation, sur un probl�eme de 
antilever 10 � 1. Les premiers r�esultatsmontrent la performan
e de 
es appro
hes surtout au niveau 
omplexit�e des individus :elles n�e
essitent un nombre de sites beau
oup plus petit que les autres repr�esentations.Cependant, 
ette appro
he pr�esente des in
onv�enients : en e�et, 
ette fa�
on de faire "ma-nuelle" est impr�e
ise et n�e
essite la pr�esen
e d'un expert pour guider la 
on
eption. Ilserait don
 int�eressant de d�evelopper des repr�esentations hi�erar
hiques adaptatives. Unerepr�esentation qui vient imm�ediatement �a l'esprit est l'emploi des stru
tures d'arbres,
onsid�er�ees 
omme des programmes, de la Programmation G�en�etique (
f. 
hapitre 1), quiont �et�e utilis�ees ave
 su

�es sur d'autres probl�emes de 
on
eption [21, 106℄.
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5.1. Introdu
tion 141

5.1 IntroductionLes repr�esentations �a base de diagrammes de Vorono�� sont des te
hniques utilis�ees pourd�e
oupler l'en
odage des stru
tures et la dis
r�etisation qui sert au 
al
ul de la performan
e.Toutefois, les blo
s �el�ementaires servant �a 
onstruire la stru
ture doivent être d�e�nis, etdes 
hoix inad�equats peuvent biaiser la re
her
he dans une mauvaise dire
tion.La repr�esentation suivante, �a base de fra
tales, est une tentative pour aller plus loin dansla dire
tion morphog�en�etique : au
une hypoth�ese n'est faite sur 
e que doit être la formedes blo
s �el�ementaires, mais l'espa
e de re
her
he pour le g�enotype est suppos�e assez ri
hepour que n'importe quel type de stru
ture puisse apparâ�tre.Un IFS (Syst�eme de Fon
tions It�er�ees) est d�e�ni par la donn�ee d'un espa
e m�etrique 
om-plet et un ensemble de transformations 
ontra
tantes (
f. se
tion 5.2 pour une d�e�nitiond�etaill�ee). Le prin
ipal int�erêt d'un tel objet math�ematique est qu'il d�e�nit de fa�
on uniqueun ensemble parti
ulier, appel�e son \attra
teur" qui peut être 
onstruit simplement grâ
e�a un algorithme it�eratif. Les attra
teurs d'IFS furent utilis�es �a l'origine pour d�e�nir desensembles fra
tals (tapis de Sierpinski, foug�ere de Barnsley, et
.). Mais la propri�et�e desIFS, qui motive leur utilisation pour repr�esenter des formes est leur 
apa
it�e �a d�e
rire desformes 
omplexes ave
 un petit nombre de param�etres. Elle est �a l'origine du su

�es de lath�eorie des IFS dans le domaine de la 
ompression du signal, mais elle a de nombreusesautres appli
ations en analyse d'image ou de signal, en parti
ulier en tant qu'outil derepr�esentation tr�es souple (
f. par exemple [171℄).Dans 
e 
hapitre nous �etudions l'emploi de 
es repr�esentations fra
tales de formes, �a based'IFS mixtes, ainsi que des r�esultats pr�eliminaires montrant ses avantages potentiels.Ce travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 Evelyne Lutton 1 [79℄[78℄.1. Responsable s
ienti�que du projet FRACTALES �a l'INRIA Ro
quen
ourt.
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tions it�er�ees (IFS)
5.2 Introduction à la théorie des IFS

5.2.1 Notations et définitionsCette se
tion rappelle bri�evement les bases de la th�eorie des IFS et les algorithmes num�eriquesles plus 
onnus, pour 
al
uler les attra
teurs d'IFS.
Définition 5.1Soit (F;d) un espa
e m�etrique 
omplet. Un IFS 
 = fF;(wn)n=1;::;Ng est un ensemble deN fon
tions wn d�e�nies de F dans F .
Définition 5.2Une fon
tion w, d�e�nie sur un espa
e m�etrique (F;d), est dite 
ontra
tante s'il existe unr�eel positif s < 1 tel que8 (x;y) 2 F 2; d(w(x);w(y)) 6 s:d(x;y)s est appel�e fa
teur de 
ontra
tan
e de !.Un r�esultat 
ru
ial pour les fon
tions 
ontra
tantes est donn�e par le th�eor�eme de point�xe suivant :
Théorème 5.1Soient (F;d) un espa
e m�etrique 
omplet, et w : F �! F , une fon
tion 
ontra
tante, alorsw poss�ede un unique point �xe.
Définition 5.3Soient 
 = fF;(wn)n=1;::;Ng un IFS, et W l'op�erateur de Hut
hinson d�e�ni sur l'espa
edes sous-ensembles de F par :8 K � F; W (K) = [n2[0;N ℄wn(K)Si les fon
tions wn sont 
ontra
tantes, l'IFS est dite hyperbolique (ou 
ontra
tant). Sonfa
teur de 
ontra
tan
e est le plus petit des fa
teurs de 
ontra
tan
e des wn.Une propri�et�e importante des IFS est donn�ee par :
Proposition 5.1Si un IFS 
 est 
ontra
tant, alors il existe un unique ensemble A � F , appel�e l'attra
teurde l'IFS, tel que W (A) = A



5.3. Identi�
ation d'IFS par algorithmes �evolutionnaires 143L'uni
it�e de l'attra
teur est le r�esultat du th�eor�eme du point �xe pourW , qui est 
ontra
-tante relativement �a la distan
e de Hausdor� (not�ee dH) sur l'espa
e des sous-ensemblesde F :
Définition 5.4La distan
e de Hausdor� entre deux sous-ensembles A et B de F est d�e�nie par :dH(A;B) = max[maxx2A (miny2B d(x;y));maxy2B (minx2A d(x;y))℄
5.2.2 Calcul de l’attracteurD'un point de vue algorithmique, deux m�ethodes prin
ipales permettent de 
al
uler l'at-tra
teur d'un IFS par des appro
hes di��erentes :
La méthode stochastique (toss-coin)Soit x0 un point �xe de l'une des fon
tions wi. On 
onstruit la suite de points xn parxn+1 = wi(xn), i �etant 
hoisi al�eatoirement, uniform�ement dans f1::Ng. Alors Sn xn estune approximation de l'attra
teur de 
 (La pr�e
ision de l'approximation augmente ave
 n).
La méthode déterministeA partir de n'importe quel noyau A0 de F , On 
onstruit la suite de sous-ensembles fAngde F : An+1 = W (An) = N[i=1wi(An)Lorsque n �!1, An est une approximation de l'attra
teur de 
.La premi�ere appro
he est la plus utilis�ee en pratique, 
ar elle n�e
essite beau
oup moinsde 
al
uls. De plus, �a 
ondition de partir d'un point situ�e dans l'attra
teur 2, le par
oursne sort alors jamais de l'attra
teur. Au 
ontraire, la deuxi�eme m�ethode impose d'estimer
haque !i en tout point de An.
5.3 Identification d’IFS par algorithmes évolutionnaires

5.3.1 Problème inverseLa premi�ere tentative pour faire �evoluer des IFS par algoritme �evolutionnaire 
on
ernaitle probl�eme inverse suivant [14℄ : pour une forme donn�ee A � F , trouver un IFS dont2. On d�ebute g�en�eralement du point �xe d'une des fon
tions !i.
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tions it�er�ees (IFS)PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63
PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 5.1 { Exemples d'attra
teurs d'IFS. pris de [37℄l'attra
teur est A.Ce probl�eme a �et�e �etudi�e par plusieurs auteurs [14℄[110℄[38℄. Une solution exa
te de 
eprobl�eme n'est 
al
ulable que dans des 
ir
onstan
es parti
uli�eres. G�en�eralement, on doitse 
ontenter d'une approximation, obtenue par des m�ethodes d'optimisation. La strat�egiede r�esolution dire
te utilisable lorsque l'on a tr�es peu de 
onnaissan
e a priori sur leprobl�eme 
onsiste �a transformer le probl�eme inverse en un probl�eme d'optimisation : trou-ver l'IFS dont l'attra
teur minimise la distan
e �a l'obje
tif A.Le th�eor�eme du 
ollage suivant [14℄ fournit une justi�
ation de 
ette transformation :

Théorème 5.2Soient A l'attra
teur de l'IFS 
 = fF; (wi)i=1;::;Ng, et � son fa
teur de 
ontra
tan
e.Alors : 8 K � F; dH(K;W (K)) < � =) dH(K;A) < �1� �Ce th�eor�eme montre que trouver un IFS 
 dont l'attra
teur approxime le plus possibleune forme donn�ee I est �equivalent �a minimiser la distan
edH(I; N[i=1wi(I));sous la 
ontrainte que toutes les fon
tions wi sont 
ontra
tantes. Cependant, lorsque lefa
teur de 
ontra
tan
e est pro
he de 1, la borne perd tout son int�erêt, 
e qui montrela n�e
essit�e d'une estimation �ne de 
e fa
teur. Lorsque 
elle-
i est pr�e
ise, il est alorspr�ef�erable de minimiser 11� �dH(I; N[i=1wi(I))pour que la majoration 
onserve son sens. De plus, le 
al
ul de la distan
e de Hausdor�lui-même est 
oûteux en temps de 
al
ul.



5.3. Identi�
ation d'IFS par algorithmes �evolutionnaires 145Ces in
onv�enients m�enent �a 
onsid�erer, 
omme dans [110℄, une fon
tion �tness bas�eesur l'algorithme de toss-
oin et une distan
e eu
lidienne ou une distan
e qui 
al
ule ladi��eren
e des pixels entre deux formes.
5.3.2 Différents types d’IFSComme la fon
tion �a optimiser est tr�es 
omplexe, des hypoth�eses restri
tives suppl�ementairessont n�e
essaires. Une appro
he fr�equente est de limiter l'espa
e de re
her
he �a 
elui desIFS aÆnes, ave
 un nombre �ni de fon
tions (
f. [15, 170℄ pour les premi�eres m�ethodesnum�eriques). Plus r�e
emment, des solutions bas�ees sur les algorithmes �evolutionnaires ont�et�e propos�ees pour les IFS aÆnes [173, 63, 124℄.Dans le 
as des IFS aÆnes, les fon
tions wi qui 
omposent un IFS 
 sont repr�esent�ees (en2D) par wi(x;y) = " ai bi
i di #:" xy #+ " eifi #Le probl�eme inverse 
onsiste �a optimiser les param�etres (ai; bi; 
i; di; ei; fi) pour obtenirl'attra
teur qui approxime au mieux une forme 
ible donn�ee.Cependant, 
es IFS ne sont qu'un petit sous-ensemble de tous les IFS possibles. D�eslors que les wi ne sont plus restreintes aux fon
tions aÆnes, 
ertains auteurs [110℄ se sontint�eress�es �a des IFS plus g�en�eraux (non aÆnes) appel�es IFS mixtes en utilisant la pro-grammation g�en�etique (GP) qui permet de faire �evoluer n'importe quel type de fon
tion.On rappelle que la programmation g�en�etique manipule usuellement des stru
tures ar-bores
entes dynamiques (
f. 
hapitre 1, se
tion 1.8.4), (
onsid�er�es 
omme des programmes[104℄). Cette stru
ture de donn�ees est parti
uli�erement adapt�ee �a la repr�esentation de fon
-tions : 
haque wi est repr�esent�ee par un arbre (
f. par exemple 5.2-a) 
onstruit �a partirde 
onstantes prises dans [0;1℄, d'un ensemble de variables (x et y) et d'un ensemble defon
tions �el�ementaires donn�e par exemple par :� + ; � ; � � root(x) =pjxj� 
os; sin � loga(x) = log (1 + jxj)� div(x;y) = x0:0001 + jyjL'ensemble des arbres wi repr�esente alors l'IFS (�gure 5.2-b). Toutefois, alors que l'obten-tion d'une 
ondition n�e
essaire et suÆsante pour la 
ontra
tivit�e des fon
tions aÆnes est



146 Chapitre 5. Repr�esentation �a base de syst�emes de fon
tions it�er�ees (IFS)triviale, la 
ontra
tivit�e de fon
tions g�en�erales d�e�nies par des arbres de programmationg�en�etique ne peut être montr�ee que num�eriquement, a posteriori, et pour un 
oût de 
al-
ul tr�es �elev�e. Cet in
onv�enient a motiv�e l'introdu
tion tr�es r�e
ente des IFS polaires [38℄dans lesquels les fon
tions sont d�e�nies { toujours en utilisant la GP { sous forme polaireautour de leur point �xe. L'appro
he est bas�ee sur la 
onstru
tion de fon
tions lo
alement
ontra
tantes respe
tivement �a un point P :
Définition 5.5Une fon
tion w : F �! F d'un espa
e m�etrique 
omplet (F;d) dans lui-même est ditelo
alement 
ontra
tante relativement au point P s'il existe un nombre r�eel positif s < 1 telque : 8 M 2 F; d(P;w(M)) 6 s:d(P;M)Cette d�e�nition de 
ontra
tan
e lo
ale vis-�a-vis d'un point s'a

orde naturellement ave
 lesyst�eme de 
oordonn�ees polaires. En e�et, dans un tel syst�eme, un point M quel
onque apour 
oordonn�ees (�;�) par rapport �a P (��!PM = �ei�), o�u � repr�esente la distan
e entre 
esdeux points. Une 
ondition simple sur les fon
tions � assure la 
ontra
tivit�e lo
ale autourde P (
f. [137℄ pour plus de d�etails). Cela ne permet pas de v�eri�er la 
ontra
tivit�e globale,mais la proportion de fon
tions 
ontra
tantes dans 
ette 
lasse de fon
tions polaires estbien plus grande que dans les arbres GP g�en�eraux, permettant une r�esolution du probl�emeinverse plus rapide et plus pr�e
ise.Malheureusement, au d�ebut de 
e travail, seuls les programmes de GP pour l'identi�
a-tion des IFS mixtes �etaient op�erationnels. Les premiers r�esultats pr�esent�es dans les se
tionssuivantes 
on
ernant l'utilisation de repr�esentations IFS pour des probl�emes d'optimisa-tion topologique ont don
 �et�e obtenus en utilisant le programme d'IFS mixtes bas�e sur laprogrammation g�en�etique [110℄.
5.4 Représentation par IFS : Résultats et discussionL'id�ee de base de la repr�esentation d'une forme par IFS est �evidente : l'attra
teur d'un IFSest la forme. Le programme de 
al
ul de l'attra
teur, utilis�e est le même que dans [110℄.L'attra
teur d'un IFS donn�e est 
al
ul�e sur le maillage qui sert �a l'analyse par �el�ements�nis et la performan
e est 
al
ul�ee 
omme dans la se
tion 3.4 du 
hapitre 3.
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) (b)Fig. 5.2 { (a) la fon
tion ((
os(x) + 2y)(1 + x)). (b) Repr�esentation d'un IFS mixte
5.4.1 Conditions expérimentalesLes valeurs des param�etres utilis�es pour l'exp�erimentation sont r�esum�ees dans le ta-bleau 5.1. Ces param�etres ont �et�e 
hoisis apr�es plusieurs tests de robustesse.Taille de la population 30 �a 50nombre maximal de g�en�erations 2000 �a 3000Mode de s�ele
tion RouletteRempla
ement G�en�erationnelave
 �elitismeProbabilit�e de 
roisement 0:7Probabilit�e de mutation 0:1 �a 0:2Intervalle des 
onstantes [0;1℄nombre min et max de fon
tions
ontra
tantes 3 �a 7Tab. 5.1 { Les param�etres
5.4.2 Résultats et discussionOn reprend les 
as-test des 
antilevers 1�2 et 2�1 de la se
tion 4.3. La �gure 5.3 montreles meilleurs r�esultats obtenus apr�es plusieurs 
al
uls ind�ependants.La premi�ere bonne nouvelle est qu'on obtient des stru
tures raisonnables. De plus, leurallure ressemble plus �a un treillis qu'en utilisant la repr�esentation par 
ellules de Vorono��.Mais on peut entrevoir quelques d�efauts dans 
es toutes premi�eres exp�erimentations :
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 � 

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63(a) : Dlim = 20 , poids = 23.5% (b) : Dlim = 220 , poids = 43%Fig. 5.3 { R�esultats pour la repr�esentation par IFS pour les deux 
as-test de 
antilever 1�2et 2� 1{ La varian
e des r�esultats est tr�es �elev�ee ; 
ertains r�esultats sont vraiment tr�es mau-vais.{ Nous avons utilis�e la même strat�egie de p�enalisation adaptative que pour les repr�e-sentations �a base de diagrammes de Vorono�� (
f. 
hapitre 3, se
tion 3.5.5). Pourtant,alors que dans 
e 
as 
haque 
al
ul trouve au moins une solution satisfaisant les
ontraintes, de nombreux essais utilisant la repr�esentation IFS ne trouvent au
unesolution admissible.{ L'in
uen
e du raÆnement du maillage sur la forme de l'attra
teur obtenue apr�esd�e
odage de l'IFS n'est pas fa
ile �a 
omprendre, mais il semble que des maillagesdi��erents peuvent donner des formes tr�es di��erentes pour un même IFS, et 
e jusqu'�ades �nesses de maillages tr�es importantes.La �gure 5.4 montre un des r�esultats les plus signi�
atifs, obtenus sur le probl�eme 10� 1,pour une 
ontrainte Dlim = 12, et un maillage r�egulier 100 � 10. Pour 
e probl�eme aussila repr�esentation par IFS n'a pas �et�e 
apable de trouver de bon r�esultats. Les plaques
onsoles ne sont sans doute pas le bon probl�eme pour mettre en valeur l'apport possibledes IFS.
5.5 ConclusionNous avons pr�esent�e la repr�esentation par IFS dans laquelle la stru
ture est d�e�nie indi-re
tement 
omme l'attra
teur d'un ensemble de transformations 
ontra
tantes d�e�nies sur
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 5.4 { Stru
ture optimale sur un maillage 100�10 pour le 
antilever 10�1. Dlim = 12.poids = 58%.le domaine de travail. Une telle repr�esentation ne fait au
une hypoth�ese a priori sur laforme des blo
s �el�ementaires 
onstitutifs d'une solution d'un probl�eme d'optimisation to-pologique. Cette te
hnique devrait permettre d'atteindre des solutions plus 
omplexes sansavoir �a d�e�nir de g�enes �el�ementaires sp�e
i�ques 
omme au 
hapitre 4 ave
 la repr�esentationde Vorono��.Pourtant, la repr�esentation par IFS n'a pas �et�e 
apable de trouver d'ex
ellent r�esultats surles 
as-test qui ont �et�e essay�es. Bien sûr, il peut être obje
t�e qu'une telle repr�esentation,qui augmente la 
omplexit�e du pro
essus morphog�en�etique, ne doit prouver son eÆ
a
it�eque pour des probl�emes pour lesquels la solution est 
omplexe. Des �etudes �a venir tenterontde 
on�rmer 
ette hypoth�ese. Mais il est aussi possible que le manque de feed-ba
k dire
tde la stru
ture m�e
anique sur son g�enotype (l'IFS) empê
he des �evolutions utiles sur lespopulations restreintes et de si petits nombres de g�en�erations. Des exp�erimentations surdes ma
hines massivement parall�eles ave
 des populations distribu�ees de plusieurs milliersd'individus sont n�e
essaires pour r�epondre �a 
ette question.
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6.1 IntroductionDans le domaine de l'optimisation topologique de formes, la plupart des �etudes sont 
onsa-
r�ees �a la minimisation simultan�ee du poids et de la rigidit�e (ou, d'une mani�ere �equivalente,le d�epla
ement maximal sous l'a
tion d'un 
hargement donn�e). Il est bien 
onnu que 
esobje
tifs 1 sont 
ontradi
toires (
'est-�a-dire la diminution du poids entrâ�ne g�en�eralementla diminution de la rigidit�e et vi
e-versa).Une des appro
hes les plus 
lassiques pour traiter 
es obje
tifs 
ontradi
toires 
onsiste �aminimiser un seul obje
tif tout en 
onsid�erant les autres obje
tifs sous forme de 
ontraintes 2(par exemple minimiser le poids de la stru
ture ave
 une 
ontrainte sur le d�epla
ementmaximal). On est ainsi fa
e �a un probl�eme mono-obje
tif sous 
ontrainte d�ej�a �etudi�e dansles 
hapitres pr�e
�edents.N�eanmoins, le d�eveloppement des nouvelles m�ethodes d'optimisation multi-obje
tifs (oumulti-
rit�eres) permet de 
onsid�erer les deux obje
tifs simultan�ement et d'essayer d'iden-ti�er l'ensemble des meilleurs 
ompromis possibles entre les obje
tifs, aussi appel�e le frontde Pareto. Ce qui permet au d�e
ideur de 
hoisir la solution �a partir d'une information
ompl�ete.Nous rappelons dans 
e 
hapitre les di��erentes appro
hes multi-obje
tifs (se
tion 6.2),en parti
ulier, l'appro
he NSGA-II (se
tion 6.3.6), qui sera appliqu�ee dans la suite auprobl�eme d'optimisation topologique de formes (se
tion 6.4).Ce travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 Olga Roudenko, do
torante au C.M.A.P,et a fait l'objet d'une publi
ation [80℄.1. On utilise indi��eremment les termes obje
tif et 
rit�ere2. L'autre appro
he (en
ore plus 
lassique !) 
onsiste �a agr�eger les divers 
rit�eres dans une seule fon
tionobje
tif, en se ramenant ainsi �a un probl�eme d'optimisation mono-obje
tif.
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6.2 Optimisation multi-critèresLes probl�emes ren
ontr�es dans la r�ealit�e sont la plupart du temps multi-obje
tifs. De plusleur r�esolution n�e
essite des d�e
isions qui doivent souvent être prises au vu d'obje
tifs
ontradi
toires. Il est don
 int�eressant de fournir un ensemble de solutions a�n de per-mettre aux d�e
ideurs d'avoir un 
hoix vari�e et 
ela est d'autant plus important lorsqu'ilest n�e
essaire de justi�er les d�e
isions avant de passer �a une phase op�erationnelle.Depuis plusieurs ann�ees, le domaine de l'optimisation multi-
rit�eres 
onnâ�t une �evolutionimportante. Cette �evolution s'est traduite par le d�eveloppement d'un grand nombre dem�ethodes qui sont g�en�eralement regroup�ees en trois 
at�egories :{ Appro
hes, dites 
lassiques, bas�ees sur la transformation du probl�eme en un probl�ememono-obje
tif (
f. se
tion 6.2.2).{ Appro
hes non-Pareto : elles utilisent un pro
essus de re
her
he qui traite s�epar�ementles di��erents obje
tifs de mani�eres "entrela
�ees" (
f. paragraphe 6.3.1).{ Appro
hes Pareto bas�ees sur la notion de dominan
e de Pareto (
f. se
tion 6.3).L'�etat de l'art des m�ethodes de r�esolution de probl�emes multi-obje
tifs fait apparâ�trel'utilisation de m�ethodes d'optimisation diverses pour lesquelles les obje
tifs sont agr�eg�esen une seule fon
tion obje
tif �a optimiser. L'obtention de solutions alternatives se faitalors par initialisation multiple des algorithmes en modi�ant des param�etres d�e�nissant lespr�ef�eren
es des d�e
ideurs. Une alternative �a 
ela est l'utilisation d'algorithmes d'�evolutionarti�
ielle qui du fait de la gestion d'une population de solutions permettent d'obtenirles solutions alternatives en une seule ex�e
ution, pro�tant ainsi d'�e
hanges d'informationsentre solutions souvent meilleures les unes que les autres sur une partie des obje
tifs uni-quement.A�n de pr�esenter les algorithmes d'optimisation multi-obje
tifs, nous devons tout d'abordintroduire le prin
ipe de dominan
e (solutions domin�ees - ou non domin�ees - au sens dePareto) entre solutions ainsi que la d�e�nition du front de Pareto.
6.2.1 Définitions

La notion de dominanceSoient f1; : : : ;fn (des fon
tions de E dans IR ) les obje
tifs dont on suppose qu'on 
her
he�a minimiser sur l'espa
e de re
her
he E.
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Définition 6.1Soient x et y deux points de E. On dira que x domine y au sens de Pareto, not�e x � y, six est meilleure ou au moins �equivalente �a y sur tous les obje
tifs, et stri
tement meilleuresur au moins un obje
tif. Autrement dit,1) 8 i 2 [1::n℄ ; fi(x) 6 fi(y)2) 9 i0 2 [1::n℄ ; fi0(x) < fi0(y)

3

4

8 9

A

B
C

Front optimal de Pareto

f  (min)2

f  (min)1

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 6.1 { Exemple de minimisation de deux obje
tifs f1 et f2. L'ensemble de l'espa
e dere
her
he est repr�esent�e dans l'espa
e des obje
tifs : plan (f1;f2). A(8,3) domine B(9,4)
ar 8 < 9 et 3 < 4, C(6,4) domine B(9,4) 
ar 6 < 9 et 4 = 4. Par 
ontre, A(8,3) et C(6,4)ne sont pas 
omparables (ordre partiel) 
ar 6 < 8 et 4 > 3. On dit que A et C sont deuxsolutions non-domin�ees.
Le front de Pareto optimalLe but de l'optimisation multi-obje
tifs est de d�eterminer l'ensemble des solutions non-domin�ees, appel�e front de Pareto. La �gure 6.2 donne un exemple de front de Pareto :l'ensemble de l'espa
e de re
her
he est repr�esent�e dans l'espa
e des obje
tifs, et les pointsextr�emaux pour la relation de dominan
e au sens de Pareto forment le front de Paretodu probl�eme. Suivant le type d'obje
tifs �a optimiser (minimisation ou maximisation), les
ourbes de Pareto peuvent se pr�esenter suivant quatre formes di��erentes pour un probl�eme�a deux obje
tifs (
f. �gure 6.3). A noter que l'on n'est pas toujours dans une situationaussi r�eguli�ere que 
elles pr�esent�ees dans les �gures 6.2 et 6.3, et que le front de Paretopeut être 
on
ave, dis
ontinu, . . . .
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 6.2 { Front de Pareto pour un probl�eme de minimisation de deux obje
tifs : les pointsextr�emaux de l'ensemble de l'espa
e de re
her
he forment le front de Pareto du probl�eme.
f  (min)1

f  (max)2

f  (min)2
f  (max)2

f  (min)2

f  (min)1

f  (max)1
f  (max)1

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63Fig. 6.3 { Fronts de Pareto dans divers 
as de maximisation/minimisation.
6.2.2 Les méthodes classiques

L’approche séquentielle avec agrégation de critèresL'appro
he s�equentielle 
onsiste �a agr�eger les divers obje
tifs fi dans une seule fon
tion ob-je
tif F , g�en�eralement de fa�
on lin�eaire, en se ramenant ainsi �a un probl�eme d'optimisation
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rit�eres 157mono-obje
tif : F(x) = nXi=1 �ifi(x)o�u les poids �i 2 [0;1℄ et Pni=1 �i = 1. Ces fon
tions pond�er�ees n�e
essitent l'expression demani�ere quantitative des pr�ef�eren
es relatives entre les di��erents obje
tifs. Cependant, lesinformations 
on
ernant les pr�ef�eren
es relatives sont qualitatives et issues de l'exp�erien
edes utilisateurs, elles peuvent ainsi être tr�es diÆ
iles �a repr�esenter math�ematiquement.Ces mêmes m�ethodes �a obje
tifs agr�eg�es peuvent ensuite être relan
�ees plusieurs fois enmodi�ant le (ou les) param�etres repr�esentant quantitativement les pr�ef�eren
es relatives et
e en vue d'obtenir plusieurs solutions alternatives (solutions du front de Pareto).
f2

f1

Espace des objectifs

Front de Pareto

A

B

PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63 �1 = 1=3 ; �2 = 2=3
�1 = �2

�1 = 2=3 ; �2 = 1=3

Fig. 6.4 { Appro
he s�equentielle.Consid�erons par exemple deux obje
tifs f1 et f2. Ces deux obje
tifs peuvent être agr�eg�esen une seule fon
tion obje
tif F et leur importan
e relative repr�esent�ee par un param�etre� : F(x) = �f1(x) + (1� �)f2(x)On obtient alors un point de la surfa
e de Pareto pour 
haque valeur de �. Cependant,il est tr�es diÆ
ile de 
hoisir 
orre
tement les valeurs de �. De plus, dans 
ertains 
as, detelles repr�esentations peuvent 
onduire �a des r�esultats totalement inattendus en terme depr�ef�eren
es sur les obje
tifs. Ainsi, si l'on 
onsid�ere �a minimiser f1 et f2 ave
 un front dePareto 
on
ave (
f. �gure 6.4); en supposant que le d�e
ideur a la même pr�ef�eren
e pourles deux 
rit�eres, il est naturel d'agr�eger les deux fon
tions f1 et f2 en une seule fon
tionobje
tif qui d�e
rit la somme pond�er�ee (par des 
oeÆ
ients �egaux �1 et �2) de f1 et f2. Laminimisation de la fon
tion (f1 + f2) ainsi obtenue 
orrespond au d�epla
ement de la ligne
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rit�eres(f1 + f2 = 
onstante) �a partir de l'origine (fi prend des valeurs positives) vers le quartd'espa
e positif (
f. �gure 6.4), et 
e jusqu'�a 
e qu'un point de l'espa
e de re
her
he soitren
ontr�e.Malheureusement, dans des 
as tels que 
elui-
i, la m�ethode d'agr�egation des obje
tifs
onduit aux points A ou B (�gure 6.4). De plus, il est ais�e de remarquer que pour 
e 
astoute 
ombinaison de pond�eration de pr�ef�eren
es se terminera par l'obtention des pointsA ou B. Cependant, toutes les solutions de la partie de la 
ourbe entre A et B peuvent�egalement 
onstituer une alternative pour le d�e
ideur.De mani�ere plus g�en�erale, le pro�l de la 
ourbe de Pareto �etant in
onnu, il n'y a souventpas de moyen de savoir si le front de Pareto 
ontient une r�egion 
on
ave et 
e même lorsde l'obtention de r�esultats (ex
ept�e si le front de Pareto est repr�esent�e ave
 une pr�e
isionsuÆsante), rendant ainsi ineÆ
a
e l'appli
ation de m�ethodes d'agr�egation de 
rit�eres.
Méthode �-contrainteCette m�ethode 
onsiste �a optimiser une seule fon
tion fk parmi les obje
tifs et �a 
onsid�ererles autres 
omme des 
ontraintes :8><>: min fk(x)x 2 Efj(x) 6 �j ; j = 1;::;n ; j 6= k� = (�1;:::;�k�1;�k+1;::::;�n). On r�esout 
e probl�eme ave
 di��erents ve
teurs de �i pour obte-nir di��erentes solutions de Pareto. Toutefois, la g�en�eration de plusieurs solutions n�e
essitel'ex�e
ution multiple de l'algorithme d'optimisation ave
 di��erentes 
ontraintes, 
e qui estun exer
i
e 
oûteux en terme de 
al
ul. C'est 
ette m�ethode qui a �et�e utilis�ee ave
 le poidset le d�epla
ement maximal dans les 
hapitres pr�e
�edents.Dans la se
tion suivante, nous pr�esentons les m�ethodes d'optimisation multi-obje
tifs�evolutionnaires. Les prin
ipes de 
es m�ethodes sont d�etaill�es ainsi que les prin
ipalesam�eliorations qui y ont �et�e r�e
emment int�egr�ees.
6.3 Les méthodes évolutionnairesDans le domaine �evolutionnaire, le but de l'optimisation multi-obje
tifs est d'�e
hantionnerle front de Pareto optimal (�gure 6.2-a). Plusieurs te
hniques ont �et�e propos�ees :{ l'appro
he s�equentielle ave
 un algorithme d'�evolution arti�
ielle mono-obje
tif,
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tor-Evaluated GA (VEGA), dit Non-Pareto, qui n'utilise pas le prin
ipe dedominan
e,{ et les appro
hes Pareto bas�ees sur le prin
ipe de dominan
e (dont : MOGA, NPGA,NSGA, SPGA et NSGA-II).Celles-
i sont pr�esent�ees 
i-dessous, selon l'ordre 
hronologique de leur apparition, ainsique les avantages et d�esavantages inh�erents �a leur utilisation.
6.3.1 Vector-Evaluated GA (VEGA)Cette m�ethode est la premi�ere se proposant de trouver un ensemble de solutions non-domin�ees. Propos�ee par S
ha�er en 1984 [145℄, 
ette m�ethode repose sur une strat�egiede s�ele
tion qui prend en 
ompte l'ensemble des obje
tifs. VEGA impl�emente l'optimi-sation multi-obje
tifs de mani�ere simple et dire
te. D�es lors que l'optimisation 
on
ernem obje
tifs, la population de l'algorithme d'�evolution arti�
ielle est divis�ee en m sous-populations, 
ha
une �etant en 
harge d'une seule fon
tion obje
tif, ind�ependamment desautres (s�ele
tion parall�ele).Le prin
ipe en est le suivant (
f. �gure 6.5) :1. On divise la population en m sous-populations.2. On s�ele
tionne des individus, pour 
haque sous-population, selon leurs performan
espour un seul des obje
tifs.3. On applique des op�erateurs de 
roisement et de mutation sur la population 
ompl�ete.

sous-popu 1

sous-popu 2

sous-popu k

Croisement
mutation

Sélection 
Reproduction

Objectif 1

Objectif 2

Objectif k

P(t+1)P(t)
PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63�1 = 1=3 ; �2 = 2=3�1 = �2�1 = 2=3 ; �2 = 1=3Fig. 6.5 { S�ele
tion parall�ele dans l'algorithme VEGA.
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rit�eresAvantagesL'avantage majeur de VEGA est qu'il utilise une id�ee simple et fa
ile �a implanter. Seulesdes modi�
ations mineures sont �a apporter �a l'algorithme d'�evolution arti�
ielle 
lassique.De plus, il ne g�en�ere pas de 
omplexit�e de 
al
ul additionnelle.D�esavantagesCette m�ethode r�epartit la population sur les extr�emaux du front de Pareto mais estlimit�ee du fait de l'�evolution mono-obje
tif des sous-populations qui ne permet pas la
omparaison des diverses solutions multi-obje
tifs disponibles �a 
haque it�eration en vued'en exploiter les 
ara
t�eristiques. VEGA suppose que l'op�erateur de 
roisement va 
om-biner les bonnes solutions �evalu�ees sur un seul des 
rit�eres d'optimisation a�n d'obtenirdes solutions r�ealisant de bons 
ompromis sur le front de Pareto. Cependant, et même lorsde l'appli
ation de VEGA sur des espa
es de re
her
he 
onvexes, le 
roisement ne trouvesouvent pas de solutions tr�es diversi��ees.
6.3.2 Multi-Objective GA (MOGA)Propos�ee par Fonse
a et Fleming en 1993 [58℄, 
ette appro
he est bas�ee sur le 
lasse-ment non-domin�e, dont le but est de 
lasser les individus de la population par niveauxde non-dominan
e. C'est le premier algorithme in
luant la pr�ef�eren
e pour les solutionsnon-domin�ees 
onjointement au maintien de la diversit�e de la population. Il ne di��ere del'algorithme �evolutionnaire mono-obje
tif que par la pro
�edure d'a�e
tation de la �tness,qui se 
al
ule de la fa�
on suivante :1. Pour 
haque individu i on 
al
ule le nombre d'individus qui le dominent, not�e pi,dans la population 
ourante, un rang ri est alors a�e
t�e �a l'individu ri = pi + 1.Ainsi, les solutions non-domin�ees ont un rang �egal �a 1.2. Ensuite une �tness est a�e
t�ee aux individus en utilisant une fon
tion de mise �al'�e
helle (souvent lin�eaire), un individu ayant un meilleur rang devant avoir unemeilleure �tness.Ce type de rang induit don
 une plus forte pression de s�ele
tion, et peut 
auser une 
onver-gen
e pr�ematur�ee. En vue de maintenir la diversit�e des solutions non-domin�ees, Fonse
aet Fleming [58℄ ont introduit le prin
ipe de sharing (
f. se
tion 1.5.1, 
hapitre 1) sur lessolutions de même rang (ave
 �share = 1). La distan
e de sharing est 
al
ul�ee sur l'espa
e
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tif.En r�esum�e de 
et algorithme, on retiendra que la s�ele
tion se fait sur les rangs et lesharing dans l'espa
e obje
tif.AvantagesLa pro
�edure d'a�e
tation de �tness est simple. De plus, si une bonne r�epartition surl'espa
e obje
tif est d�esir�ee, MOGA peut 
onstituer une bonne alternative.D�esavantagesLe 
al
ul de la �tness ave
 sharing n'assure pas que toute solution de rang inf�erieur atoujours une �tness inf�erieure �a 
elle de solutions de meilleur rang. Ce
i arrive lors dela pr�esen
e d'une grande densit�e de solutions ayant un meilleur rang. De plus, 
e
i estsus
eptible de ralentir la 
onvergen
e.Le param�etre de sharing doit être initialis�e arbitrairement. Cependant une mise �a jouradaptative de 
e param�etre en 
ours d'ex�e
ution est possible [58℄.
6.3.3 Niched Pareto GA (NPGA)Propos�e par Horn et Nafpliotis en 1993 [89℄, NPGA utilise le tournoi suivant au 
ours dupro
essus de s�ele
tion (
f. �gure 6.6) : Au d�ebut du pro
essus, une sous-population SPde tdom individus est tir�ee au hasard de la population, ainsi que deux individus I1 et I2parmi lesquels on va s�ele
tionner un gagnant. I1 et I2 sont 
ompar�es �a tous les �el�ements dela sous-population SP . Si l'un est domin�e et l'autre est non-domin�e, alors le non-domin�eest s�ele
tionn�e. Sinon (les deux sont domin�es ou non-domin�es), on applique un sharing(
f. se
tion 1.5.1) sur l'espa
e des obje
tifs. Le sharing ainsi utilis�e s�ele
tionne I1 ou I2 enfon
tion du taux d'agr�egation de la population dans les voisinages respe
tifs de I1 et I2.Ainsi, l'individu le plus isol�e sur le front de Pareto (ayant l'indi
e de ni
hage le plus petit)sera s�ele
tionn�e.AvantagesL'un des avantages majeurs du NPGA est qu'au
une pro
�edure d'a�e
tation de �tnessn'est sp�e
i��ee. Un autre avantage est qu'il utilise un tournoi de s�ele
tion et que si la taillede la sous-population est inf�erieure �a N , la 
omplexit�e du NPGA ne d�epend plus telle-ment du nombre d'obje
tifs. Il peut don
 s'av�erer int�eressant d'utiliser le NPGA pour des
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ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63�1 = 1=3 ; �2 = 2=3�1 = �2�1 = 2=3 ; �2 = 1=3(a) (b)Fig. 6.6 { (a) Pro
�edure de s�ele
tion (�a base de tournoi) du NPGA. (b) Un exemple : I1est non-domin�e par SP , tandis que I2 est domin�e par 
ertains individus de SP ; I1 estalors le gagnant.probl�emes ave
 un grand nombre d'obje
tifs.D�esavantagesNPGA n�e
essite le r�eglage de deux param�etres, �share et tdom, dont le 
hoix de leursvaleurs 
onditionne les performan
es de l'algorithme. Le param�etre tdom 
ontrôle la pres-sion s�ele
tive : si tdom est petit, la pression est faible et le nombre de solutions Pareto dansla population sera r�eduit, alors que si tdom est grand, la pression sera forte et risque une
onvergen
e pr�ematur�ee.
6.3.4 Non-Dominated Sorting GA (NSGA)Comme MOGA, l'appro
he NSGA est bas�ee sur la notion de non dominan
e, plus parti-
uli�erement sur la pro
�edure du rang de dominan
e.Rang de dominan
e : dans un ensemble de points de l'espa
e de re
her
he (e.g. unepopulation), les solutions qui ne sont domin�es par au
une autre solution se voient a�e
terle rang 1. Elles sont retir�ees de la population et les nouvelles solutions non-domin�ees sevoient a�e
ter le rang 2 (
f. �gure 6.7). Ce pro
essus 
ontinue jusqu'�a l'a�e
tation d'unrang �a toutes les solutions.
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ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63�1 = 1=3 ; �2 = 2=3�1 = �2�1 = 2=3 ; �2 = 1=3Fig. 6.7 { Rang de Pareto pour un probl�eme de minimisation de deux obje
tifs : unepopulation donn�ee est partiellement ordonn�ee par la relation de dominan
e au sens dePareto.
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h�ema de fon
tionnement de NSGALe 
on
ept de 
ette m�ethode a �et�e initialement propos�ee par Goldberg [65℄ et impl�ement�epar Srinivas et Deb [164℄. Le prin
ipe de NSGA est pr�esent�e sur la �gure 6.8 :
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rit�eres1. On 
ommen
e par identi�er, dans la population enti�ere, les individus non-domin�es.Ces derniers 
onstituent le premier front.2. On leur asso
ie une valeur de �tness fa
ti
e. A�n d'assurer la diversit�e dans lapopulation, on applique un sharing sur 
e premier front.3. Ensuite, 
es individus sont enlev�es de la population.4. On re
ommen
e 
ette pro
�edure pour d�eterminer le se
ond front. La �tness attribu�ee�a 
e se
ond groupe est inf�erieure �a la plus petite �tness apr�es appli
ation de la fon
-tion de sharing sur le premier groupe.Ce pro
essus est r�eit�er�e jusqu'�a 
e que tous les individus soient trait�es.Un exemple d'appli
ation de NSGA est donn�e (�gure 6.9 et table 6.1) dans 
e qui suit :f1(x) = x2, f2(x) = (x� 2)2 et �share = 0:5.
f  (min)2

f  (min)1
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63�1 = 1=3 ; �2 = 2=3�1 = �2�1 = 2=3 ; �2 = 1=3Fig. 6.9 { Exemple pour NSGA - Voir la table 6.1solution x f1 f2 Front �tness fa
ti
e �tness apr�es sharing1 �1:50 2:25 12:250 2 3:00 3:002 0:70 0:49 1:69 1 6:00 6:003 4:20 17:64 4:840 2 3:00 3:004 2:00 4:00 0:000 1 6:00 3:435 1:75 3:06 0:062 1 6:00 3:436 �3:00 9:00 25:000 3 2:00 2:00Tab. 6.1 { Table - Exemple de 3 fronts pour le NSGA
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tu�e sur l'espa
e des obje
tifs, ainsi les solutions 4 et 5 sont tr�es pro
heset leurs deux 
rit�eres diminu�es, alors que la solution 2 garde la même valeur (6:00).AvantagesL'avantage prin
ipal du NSGA est l'a�e
tation de �tness au vu d'ensembles de solutionsnon-domin�ees. D�es lors que les ensembles de solutions non-domin�ees sont syst�ematiquementdi��erenti�es, le NSGA progresse naturellement vers le front de Pareto optimal.D�esavantagesLe tri de la population est une heuristique int�eressante mais 
ette pro
�edure ralentitle pro
essus de 
onvergen
e de l'algorithme. De plus, la fon
tion de sharing requiert lasp�e
i�
ation du param�etre �share, une mauvaise instantiation de 
e param�etre pouvant
onduire �a une r�edu
tion des performan
es [164℄. Aussi, une pro
�edure d'instantiationadaptative de �share peut aussi être envisag�ee.
6.3.5 Strength Pareto GA (SPGA)Propos�ee par Zitzler et Thiele en 1998 [178℄, l'appro
he SPGA utilise une s�ele
tion bas�eesimultan�ement sur le 
on
ept de non-domination et l'�elitisme 3. Le s
h�ema de fon
tionne-ment de SPGA est pr�esent�e sur la �gure 6.10 : �a partir de la population initiale, l'algo-rithme 
onstruit une population externe ave
 les solutions non-domin�ees. A�n de r�eduirela taille de 
et ensemble, une "
lusterisation" est alors e�e
tu�ee [121℄. Les repr�esentants de
es 
lusters sont ensuite utilis�es pour parti
iper au pro
essus de s�ele
tion. Les op�erateursde 
roisement et de mutation sont alors appliqu�es pour 
onstruire la nouvelle population(g�en�eration suivante) �a laquelle on applique �a nouveau le pro
essus de re
her
he des indi-vidus non-domin�es a�n d'enri
hir l'ensemble de Pareto.Pour d�e�nir les performan
es des individus, la population externe et la population 
ou-rante sont 
ombin�ees et les solutions non-domin�ees auront une performan
e qui d�ependdu nombre de points qu'elles dominent.AvantagesD�es qu'une solution du front de Pareto optimal est trouv�ee, elle est imm�ediatement int�egr�ee3. L'�elitisme 
onsiste �a maintenir une population autre que la population 
ourante, qui permet d'ar
hivertoutes les solutions Pareto optimales trouv�ees durant la re
her
he
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PSfrag repla
ementsFs = aFr + bFsFrFs = F brd�shareS( d�share )5Xi=0 ai2i63�1 = 1=3 ; �2 = 2=3�1 = �2�1 = 2=3 ; �2 = 1=3 Fig. 6.10 { Pro
�edure du SPGA.dans la population des solutions non-domin�ees. Le seul moyen de l'en retirer est trouverune autre solution (qui la domine) Pareto-optimale, qui permet une meilleure 
ouverturedu front de Pareto. L'algorithme de 
lustering ne n�e
essite pas de param�etres, 
e qui rendSPGA fa
ile �a utiliser. La pro
�edure d'a�e
tation de �tness est assez similaire �a 
elle deMOGA qui est tr�es simple �a 
al
uler.D�esavantagesSPGA introduit un param�etre suppl�ementaire repr�esentant la taille de la population desnon-domin�ees Nd. Un �equilibre entre la taille N de la population 
ourante et 
elle desnon-domin�ees est tr�es important en vue de garantir le su

�es de SPGA. Si un grand Nd(
ompar�e �a N) est 
hoisi, la pression sur les solutions �elites va être plus grande et SPGApeut dans 
e 
as être in
apable de 
onverger vers le front de Pareto optimal. A l'inverse, unetaille de population externe tr�es r�eduite r�eduit l'e�et de l'�elitisme. De plus, de nombreusessolutions ne seront pas domin�ees par un membre de la population des non-domin�ees. Lesutilisateurs de SPGA pr�e
onisent un ratio de 1/4 entre Nd et N .

6.3.6 Non-Dominated Sorting GA (NSGA-II)Dans 
ette deuxi�eme version de NSGA [44℄, l'auteur tente de r�esoudre les 
ritiques fortessur NSGA, 
omplexit�e, utilisation de sharing et non-�elitisme. La s�ele
tion et le rempla-
ement du NSGA-II sont bas�es sur deux 
rit�eres �a ordres hi�erar
hiques [44℄ : en vue de
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omparer deux individus (lors d'un tournoi de s�ele
tion), leurs rangs de dominan
e sont
ompar�es, le plus petit �etant le meilleur (
'est le 
rit�ere de Pareto) ; si les rangs de domi-nan
e sont �egaux, une mesure lo
ale de densit�e de population dans l'espa
e de re
her
heautour de l'individu est 
al
ul�ee (distan
e de "
rowding" d�e�nie 
i-dessous), une plusgrande distan
e �etant meilleure (
'est le 
rit�ere de diversit�e). Ainsi, la relation d'ordre dela s�ele
tion et du rempla
ement utilis�ee par le NSGA-II est totale.Distan
e de 
rowdingLa distan
e de 
rowding est une mesure de la densit�e des solutions sur l'espa
e obje
-tif. Elle n'in
lut que les individus poss�edant le même rang, aussi appel�e front de Paretopartiel. Chaque front de Pareto partiel est tri�e au vu d'une seule fon
tion obje
tif. La dis-tan
e partielle de 
rowding di (pour un seul obje
tif i), pour 
haque individu p, est d�e�nie
omme la somme des distan
es de p �a ses deux plus pro
hes voisins dans la liste ordonn�ee.La distan
e de 
rowding totale est donn�ee par la somme, sur l'ensemble des obje
tifs, desdistan
es partielles. Elle peut aussi être vue 
omme le plus large 
entro��de englobant lesindividus et 
e sans in
lure d'individus du même rang.Cette mesure n'est bas�ee sur au
un param�etre utilisateur. Cependant, elle requiert untri de la population pour 
haque obje
tif, devenant ainsi tr�es 
oûteuse en terme de tempsd'ex�e
ution pour des probl�emes ave
 de nombreux obje
tifs et/ou des populations degrande taille.Algorithme NSGA-IILes prin
ipales �etapes du NSGA-II peuvent se r�esumer de la mani�ere suivante (
f. �-gure 6.11) :1. Combiner les populations parents Pt et enfants Qt. Appliquer un tri sur les solutionsnon-domin�ees (tri sur 2N solutions) en vue d'identi�er les fronts de Pareto partielsFi (
lassement par rang). Ce qui permet une validation globale de non dominan
e.2. Initialiser une nouvelle population Pt+1 vide, et y ajouter les individus des frontspartiels en 
ommen�
ant par le front 1 et jusqu'�a atteindre un nombre N d'individus.3. Appliquer la pro
�edure de tri par 
rowding et in
lure les solutions les mieux r�epartiessur les fronts tri�es Fi au vu de la distan
e de 
rowding dans Pt+1.4. Cr�eer la population des individus �ls Qt+1 �a partir de la population Pt+1 en utilisantle tournoi de s�ele
tion par 
rowding et les op�erateurs de mutation et de 
roisement.
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h�ema de fon
tionnement de NSGA-II, pris de [43℄AvantagesLa diversit�e des solutions non-domin�ees est introduite par l'utilisation de la pro
�edurede 
omparaison de 
rowding qui est utilis�ee lors du tournoi de s�ele
tion et durant la phasede r�edu
tion de la population (
f. �gure 6.11). D�es lors que les solutions sont en 
omp�etitionau vu des distan
es de 
rowding (mesure de densit�e de la population dans le voisinage dessolutions), au
un param�etre additionnel de ni
hage n'est n�e
essaire (tel que �share utilis�epour MOGA, NSGA ou le NPGA). D'autre part, et de la même mani�ere, la distan
e de
rowding qui est i
i 
al
ul�ee sur l'espa
e obje
tif peut l'être sur l'espa
e de re
her
he.D�esavantagesD�es lors que la taille du premier ensemble de solutions non-domin�ees n'est pas plusgrand que la taille de la population, 
et algorithme les pr�eserve toutes. Cependant, lorsdes g�en�erations suivantes, lors de l'existen
e de plus de N individus dans l'ensemblerepr�esentant le premier front de solutions non-domin�ees, des solutions non-domin�ees peuventêtre retir�ees du pro
essus. La 
onvergen
e de l'algorithme pourrai ainsi être ralentie.Un autre d�esavantage est que le tri sur les solutions non-domin�ees doit se faire sur unepopulation de taille 2N au lieu d'une population de taille N pour la plupart des autresalgorithmes.
ConclusionLes appro
hes d'optimisation multi-obje
tifs �evolutionnaires bas�ees sur la re
her
he dufront de Pareto sont plus eÆ
a
es que 
elles bas�ees sur l'agr�egation d'obje
tifs et 
e d'au-



6.4. Optimisation topologique multi-obje
tifs 169tant plus qu'elles utilisent le prin
ipe de dominan
e. De plus, 
es m�ethodes appliquentdes te
hniques permettant de pr�eserver la diversit�e, et permettent ainsi d'obtenir un�e
hantillonnage ri
he et uniforme du front de Pareto. Aussi, et même si elles sont 
oûteusesen terme de temps de 
al
ul, elles permettent d'obtenir plusieurs solutions alternatives enune seule ex�e
ution. C'est pr�e
is�ement, l'un des avantages majeurs de l'optimisation multi-obje
tifs par �evolution arti�
ielle.L'une des te
hniques les plus utiles en pratique est l'�elitisme qui permet de pr�eserver lesmeilleurs individus de 
haque g�en�eration, mais l'utilisation de l'�elitisme doit être a

om-pagn�ee de te
hniques de pr�eservation de la diversit�e. Il est ainsi n�e
essaire de d�e
ider dunombre de solutions �elites �a pr�eserver et de faire un 
hoix quant �a garder les solutions�elites dans la population 
ourante ou d'avoir une population externe in
luant les solutions�elites et uniquement utilis�ee pour la s�ele
tion.Des diÆ
ult�es apparaissent pour le 
hoix des tailles de populations ad�equates ainsi que dur�eglage du param�etre de sharing. De plus, le sharing ainsi que le 
rowding ralentissent la
onvergen
e, mais 
e
i est am�elior�e par l'utilisation de l'�elitisme.Dans 
e 
hapitre, nous avons 
hoisi d'appliquer l'appro
he NSGA-II sur le probl�eme d'op-timisation topologique de formes ave
 deux obje
tifs (poids et rigidit�e).
6.4 Optimisation topologique multi-objectifsLes r�esultats d'optimisation topologique de formes pr�esent�es dans les 
hapitres pr�e
�edents
on
ernaient la minimisation du poids de la stru
ture ave
 une 
ontrainte sur le d�epla
ementmaximal en pr�esen
e d'un (ou plusieurs) 
hargements donn�es, alors qu'ils peuvent �egalementêtre abord�es 
omme la minimisation simultan�ee du poids et du ou des d�epla
ements maxi-maux sous un ou plusieurs 
hargements. En utilisant les te
hniques d'optimisation de Pa-reto (se
tion 6.3), on peut obtenir en un seul essai un �e
hantillonnage du front de Paretodu probl�eme. Cette se
tion pr�esente les r�esultats obtenus sur les deux probl�emes test dela plaque 
onsole.
6.4.1 Conditions expérimentalesPour toutes les exp�erien
es num�eriques pr�esent�ees dans la suite, les param�etres ont �et�e
hoisis (apr�es plusieurs tests de robustesse) 
omme suit : le nombre maximal de sites parindividu est �egale �a 40 ; la taille de la population est �x�ee �a 300 et le nombre maximumde g�en�erations �a 400 ; le taux de 
roisement est de 0.7 et le taux de mutation de 0.2 parindividu ; les poids relatifs de 
haque type de mutation sont de 1/2 pour la mutation ded�epla
ement et 1/6 pour les trois autres types de mutation.
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rit�eresLes m�ethodes de rempla
ement et s�ele
tion sont 
elles de l'appro
he NSGA-II d�e
rite dansle paragraphe 6.3.6, ave
 un tournoi de taille 2. Les temps CPU sont donn�es pour des pro-
esseurs Pentium III �a 800MHz.L'appro
he propos�ee a �et�e appliqu�ee sur les deux probl�emes test de la plaque 
onsole,de dimensions 1� 2 et 2� 1, dis
r�etis�ees respe
tivement selon un maillage r�egulier 10� 20et 20� 10.
6.4.2 Résultats et discussionLa �gure 6.12 montre un ensemble de stru
tures s�ele
tionn�ees �a partir des r�esultats obtenuspar trois essais de l'algorithme �evolutionnaire multi-obje
tifs NSGA-II pour le probl�emetest du 
antilever 10� 20. Ces stru
tures sont 
lass�ees par poids d�e
roissant, de gau
he �adroite et du haut en bas.La �gure 6.13 repr�esente de même les r�esultats pour le probl�eme de la plaque 
onsole20� 10.Les �gures 6.14 et 6.15 montrent les fronts de Pareto 
orrespondant aux deux probl�emes.En regardant de pr�es le front de Pareto de la �gure 6.15, et en faisant un zoom autour dela valeur 220 du d�epla
ement maximal, on remarque que l'appro
he de Pareto a trouv�eun r�esultat similaire �a 
elui obtenu par l'appro
he mono-obje
tif ave
 une 
ontrainte surle d�epla
ement maximal de 220 (
f. 
hapitre 4, �gure 4.14) : les deux stru
tures ont des
omportements m�e
aniques et un poids tr�es pro
hes (�gure 6.16).Comparons maintenant les temps de 
al
ul : une seule exp�erien
e num�erique de l'appro
hemono-obje
tif ave
 
ontrainte a pris 27mn, alors que 55mn ont �et�e n�e
essaire pour untest multi-obje
tifs. Mais, d'autre part l'appro
he multi-obje
tifs a eu besoin de 100000�evaluation (
al
uls �el�ements �nis) pour obtenir les meilleurs 
ompromis possibles (front),alors que l'appro
he mono-obje
tif n�e
essite en moyenne 130000 �evaluations. Cependant,la di��eren
e du 
oût CPU observ�e est due au traitements sp�e
i�ques de l'appro
he multi-obje
tifs, 
omme la s�ele
tion par rang de Pareto et la distan
e de 
rowding (
f. se
tion 6.3).Par 
ontre, 
ette di��eren
e restera la même quelque soit le 
oût d'un 
al
ul de �tness. Enparti
ulier, pour des probl�emes r�eels ave
 des maillages tr�es �ns, elle devient n�egligeable.En 
on
lusion, l'appro
he multi-obje
tifs permet d'obtenir pour un 
oût tr�es voisin d'un
al
ul mono-obje
tif l'ensemble du front de Pareto : l'avantage dans 
e 
ontexte est 
lai-rement au multi-obje
tifs !
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ementmaximal 220. La stru
ture du haut a �et�e obtenue par l'appro
he multi-obje
tifs, 
elle dubas par l'appro
he par 
ontrainte.
RemarqueNotons que de nombreuses stru
tures sans int�erêt font partie du front de Pareto (la stru
-ture pleine par exemple est optimale en terme de rigidit�e !) et qu'il faut en g�en�eral en tenir
ompte dans l'algorithme pour �eviter que de telles solutions n'envahissent la population.
6.5 ConclusionL'optimisation multi-obje
tifs est un axe de re
her
he fondamental pour les s
ienti�queset les ing�enieurs, non seulement �a 
ause de la nature multi-
rit�eres des probl�emes r�eels,mais aussi par
e qu'il reste plusieurs questions ouvertes dans 
e domaine.Les r�esultats, sur des 
as test simples, pr�esent�es dans 
e 
hapitre doivent être 
onsid�er�es entant que validation de l'appli
ation d'une appro
he multi-obje
tifs �evolutionnaire 
ombin�eeave
 une repr�esentation de Vorono�� sur un probl�eme d'optimisation topologique de formes.Les tests e�e
tu�es ont permis d'obtenir un ensemble de stru
tures (un �e
hantillonnagedu front de Pareto) qui sont tr�es similaires �a 
elles obtenues en utilisant l'appro
hemono-obje
tif ave
 
ontraintes (un test pour 
haque stru
ture). Si le but est d'obtenir
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rit�eresun tel �e
hantillonnage, alors on peut statuer qu'une am�elioration de l'e�ort de 
al
ul �a�et�e r�ealis�ee. Cependant, des e�ort suppl�ementaires en vue du r�eglage de la strat�egie desharing peuvent en
ore être a

omplis a�n d'obtenir une meilleure 
ouverture du front dePareto.De plus, l'appro
he multi-obje
tifs permet d'entrevoir de nouvelles perspe
tives en op-timisation topologique de formes. Premi�erement, 
es m�ethodes peuvent être asso
i�ees �ad'autres repr�esentations de stru
tures, telles que 
elles pr�esent�ees dans le 
hapitre 4 (parbarres ou par dipôles), ou bien des repr�esentations plus avan
�ees bas�ees sur la modula-rit�e (
f. 
hapitre 4).Deuxi�emement, il existe des 
rit�eres �a optimiser autres que le poids et la rigidit�e : l'opti-misation modale est un domaine pour lequel l'appro
he multi-obje
tifs peut g�en�erer desam�eliorations : le but est g�en�eralement de maximiser la plus petite valeur propre, mais ilest �egalement envisageable de vouloir simplement �eviter 
ertaines plages de valeurs propres- autorisant les valeurs au dessus mais �egalement en dessous de la plage interdite. Un autretype de probl�eme o�u l'optimisation multi-obje
tifs peut être utile est 
elui de l'optimisationen multi-
hargement : au lieu d'agr�eger tous les 
as de 
harge dans une seule fon
tion ob-je
tif, l'id�ee 
onsiste �a 
onsid�erer 
haque 
as 
omme un obje
tif 
e qui permettra beau
oupplus de 
exibilit�e dans la 
on
eption �nale.



Conclusion et Perspectives

Cette th�ese est 
onsa
r�ee �a l'appli
ation des algorithmes �evolutionnaires au probl�eme del'optimisation topologique de formes. Les prin
ipales 
ontributions de 
e travail 
on
ernentla repr�esentation des stru
tures, 
'est-�a-dire le 
hoix de l'espa
e de re
her
he, 
hoix 
ru
ial,qui 
onditionne la qualit�e des solutions que l'algorithme peut ensuite trouver.Dans le domaine de l'optimisation topologique de formes, les algorithmes �evolutionnairesont permis de r�esoudre des probl�emes sur lesquels les m�ethodes d�eterministes n'ont pas deprise, 
omme dans des 
ontextes di��erents du 
ontexte de l'�elasti
it�e lin�eaire. Par 
ontre,la r�esolution d'un tel probl�eme �a l'aide d'un algorithme �evolutionnaire ne saurait se passerd'une analyse d�etaill�ee de la repr�esentation des stru
tures et de la d�e�nition de la fon
tionperforman
e.Apr�es une introdu
tion au domaine de l'�evolution arti�
ielle ave
 une synth�ese des prin-
ipales appro
hes (
hapitre 1), et une pr�esentation de l'�etat de l'art en optimisation deformes de stru
tures en m�e
anique de solides (
hapitre 2), nous avons pr�esent�e dans le
hapitre 3 le probl�eme m�e
anique 
onsid�er�e et la fon
tion performan
e. Le probl�eme estformul�e dans un premier temps 
omme un probl�eme d'optimisation sous 
ontraintes. Pourtenir 
ompte de 
es 
ontraintes, nous avons propos�e deux nouvelles strat�egies, bas�ees surla p�enalit�e adaptative ajust�ee automatiquement selon l'�etat 
ourant de la population. Lesr�esultats num�eriques obtenus sur deux probl�emes test 
lassiques de l'optimisation topo-logique de formes ont montr�e l'eÆ
a
it�e et la robustesse des appro
hes adaptatives parrapport aux appro
hes statiques et dynamiques utilis�ees dans des travaux ant�erieurs.En 
e qui 
on
erne la repr�esentation des stru
tures, l'appro
he utilis�ee dans les travauxant�erieurs est bas�ee sur un maillage du domaine de design, dont la 
omplexit�e �etait li�ee�a 
elle dudit maillage. A�n d'appliquer la même te
hnique �a des maillages tr�es �ns, voir�a des probl�emes 3D, il fallait 
hanger de repr�esentation. C'est ainsi que, dans un pre-



176 CONCLUSION ET PERSPECTIVESmier temps, nous avons propos�e et �etudi�e de nouvelles repr�esentations 
ompa
tes et nonstru
tur�ees dont la 
omplexit�e est ind�ependante de 
elle de tout maillage (
hapitre 4).Ces repr�esentations sont bas�ees sur la th�eorie des diagrammes de Vorono��, depuis larepr�esentation Vorono�� simple jusqu'aux plus 
omplexes repr�esentations par dipôles oubarres. Ces trois types de repr�esentations ont permis d'obtenir des m�ethodes o�u la 
om-plexit�e est auto-adaptative, i.e. pour lesquelles la 
omplexit�e e�e
tive des individus �evolue�a travers l'algorithme.Les r�esultats obtenus montrent que leur utilisation permet de repousser les limites del'optimisation topologique de formes �evolutionnaire { en parti
ulier, des r�esultats origi-naux ont pu être obtenus en dimension 3, et pour des stru
tures tr�es �elan
�ees. Une �etudeexp�erimentale 
omparative montre que la repr�esentation par barres de Vorono�� sembleêtre un bon 
hoix pour l'optimisation topologique par algorithmes �evolutionnaires en 2D,r�ealisant un bon 
ompromis entre la taille du 
odage des individus et la fa
ilit�e de re
her
hedes bonnes solutions. Toutefois, alors que la g�en�eralisation des repr�esentations Vorono�� etpar dipôles �a trois dimensions est imm�ediate, la repr�esentation par barres de Vorono�� de-mande un peu plus d'e�orts. En parti
ulier, il sera sans doute n�e
essaire d'introduire desplaques et des barres de di��erentes se
tions dans le 
atalogue des g�enes �el�ementaires.Par ailleurs, nous avons propos�es des repr�esentations modulaires, permettant la r�eutili-sation d'une partie de la repr�esentation, sur le probl�eme de 
antilever 10 � 1. Les pre-miers r�esultats montrent la performan
e de 
es appro
hes surtout au niveau 
omplexit�edes individus. Cependant, 
ette fa�
on de faire "manuelle" est impr�e
ise et n�e
essite lapr�esen
e d'un expert pour guider la 
on
eption. Il serait don
 int�eressant de d�evelopper desrepr�esentations hi�erar
hiques adaptatives permettant l'�evolution de la modularit�e. Deuxappro
hes sont envisag�ees dans des pro
hains travaux. D'une part, la repr�esentation dite\des trous" peut être 
ompl�et�ee par des op�erateurs de reprodu
tion des trous 
od�es dans leg�enotype lui-même, et �evoluant ave
 la forme des trous (exemple de tel op�erateur : repro-du
tion horizontale P fois ave
 d�e
alage de N 
m, o�u N et P seraient sujets �a l'�evolution).D'autre part, la Programmation G�en�etique permet de d�e
rire un programme de 
onstru
-tion de la forme 
her
h�ee, et qui dit programme dit bien sûr possibilit�es de r�e
urren
e etde modularit�e.Outre les repr�esentations �a base de diagrammes de Vorono��, nous avons propos�e la repr�e-sentation par IFS dans laquelle la stru
ture est d�e�nie indire
tement 
omme l'attra
teurd'un ensemble de transformations 
ontra
tantes d�e�nies sur le domaine de travail (
ha-pitre 5). Les r�esultats exp�erimentaux d'une part justi�ent a posteriori l'introdu
tion de
ette repr�esentation par le fait qu'elle permet d'obtenir des stru
tures plus \d�e
oup�ees",mais mettent �egalement en �eviden
es les limites de 
ette appro
he.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES 177Dans le dernier 
hapitre nous avons reformul�e le probl�eme de l'optimisation de formes
omme un probl�eme multi-obje
tifs et non plus sous 
ontrainte. Nous avons 
ommen
�epar une pr�esentation d�etaill�ee des m�ethodes multi-obje
tifs dans la litt�erature, a

om-pagn�ee d'une dis
ussion de leurs avantages et leurs limites. Les appro
hes d'optimisationmulti-obje
tifs �evolutionnaires bas�ees sur la re
her
he du front de Pareto sont plus eÆ
a
esque 
elles bas�ees sur l'agr�egation d'obje
tifs puisqu'elles permettent, grâ
e �a l'utilisation dete
hniques sp�e
i�ques, d'obtenir plusieurs solutions alternatives en une seule ex�e
ution.Nous avons 
hoisi d'appliquer l'appro
he NSGA-II 
ombin�ee ave
 la repr�esentation pardiagrammes de Vororno�� sur le probl�eme d'optimisation topologique de formes ave
 deuxobje
tifs (poids et rigidit�e). Les premiers r�esultats obtenus sont ex
ellents : les tests ef-fe
tu�es ont permis d'obtenir en un seul essai un ensemble de stru
tures (un �e
hantillonnagedu front de Pareto) qui sont tr�es similaires �a 
elles obtenues en utilisant l'appro
he mono-obje
tif ave
 
ontraintes (un test pour 
haque stru
ture).Le seul probl�eme abord�e dans 
ette th�ese a �et�e 
elui de l'optimisation en rigidit�e pourun poids minimum. Il est 
ependant tr�es 
lair que tout probl�eme mettant en jeu un 
om-portement m�e
anique peut se traiter de la même mani�ere. Dans le 
adre de l'optimisationmodale, on peut bien sûr maximiser la plus petite valeur propre, mais il est �egalementenvisageable de vouloir simplement �eviter 
ertaines plages de valeurs propres { autorisantles valeurs au dessus mais �egalement en dessous de la plage interdite. Dans le 
adre del'optimisation de m�e
anismes, ou de propri�et�es thermo-m�e
aniques, de nombreuses appli-
ations sont �egalement imm�ediates �a mettre en oeuvre.De plus, l'appro
he multi-obje
tifs ouvre de nouvelles perspe
tives en optimisation to-pologique de formes.{ Ces m�ethodes peuvent être asso
i�ees aux repr�esentations par barres ou par dipôles,mais aussi aux repr�esentations plus avan
�ees bas�ees sur la modularit�e.{ Il est possible de trouver les meilleurs 
ompromis entre plusieurs 
rit�eres 
ontradi
-toires, y 
ompris des 
rit�eres non di��erentiables (
omme de s'�eloigner au maximumd'une valeur propre donn�ee).{ Il serait int�eressant d'appliquer l'appro
he multi-obje
tifs sur un probl�eme d'opti-misation multi-
hargement, en 
onsid�erant 
haque 
as 
omme un obje
tif 
e quipermettra d'augmenter la 
exibilit�e lors de la 
on
eption �nale.Un autre point important est qu'il serait 
ertainement pro�table de 
oupler l'algorithme�evolutionnaire ave
 les algorithmes d'optimisation de forme d�eterministes, d�e
rits dans le
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hapitre 2, a�n d'ajuster �nement les solutions : 
'est pour l'ajustement �n que les algo-rithmes �evolutionnaires demandent beau
oup de temps de 
al
ul.Signalons en�n qu'il est tr�es fa
ile de parall�eliser l'algorithme a�n d'a

�el�erer le pro
essusde re
her
he.
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