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Feuille 7 - Skolémisation, Modèles de Herbrand, Uni�cation

Exercice 1 Mettre sous forme clausale l'ensemble de formules E = {F1, F2, F3} où
1. F1 = ∀x, (p(x)⇒∃y,∀x, q(x, y))
2. F2 = ((∃x, (p(x)⇒r(x))) ∨ ∀y, p(y)) ∧ ∀x, ∃y, (r(y)⇒p(x))

3. F3 = ((∀x, (p(x)⇒∃y, q(y)))⇒∃z, r(z))⇒∃u, s(u)

Exercice 2 Satis�abilité, examen 2 2013

Soit la formule A
def
= (∃x,¬P (x))⇒((∀x, P (x) ∨Q(x))⇒∀x,Q(x))

1. Mettre la formule A en forme normale de négation (les négations ne portent que sur les prédicats et il n'y
a plus de connecteur d'implication).

2. Soit B la formule obtenue à la question précédente, dire si les a�rmations suivantes sont vraies ou fausses
(sans les justi�er, c'est du cours !)
� A |= B
� B |= A
� A est satis�able si et seulement si B l'est.

3. Eliminer dansB les quanti�cateurs existentiels (∃) en utilisant la skolémisation et mettre les quanti�cateurs
universels (∀) en tête de la formule.

4. Soit C la formule obtenue à la question précédente, dire si les a�rmations suivantes sont vraies ou fausses
(sans les justi�er, c'est du cours !)
� B |= C
� C |= B
� B est satis�able si et seulement si C l'est.

5. La formule C est-elle vraie dans un modèle dont le domaine a exactement un élément ? Même question
pour A, justi�er vos réponses.

6. La formule A est-elle satis�able ?

7. Mettre la formule ¬A en forme clausale.

8. Indiquer le domaine et la base de Herbrand pour la forme clausale ainsi obtenue.

9. La formule ¬A est-elle satis�able ? La formule A est-elle valide ?

Exercice 3 Le domaine de Herbrand est formé des termes clos (sans variable) construits à partir de la signature.
Chaque symbole de fonction est interprété par lui-même.

Pour les formules suivantes : donner le domaine de Herbrand et dire si les formules sont satis�ables.

1. ∀x, (P (x) ∧Q(x) ∧ (¬P (a) ∨ ¬Q(b)))

2. ∀x, ((P (x) ∨Q(x)) ∧ ¬P (a) ∧ ¬Q(b))

3. ∀x, (P (x) ∧ ¬P (f(x)))
4. ∀xyz, (R(x, s(x)) ∧ (R(x, y) ∧R(y, z)⇒R(x, z)) ∧ ¬R(x, x))

Exercice 4 Pour chaque ensemble de formules suivantes : donner la signature du langage, le domaine de
Herbrand et dire si l'ensemble de formules est satis�able ou non.

1. {∀x, (P (x) ∨Q(x) ∨R(x));¬P (a);¬Q(b);¬R(c)}
2. {∀x, P (x); ∀x,¬Q(x);∀x, (¬P (f(x)) ∨Q(f(x)))}
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3. {∀x, P (x);∀x,¬P (f(x));∀x, P (f(f(x)));∀x, (¬P (f(f(x))) ∨ ¬P (x) ∨ P (f(x)))}

Exercice 5 Forme de Herbrand

On rappelle que le théorème de Skolem dit que pour toute formule close A, il existe une formule B de la
forme ∀x1 . . . xn, C avec C sans quanti�cateur telle que les trois propriétés suivantes soient véri�ées

1. B |= A,

2. si A est satis�able alors B est satis�able

3. si A est insatis�able alors il existe des substitutions closes σ1, . . . , σk telles que {C[σ1], . . . , C[σk]} soit
insatis�able.

A partir de ce résultat, et de la correspondance entre validité d'une formule et insatis�abilité de sa négation,
montrer le résultat dual suivant

1. Pour une formule P close quelconque, montrer qu'il existe une formule Q (appelée forme de Herbrand de
P ) qui s'écrit ∃x1 . . . xn, R avec R sans quanti�cateur telle que les trois propriétés suivantes sont véri�ées

(a) P |= Q,

(b) si Q est valide alors P est valide

(c) si P est valide alors il existe des substitutions closes σ1, . . . , σk telles que la formule R[σ1]∨ . . .∨R[σk]
soit valide.

2. Montrer que R[σ1] ∨ . . . ∨R[σk]⇒Q est une formule valide.

3. Soit la formule P
def
= (T (a) ∨ T (b))⇒ ∃x, T (x), trouver la forme de Herbrand associée ainsi que des

substitutions closes σ1, . . . , σk telles que R[σ1] ∨ . . . ∨R[σk] soit valide. Peut-on trouver une solution à ce
problème avec une seule substitution.

Exercice 6 Exercice théorique optionnel. Le but de l'exercice est de montrer que dans un langage contenant
uniquement m constantes c1, . . . , cm avec (1 ≤ m) et pas de fonction, alors une formule ∀x1 . . . xn,∃y1 . . . yp, A
avec A sans quanti�cateur est valide si elle est vraie dans toute interprétation qui a moins de n+m éléments.

1. Peut-on utiliser le théorème d'Herbrand pour justi�er ce résultat ?

2. Soit deux interprétations I et J d'une même signature. On dit que J est une sous-interprétation de I si
� le domaine E de J est inclus dans le domaine D de I
� l'interprétation fJ d'un symbole f dans J est la restriction à E de l'interprétation fI du symbole f

dans I (en particulier l'interprétation des constantes est la même et appartient donc à E).
� l'interprétation RJ d'un symbole de relation R dans J est la restriction à E de l'interprétation RI du

symbole R dans I, c'est-à-dire que RJ = {(u1, . . . , un) ∈ En|RI(u1, . . . , un)}
Soit J une sous-interprétation de I et e un environnement dans J . Montrer les résultats suivants :

(a) valI(e, t) = valJ(e, t)

(b) Si A est une formule sans quanti�cateur alors

i. valI(e,A) = valJ(e,A) pour tout terme t du langage

ii. Si valI(e, ∀x1 . . . xn, A) = V alors valJ(e, ∀x1 . . . xn, A) = V

iii. Si valJ(e, ∃x1 . . . xn, A) = V alors valI(e,∃x1 . . . xn, A) = V

iv. Donner un exemple qui montre que les réciproques des deux derniers réultats sont fausses.

3. On se donne un langage contenant uniquement m constantes c1, . . . , cm avec (1 ≤ m) et pas de fonction

et une formule B
def
= ∀x1 . . . xn,∃y1 . . . yp, A avec A sans quanti�cateur et on suppose que cette formule

est vraie dans toute interprétation de cardinal inférieur à n+m.

Soit I = (D,FI , RI) une interprétation et m1, . . . ,mn ∈ D, soit J la sous interprétation de I construite

en restreignant I sur le domaine E
def
= {m1, . . . ,mn} ∪ FI .

(a) Donner une borne du cardinal du domaine de J et en déduire que B est vrai dans J .

(b) En déduire que B est vraie dans I

4. Montrer que ce résultat n'est plus vrai si le langage contient un symbole de fonction.
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Exercice 7 Filtrage

On rappelle qu'étant donné un motif p (terme n'ayant pas deux fois la même variable), on note inst(p)
l'ensemble des instances closes de p, c'est-à-dire les termes clos (sans variable) de la forme p[σ].

On considère une signature pour représenter des nombres avec deux symboles binaires plus et mult, deux
symboles unaires opp et inv et deux constantes zero et un. Soit la fonction

let rec s impl e = match e with

plus (x , ze ro ) | p lus ( zero , x ) −> x
| mult ( zero , x ) | mult (x , ze ro ) −> zero
| mult (un , x ) | mult (x , un ) −> x

1. Les motifs de la dé�nition sont-ils disjoints ? complets ?

2. Sur cette signature, proposer un algorithme inter qui étant donnés deux motifs p et q construit un motif
r tel que inst(r) = inst(p) ∩ inst(q) ou renvoie ∅ si l'intersection est vide.

3. De même proposer un algorithme compl qui étant donné un motif p construit un ensemble de motifs
disjoints {p1, . . . , pn} qui correspond au complémentaire du motif p, c'est-à-dire tel que

⋃n
i= inst(pi) =

T (F) \ inst(p).
4. Expliquer comment, en utilisant ces fonctions, on peut transformer la dé�nition précédente pour n'avoir

que des motifs disjoints, et détecter les dé�nitions incomplètes.

5. Comment peut-on repérer qu'un des cas est inutile ?

Exercice 8 Uni�cation Soit p un symbole de prédicat binaire, q un symbole de prédicat ternaire, r un symbole
de prédicat quaternaire, f, g, h trois symboles de fonction unaire, k un symbole de fonction binaire, a et b deux
constantes et v, w, x, y, z des symboles de variable. Calculer s'il existe, l'uni�cateur principal des paires d'atomes
(A1, A2) suivantes en appliquant l'algorithme d'uni�cation vu en cours.

A1 : q(a, x, f(g(y))) A2 : q(z, f(z), f(w))
A1 : p(f(a), g(x)) A2 : p(y, y)
A1 : p(x, k(y, z)) A2 : p(x, f(g(h(x))))
A1 : q(x, f(x), k(f(x), x)) A2 : q(z, f(f(a)), k(f(k(a, z)), y))
A1 : q(f(k(x, y)), k(v, w), y) A2 : q(f(z), x, f(y))
A1 : q(x, f(x), f(f(x))) A2 : q(f(f(y)), y, f(y))
A1 : r(f(y), f(z), f(w), f(x)) A2 : r(g(z), g(x), g(y), g(z))

Exercice 9 Complexité de l'algorithme de Robinson.

On considère une suite de variables (xn)n∈N et une signature avec un symbole de fonction binaire f . Soit les
deux suites de termes

u0 = x0 un+1 = f(un, xn) v0 = x0 vn+1 = f(xn, vn)

1. appliquer l'algorithme d'uni�cation au problème un
?
= vn, on pourra d'abord regarder le problème u0

?
= v0

puis le problème un+1
?
= vn+1 en supposant que l'on sait résoudre un

?
= vn.

2. quelle est la taille du terme solution ?

3. compter le nombre d'étapes nécessaires à l'uni�cation des termes f(un, un)
?
= f(vn, vn)

Exercice 10 Correction de l'uni�cation. Soit le problème d'uni�cation E
def
= {x ?

= t;u
?
= v} tel que la variable

x n'est pas libre dans les termes t, u et v. Soit σ l'uni�cateur principal de u et v. Soit τ
def
= σ ◦ {x← t},

1. exprimer la valeur de τ(z) en fonction de t et σ lorsque z = x, et lorsque z est une variable di�érente de x

2. comparer p[τ ] et p[σ] lors que x n'est pas une variable libre du terme p

3. montrer que τ est l'uni�cateur principal de E.
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