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Chapitre 1Introdu
tion au Cal
ul desConstru
tions Indu
tives1.1 MotivationsCe 
ours traite de la preuve formelle, 
omme dis
ipline de l'informatique. Il prolonge don
 le
ours de tron
 
ommun � Fondements des systèmes de preuves �, mais en mettant l'a

ent surla 
onstru
tion e�e
tive de preuves formelles et de leur véri�
ation sur ordinateur.Si la logique mathématique, 
'est-à-dire la formalisation 
omplète du raisonnement est unedis
ipline déjà relativement an
ienne, elle a été relativement bouleversée par l'arrivée de l'or-dinateur: la 
apa
ité de la ma
hine à manipuler rapidement de grosses expressions symboliquespermet de formaliser entièrement des raisonnements non-triviaux. La question que se pose le logi-
ien n'est alors plus tant � existe-t-il une formalisation de tel raisonnement ? � que de 
onstruireet d'exhiber 
ette formalisation.C'est ave
 
ette observation à l'esprit que nous 
her
herons à traiter des points suivants:FormalismesLe 
hoix du formalisme est important pour la pratique des mathématiques formelles. Nonseulement il doit être 
apable d'exprimer la preuve 
onçue par le mathémati
ien, mais il doitpermettre de le faire de la manière la plus fa
ile et la plus intuitive possible. De fait, les évolutionsré
entes du Cal
ul des Constru
tions Indu
tives ont presque toujours été motivées par la pratiqueet sont don
 postérieures aux premières implémentations de CoC puis Coq.ModélisationPlus en
ore qu'en mathématiques usuelles, savoir bien énon
er les propositions que l'on espèreprouver est essentiel si l'on veut ultimement aboutir à une preuve formelle. Si l'on fait l'analogieentre les a
tivités de prouver et programmer, alors le 
hoix de la modélisation 
orrespond à 
eluide la stru
ture de représentation des données, ave
 les 
onséquen
es immédiates et évidentes surl'ar
hite
ture du logi
iel obtenu.Plus généralement, il nous semble que les analogies entre les a
tivités de preuves et de pro-grammation sont nombreuses, et s'il existe un � art � de la bonne programmation, il en va demême pour les preuves formelles. De plus, à 
haque 
ouple formalisme/problème, 
orrespond un,ou plusieurs, style de bonne preuve, tout 
omme il existe de bons styles de programmation pourun problème et un langage de programmation donné.Nous nous atta
herons parti
ulièrement à la modélisation et la formalisation de problèmesinformatiques où la sûreté est importante, et à la preuve de 
orre
tion de programmes.6



6 janvier 2010 7Ar
hite
ture des systèmesEn�n nous 
her
herons à dé
rire les grands prin
ipes d'un logi
iel d'assistant à la démonstra-tion. Poursuivant en
ore l'analogie ave
 la programmation, 
e
i 
orrespondrait à la des
riptiond'un 
ompilateur. Nous nous intéresserons prin
ipalement au système de preuves Coq.1.2 Quelques rappels sur les théories de typesAujourd'hui, on désigne généralement par � théorie des types � un formalisme logique dontles objets sont des λ-termes typés. Il existe plusieurs formalismes rentrant dans 
ette 
atégorie,et ils se distinguent essentiellement par le système de types plus ou moins ri
he des objets, ainsique par la logique pour parler de 
es objets. On peut 
iter en parti
ulier la logique d'ordresupérieur de Chur
h, la Théorie des Types de Martin-Löf, la logique du système PVS et leCal
ul des Constru
tions Indu
tives (CCI) dont les variantes implantées par Coq seront l'objetet le support premier de 
e 
ours.Les objets de la logique d'ordre supérieur de Chur
h sont les λ-termes simplement typés.Les trois autres formalismes utilisent essentiellement des variantes (ou plut�t des fragments) dulangage de programmation ML. Ils se distinguent par leur logique:� PVS utilise un 
al
ul des prédi
ats 
lassique, sous forme de 
al
ul des séquents; ses objetssont un fragment fortement terminant de ML, enri
hi par une notion de sous-type. Lespreuves en revan
he ne sont pas un objet du formalisme.� La théorie des types de Martin-Löf est une logique prédi
ative. Les preuves sont elles-mêmesdes λ-termes et l'a

ent est mis sur la 
onstru
tivité.� Le Cal
ul des Constru
tions Indu
tives est lui une extension de la logique d'ordre supérieuret autorise la quanti�
ation imprédi
ative sur toutes les propositions.Sur tous 
es points, nous renvoyons bien sûr au 
ours de tron
 
ommun. La plupart seront parailleurs illustrés tout au long du 
ours.Un point 
ommun essentiel de CCI et de la théorie de Martin-Löf est bien sûr qu'ils sont
onstruits sur la 
orrespondan
e de Curry-Howard. Rappelons que 
ela signi�e que:� les preuves sont des objets,� les propositions sont des types,� une preuve d'une proposition P est un objet p de type P .En simpli�ant, on peut dire que les avantages informatiques de 
ette appro
he sont:� Une plus grande homogénéité preuves/objets, qui simpli�e l'implémentation du systèmede preuves.� Un statut bien 
ompris des preuves 
omme objets du formalisme; en 
onséquen
e, elles ontégalement une représentation 
laire dans l'implémentation.� Une arti
ulation entre 
al
ul et dédu
tion qui permet des preuves parti
ulièrement 
on
isesdans 
ertains 
as (depuis l'exemple 2 + 2 = 4 
i-après aux preuves par ré�exion 
omme lata
tique ring).1.3 Un premier 
onta
t ave
 Coq: Curry-Howard en a
tionLe système Coq est un système de traitement de preuves pour une version prédi
ative duCal
ul des Constru
tions Indu
tives. Les 
omposantes essentielles du système Coq sont:� un noyau de véri�
ation de types et de 
onstru
tion d'environnements bien typés� un langage de développement de théories mathématiques: Gallina� un outillage d'aide à la 
onstru
tion intera
tive de preuves par des ta
tiques de preuve



6 janvier 2010 81.3.1 Syntaxe de base du formalismeLe formalisme implanté par Coq sera don
 
ouramment appelé CCI. Il s'agit pour l'essentield'une extension du Cal
ul de Constru
tions (CC) traité en tron
 
ommun. Il nous faut dèsmaintenant signaler quelques di�éren
es de notations ave
 la syntaxe employée jusqu'i
i.Tout d'abord, Coq est 
onçu pour pouvoir être utilisé par une interfa
e en mode texte (ASCIIou Uni
ode). Les notations de Coq pour λx : A.t et Πx : A.B sont:� La λ-abstra
tion est notée fun x:A => t. Cela désigne la fon
tion qui à un objet x de typeA asso
ie l'objet t.� La quanti�
ation universelle est notée forall x:A, B. Cet objet est le type des fon
tionsqui à un objet x de type A asso
ient un objet de type B. Comme en tron
 
ommun, onutilisera la �è
he pour simpli�er l'é
riture de 
e type lorsque x n'apparaîtra pas dans B. EnASCII 
ela donne A->B.Par ailleurs, essentiellement pour des raisons historiques, les sortes portent d'autres noms enCoq que dans le 
ours de tron
 
ommun. Rappelons que les sortes sont des 
onstantes parti
u-lières, qui sont les types des types. Dans le 
ours de tron
 
ommun, on utilisait une sorte Typequi est le type des types, et une sorte Kind qui était le type de Type. Cette dernière servantessentiellement à énon
er les règles 
orrespondant au polymorphisme.Dans les versions de Coq antérieures à la version 8.0, Type est rempla
ée par deux sortes � ju-melles �, Prop et Set. Intuitivement, Set 
ontient les types de données (objets � 
al
ulatoires �qui sont pris en 
ompte par le pro
essus d'extra
tion de programmes de Coq � 
f le 
hapitre
onsa
ré) et Prop les énon
és � logiques � (qui sont � oubliés � par le pro
essus d'extra
tion).Depuis la version 8.0 de Coq, Prop garde le r�le joué par Type dans le Cal
ul des Constru
tionstraité dans le 
ours de tron
 
ommun. Il reste une sorte nommée Set mais qui est une versionprédi
ative de Type. Typiquement, le type forall A:Set, A->A ne peut pas s'appliquer à lui-même en Coq version 8.0.Pour ne rien arranger, la sorte Kind se trouve renommée Type dans Coq. Au le
teur qui seraittenté de voir là une sour
e de 
onfusion, rappelons simplement que l'informatique est sans doutela s
ien
e de la bureau
ratie et d'une vision un peu tyrannique de l'ordre et parti
ulièrement durenommage. . .1.3.2 Véri�
ation et inféren
e de typesA partir de là, nous pouvons taper nos premières 
ommandes pour utiliser le véri�
ateurde type. En syntaxe Coq, l'identité polymorphe est don
 notée fun (A:Type) (a:A) => a. Ondemande au système de véri�er la bonne-formation d'un objet par la 
ommande Che
k; les
ommandes Coq étant toujours terminées par un point, 
ela donne:Coq < Che
k (fun (A:Type) (a:A) => a).fun (A : Type) (a : A) => a: forall A : Type, A -> AToutes les opérations de typage de Coq ont lieu dans un environnement global. Cet environ-nement 
orrespond au 
ontexte Γ des jugements de typage Γ ⊢ t : T . Il est don
 possible depousser de nouvelles variables dans l'environnement:Coq < Variable A : Prop.A is assumedCoq < Variable a : A.a is assumed



6 janvier 2010 9De plus, l'environnement de Coq peut également 
ontenir des 
onstantes, ou abréviations.Pour 
ela, on asso
ie un terme à un nom; de plus, l'environnement mémorise aussi un des typesdu 
orps de la 
onstante1.Coq < Definition Id (B:Type) (b:B) := b.Id is definedCoq < Che
k Id.Id : forall B : Type, B -> BCoq < Print Id.Id = fun (B : Type) (b : B) => b: forall B : Type, B -> BArgument s
opes are [type_s
ope _℄1.3.3 Deux ta
tiques de baseConstruire une preuve revient, dans notre formalisme, à exhiber un λ-terme du type attendu.L'utilisateur dispose pour 
ela d'un mode de preuve intera
tif. Les 
ommandes de 
e modeintera
tif sont appelées ta
tiques de preuve. Voi
i une illustration sommaire de leur prin
ipe, surun exemple simple; on se donne trois variables propositionnelles A, B et C, puis l'on 
her
he àprouver la tautologie suivante:Coq < Variables A B C : Prop.A is assumedB is assumedC is assumedCoq < Lemma exemp1 : ((A -> B) -> C) -> B -> C.1 subgoalA : PropB : PropC : Prop============================((A -> B) -> C) -> B -> COn a alors le lemme 
omme seul but 
ourant, sous la double barre. On peut 
ommen
er à
onstruire la preuve:Coq < intros 
 b.1 subgoalA : PropB : PropC : Prop
 : (A -> B) -> Cb : B============================C1Rappelons qu'en raison de la règle de 
onversion, un terme bien-formé peut avoir plusieurs types dans CC ouCCI.



6 janvier 2010 10On voit que (A->B)->C et B ont été poussées 
omme hypothèses dans le 
ontexte lo
al, au-dessusde la double barre. Elles ont été nommées 
omme demandé.Du point de vue de la 
onstru
tion de la preuve, 
ette ta
tique 
orrespond à la λ-abstra
tion
omme on peut le voir en a�
hant la preuve partielle 
onstruite.Coq < Show Proof.LOC:Subgoals1 -> ((A -> B) -> C) -> B -> CProof: fun (
 : (A -> B) -> C) (b : B) => ?1 
 bUne preuve partielle peut 
omporter plusieurs points d'interrogations, 
'est-à-dire que l'on peutavoir plusieurs sous-buts simultanément, 
ha
un ave
 son 
ontexte lo
al.La ta
tique apply 
orrespond à l'appli
ation:Coq < apply 
.1 subgoalA : PropB : PropC : Prop
 : (A -> B) -> Cb : B============================A -> BOn est alors passé au terme de preuve partiel fun (
:(A->B)->C) (b:B) => 
 ?1 où le but
ourant est maintenant A->C. On �nit don
 la preuve parCoq < intros a.1 subgoalA : PropB : PropC : Prop
 : (A -> B) -> Cb : Ba : A============================BCoq < exa
t b.Proof 
ompleted.La 
ommande Qed (ou Save) permet alors d'ajouter à l'environnement global le terme exemp1ainsi 
rée:Coq < Qed.intros 
 b.apply 
.intros a.exa
t b.exemp1 is defined



6 janvier 2010 11Coq < Print exemp1.exemp1 =fun (
 : (A -> B) -> C) (b : B) => 
 (fun _ : A => b): ((A -> B) -> C) -> B -> CRassurons en�n le le
teur: une preuve aussi simple peut, heureusement, également être trou-vée automatiquement par les ta
tiques de preuve plus évoluées dont dispose le système. Plusgénéralement, 
e do
ument n'est d'ailleurs pas un manuel d'utilisateur, ni un 
ours de Coq.Nous renvoyons pour 
ela à la do
umentation standard de Coq [Coq07℄.1.4 Les Entiers Naturels dans CCI1.4.1 Dé�nitionLe type des entiers naturels est le plus petit type 
ontenant 0 et 
los par le su

esseur S; unetelle dé�nition par plus petit point �xe est appelée une dé�nition indu
tive.La syntaxe en Coq d'une telle dé�nition est:Coq < Indu
tive nat : Set :=Coq < | O : natCoq < | S : nat -> nat.Cette 
ommande ajoute à l'environnement du système les objets suivants:� le type nat : Set� les deux objets O : nat et S : nat -> nat appelés 
onstru
teurs de nat.En général, 
ette dé�nition (ainsi que la plupart de 
elles qui suivent) sont déjà présentesdans l'environnement du système au lan
ement.Coq < Print nat.Indu
tive nat : Set := O : nat | S : nat -> natCoq < Che
k nat.nat : SetCoq < Che
k O.O : natCoq < Che
k S.S : nat -> natRemarque Informellemment, le plus petit type ainsi dé�ni est 
elui dont les habitants sont O,(S O), (S (S O)), et
. On a don
 bien une représentation de la notion mathématique d'entiernaturel.Remarque La vision informatique est que 
ette dé�nition est la version Coq du type 
on
retML bien 
onnu:# type nat = O | S of nat;;
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onstru
teur S est fon
tionnel et peut don
 existersans son argument. Il s'agit là d'un point syntaxique, d'importan
e marginale.Remarque D'un point de vue ensembliste, les entiers naturels sont le plus petit point �xe del'opérateur suivant:
F (X) ≡ {0} ∪ {(S x), x ∈ X}.Cet opérateur est monotone, et admet don
 un plus petit point �xe. En e�et, l'univers desensembles est un treillis 
omplet par rapport à l'ordre d'in
lusion.Cette possibilité de voir la dé�nition 
omme un plus petit point �xe sera 
ommune à toutesles dé�nitions indu
tives. Par ailleurs on verra plus tard, 
omment 
es points �xes apparaissentégalement dans la sémantique de la théorie.Dans 
e 
hapitre, nous n'expli
iterons pas les règles de typage qui sous-tendent les dé�nitionsindu
tives. Elles seront expli
itées en partie lors du 
ours 3.1.4.2 Syntaxe alternativePar défaut, les entiers de nat sont représentés en Coq via la notation standard en base 10.Par exemple, la notation 3 désigne l'entier naturel (S(S(S O))). Qu'il soit 
lair que 
es deuxé
ritures désignent le même terme et sont représentées de manière identique dans le système.On verra plus loin que les symboles in�xes +, *, <=, ... désignent aussi par défaut en Coq lesopérations arithmétiques sur nat. À tout moment lors d'une session Coq, on peut désa
tiver lesnotations évoluées telles que 3, +, <=, ... en utilisant la 
ommande Set Printing All.1.4.3 Fon
tions sur les entiersDeux exemples simplesLes entiers sont l'ar
hétype du type de données ré
ursif. Tout 
omme en ML, l'on 
al
ule sur
es entiers grâ
e à des fon
tions dé�nies par deux mé
anismes fondamentaux:� le �ltrage,� la ré
ursion.Le premier exemple d'une telle fon
tion est en général l'addition. Voi
i sa dé�nition en ML:let re
 plus n m =mat
h n withO -> m| (S p) -> S(plus p m);;et l'équivalent en syntaxe Coq:Coq < Fixpoint plus (n m:nat) {stru
t n} : nat :=Coq < mat
h n withCoq < | O => mCoq < | S p => S (plus p m)Coq < end.Et voi
i, de même, une dé�nition de la multipli
ation:Coq < Fixpoint mult (n m:nat) {stru
t n} : nat :=Coq < mat
h n withCoq < | O => OCoq < | S p => plus m (mult p m)Coq < end.
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ursion stru
turelleOn 
omprend bien que la 
onstru
tion Fixpoint 
orrespond à la dé�nition d'une fon
tionré
ursive, au même titre que le let re
 de ML. On note en revan
he que le premier des deuxarguments de 
ha
une des deux fon
tions est syntaxiquement distingué par l'emploi du mot-
léstru
t. La raison en est simple: lorsque la théorie des types, 
omme i
i, est utilisée en tant queformalisme logique, la 
ohéren
e du formalisme est essentiellement assurée par la propriété denormalisation, 
'est-à-dire de la terminaison des 
al
uls. Une sommaire justi�
ation informellepourrait être donnée ainsi: supposons qu'il soit possible de dé�nir la fon
tion suivante.Coq < Fixpoint non_sens (n: nat) : nat := non_sens n.Il est alors 
lair que l'objet (non_sens O) ne 
orrespond mathématiquement pas à un entiernaturel, et ne saurait être a

epté dans le formalisme.On reviendra par la suite à l'étude de la propriété de normalisation, et renverra, pour l'instant,au 
ours de tron
 
ommun. Retenons pour l'instant que:Toutes les fon
tions ré
ursives a

eptées par le système doivent terminer.Pour pouvoir dé�nir des règles de typage, il importe don
 d'isoler une 
lasse de fon
tions ré
ur-sives terminantes. Pour 
e faire, on généralise la 
lasse des fon
tions dé�nissables dans le systèmeT de Gödel:Dé�nition 1 On 
onsidère un terme de type nat de la forme (S n). Sont 
onsidérés 
ommestru
turellement plus petit que (S n) les termes suivants:� n,� tout terme stru
turellement plus petit que n.Une fon
tion est stru
turellement ré
ursive si l'on peut distinguer l'un de ses arguments, quidé
roit stru
turellement à 
haque appel ré
ursif.En Coq, seules des fon
tions stru
turellement ré
ursives peuvent être dé�nies par Fixpoint.Les fon
tions plus et mult dé�nies 
i-dessus sont stru
turellement ré
ursives par rapport àleur premier argument. Bien sûr, la fon
tion non_sens est rejetée par le système.Voi
i une dé�nition alternative de l'addition, qui dé
roit par rapport à son se
ond argument.Coq < Fixpoint plus' (n m:nat) {stru
t m} : nat :=Coq < mat
h m withCoq < | O => nCoq < | S p => S (plus' n p)Coq < end.Fon
tions plus 
omplexesDans le système T, seul n est 
onsidéré 
omme stru
turellement plus petit que (S n). Ladé�nition 
i-dessus est plus souple, par exemple voi
i une dé�nition possible en Coq du quotientde la division entière par deux:Coq < Fixpoint div2 (n:nat) : nat :=Coq < mat
h n withCoq < | 0 => 0Coq < | 1 => 0Coq < | (S (S p)) => (S (div2 p))Coq < end.



6 janvier 2010 14Il faut noter que 
ette fon
tion pourrait également être dé�nie dans le système T, mais demanière un peu plus lourde. Il s'agit don
 là d'un aménagement du formalisme qui n'étend pasl'expressivité du formalisme, mais juste son 
onfort d'utilisation.Dans un registre di�érent, le mé
anisme de ré
ursion stru
turelle permet la dé�nition defon
tions logiquement 
omplexes, 
'est-à-dire qui 
roissent très vite. L'exemple le plus 
onnu estla fon
tion due à A
kermann, dont voi
i la dé�nition ML:let re
 a
k = fun
tionO,m -> S(m)| S(n),O -> a
k(n,(S(O)))| S(n),S(m) -> a
k(n,a
k(S(n),m));;La terminaison de 
ette dé�nition est assurée par une dé
roissan
e de la paire d'arguments vis-à-vis de l'ordre lexi
ographique. En terme de ré
ursion stru
turelle, 
e
i est 
odé par l'utilisationde deux ré
ursions emboîtées. En Coq, la syntaxe est alors un peu plus 
omplexe; la 
ommandefix jouant le r�le d'un let re
...in:Coq < Fixpoint a
k (n:nat) : nat -> nat :=Coq < mat
h n withCoq < | O => fun m:nat => S mCoq < | S n' =>Coq < (fix aux (m:nat) : nat :=Coq < mat
h m withCoq < | O => a
k n' (S O)Coq < | S m' => a
k n' (aux m')Coq < end)Coq < end.1.4.4 Cal
uler pour raisonnerDonnons un exemple simple (et 
lassique) d'utilisation de la règle de 
onversion; il s'agit deprouver 2 + 2 = 4 où + est la notation in�xe de Coq pour plus et 2 et 4 les représentations deS (S O) et S (S (S (S O))). I
i, 
ette proposition s'énon
e:Coq < Lemma deux_et_deux : 2 + 2 = 4.1 subgoal============================2 + 2 = 4Il su�t d'observer que le terme 
orrespondant à 2+ 2 se réduit e�e
tivement vers 4, et don
 quela proposition est logiquement identi�ée à 4=4:Coq < simpl.1 subgoal============================4 = 4Coq < reflexivity.Proof 
ompleted.
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tique simpl, qui pro
ède don
 à la β-normalisation du but 
ourant, ne
onstruit pas de terme-preuve. Cela est dû à la forme de la règle de 
onversion qui, rappelons-leest:
Γ ⊢ t : A Γ ⊢ B : s A =β B

Γ ⊢ t : B
ConvOn voit bien que les termes-preuves de la 
on
lusion et de la prémisse prin
ipale sont identiques.En 
onséquen
e, l'on pourrait dans l'exemple pré
édent, se passer 
omplètement de simpl etutiliser juste reflexivity, qui 
onstruit la preuve 
orrespondant à la ré�exivité de l'égalité. Ladé�nition exa
te du prédi
at d'égalité sera détaillée plus tard.Exer
i
e 1 Prouver à partir de là, la 
ommutativité de l'addition.1.4.5 Le s
héma de ré
urren
e des entiers naturelsLe fait que nat est bien le plus petit type 
los par ses deux 
onstru
teurs est exprimé parle s
héma de ré
urren
e. Il s'agit d'une propriété logique qui s'énon
e ainsi: soit P un prédi
atsur les entiers; pour que la proposition P (n) soit vraie pour tout entier n, il su�t que les deux
onditions su�santes soient véri�ées:� P (0) est vrai,� pour tout entier n, si P (n) est vraie, alors P (S(n)) l'est aussi.Dans une logique d'ordre supérieur, 
e s
héma peut être exprimé 
omme une proposition. Ensyntaxe Coq:forall (P: nat -> Prop),(P O) ->(forall (m:nat), (P m)->(P (S m)))->forall (n:nat), (P n)De fait, la dé�nition d'un type indu
tif génère automatiquement une preuve du s
héma deré
urren
e 
orrespondant. Si le type indu
tif est nommé I, la preuve du s
héma de ré
urren
es'appellera I_ind; par exemple:Coq < Che
k nat_ind.nat_ind: forall P : nat -> Prop,P 0 -> (forall n : nat, P n -> P (S n)) -> forall n : nat, P nL'utilisation du s
héma de ré
urren
e en Coq se fait grâ
e aux ta
tiques elim et indu
tion.1.4.6 Une preuve par ré
urren
eVoi
i un autre exemple simple, 
ombinant le 
al
ul et le raisonnement par ré
urren
e. Il s'agitde prouver une première étape vers la 
ommutativité de l'addition, à savoir:Coq < Lemma 
omm_0 : forall n:nat, n = n + 0.1 subgoal============================forall n : nat, n = n + 0Cette preuve se fait bien sûr par ré
urren
e sur n; le 
as de base est trivial:
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tion n.2 subgoals============================0 = 0 + 0subgoal 2 is:S n = S n + 0Coq < reflexivity.1 subgoaln : natIHn : n = n + 0============================S n = S n + 0Pour le 
as par ré
urren
e, on peut pro
éder à une étape de rédu
tion:Coq < simpl.1 subgoaln : natIHn : n = n + 0============================S n = S (n + 0)Il su�t alors d'utiliser l'hypothèse de ré
urren
e pour rempla
er dans le but 
ourant, p+0 par p;
ela peut se faire par:Coq < rewrite <- IHn.1 subgoaln : natIHn : n = n + 0============================S n = S nCoq < reflexivity.Proof 
ompleted.1.5 D'autres types de données 
ourantsComme en ML, le prin
ipe de dé�nitions indu
tives permet la 
onstru
tion de types dedonnées plus 
omplexes que les entiers. Suivent quelques exemples 
ourants.1.5.1 Listes d'entiersIl est sans doute inutile de rappeler la stru
ture des listes, ave
 leurs deux 
onstru
teurs nilet 
ons. La 
ommande dé�nissant les listes d'entiers naturels est bien sûr:Coq < Indu
tive list : Set :=Coq < | nil : listCoq < | 
ons : nat -> list -> list.Une première remarque, marginale, est que 
ontrairement à ML, les 
onstru
teurs peuvent avoirplusieurs arguments: i
i 
ons est 
urry�é.



6 janvier 2010 171.5.2 Listes paramétréesIl est préférable de rempla
er la dé�nition pré
édente par une autre où le type des élémentsdes listes est un paramètre. La bonne dé�nition des listes est:Coq < Indu
tive list (A:Set) : Set :=Coq < | nil : list ACoq < | 
ons : A -> list A -> list A.Il s'agit de la même dé�nition, mais paramétrée par le type A. Cette abstra
tion est possiblegrâ
e aux types fon
tionnels:Coq < Che
k list.list : Set -> SetCoq < Che
k nil.nil : forall A : Set, list ACoq < Che
k 
ons.
ons : forall A : Set, A -> list A -> list AA titre d'exemple, on é
rira ainsi l'équivalent de l'objet ML [1; 2; 3]:Coq < Che
k (
ons nat 1 (
ons nat 2 (
ons nat 3 (nil nat)))).
ons nat 1 (
ons nat 2 (
ons nat 3 (nil nat))): list natÀ 
ondition de re
ourir à la dé�nition dé�nie dans le module List de la bibliothèque standardde Coq, on peut aussi utiliser la notation suivante:Coq < Require Import List.Coq < Che
k (1 :: 2 :: 3 :: nil).1 :: 2 :: 3 :: nil: list natLe s
héma de ré
urren
e stru
turelle sur les listes est:Coq < Che
k list_ind.list_ind: forall (A : Type) (P : list A -> Prop),P nil ->(forall (a : A) (l : list A), P l -> P (a :: l)) ->forall l : list A, P lOn re
onnaît la même stru
ture que pour les entiers, ave
 toutefois l'argument supplémentairede 
ons et la paramétrisation par rapport à A.
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ourant de type paramétré est le type somme:Coq < Indu
tive sum (A B:Set) : Set :=Coq < | inl : A -> sum A BCoq < | inr : B -> sum A B.Son s
héma d'élimination est plus simple, puisque le type est non ré
ursif; il s'agit juste d'ex-primer que tout élément de (sum A B) ne peut être 
onstruit qu'à partir de l'un des deux
onstru
teurs:Coq < Che
k sum_ind.sum_ind: forall (A B : Set) (P : sum A B -> Prop),(forall a : A, P (inl A B a)) ->(forall b : B, P (inr A B b)) -> forall s : sum A B, P s1.6 Types indu
tifs plus 
omplexesDans tous les exemples de types ré
ursifs vus jusqu'i
i, l'ordre 
orrespondant à la ré
ursion(et la ré
urren
e) stru
turelle se 
onfondait ave
 la relation de sous-terme. Le mé
anisme destypes indu
tifs autorise toutefois des 
onstru
tions plus générales.1.6.1 OrdinauxLa dé�nition qui suit est souvent appelé � type des ordinaux � par abus de langage. Il s'agiten fait d'une notation ordinale, qui ne permet que la représentation d'un fragment des ordinaux
onstru
tible dans CCI. Il s'agit d'une 
opie du type des entiers naturels, étendue par un nouveau
onstru
teur 
orrespondant à la limite ordinale:Coq < Indu
tive Ord : Set :=Coq < | Oo : OrdCoq < | So : Ord -> OrdCoq < | lim : (nat -> Ord) -> Ord.On remarque que le 
onstru
teur lim est ré
ursif, mais que son argument est une suite entièred'ordinaux.L'ordre de la ré
ursion stru
turelle est alors généralisé de la manière suivante: quel que soit lestermes n de type nat et f de type nat→ ord, (f n) est stru
turellement plus petit que (limit f).Voi
i une dé�nition légale de fon
tion sur 
e type des ordinaux:Cette vision de la ré
ursion stru
turelle est également re�étée dans l'énon
é du s
héma deré
urren
e du type:Coq < Che
k Ord_ind.Ord_ind: forall P : Ord -> Prop,P Oo ->(forall o : Ord, P o -> P (So o)) ->(forall o : nat -> Ord, (forall n : nat, P (o n)) -> P (lim o)) ->forall o : Ord, P oC'est-à-dire que pour appliquer le s
héma spé
ialisé à un prédi
at P , il faut véri�er que si:



6 janvier 2010 19� étant donnée f de type nat→ ord telle que� pour tout entier n, (f n) véri�e Palors (lim f) véri�e également P .1.6.2 Arbres arbitrairement bran
hantsOn peut utiliser l'idée pré
édente pour dé�nir un type d'arbre très général: en utilisant lepolymorphisme on s'autorise à indexer les �ls de 
haque n÷ud par un type arbitraire.Coq < Indu
tive Inf_tree : Type :=Coq < Node : forall A:Set, (A -> Inf_tree) -> Inf_tree.Inf_tree is definedInf_tree_re
t is definedInf_tree_ind is definedInf_tree_re
 is definedCe type est très peu intuitif. Il utilise et 
ombine toutes les ressour
es du formalismes et permetainsi la 
onstru
tion de très nombreux éléments. De fait, le logi
ien anglais Peter A
zel a prouvéqu'il était possible d'en
oder les éléments de la théorie des ensembles dans 
e type.1.7 Prédi
ats indu
tifsNous avons vu 
omment 
onstruire des objets 
on
rets. Le mé
anisme de dé�nitions indu
-tives permet également la dé�nition d'objets plus logiques, et en parti
ulier de prédi
ats. Enparti
ulier, 
e sera en général la manière la plus 
ommode d'isoler une partie des éléments d'untype indu
tif.1.7.1 Entiers pairsEn théorie des ensembles, une dé�nition possible de l'ensemble des entiers pairs est de direque 
'est le plus petit ensemble tel que:� 0 est pair� pour tout entier n, si n est pair, alors n+ 2 est pair.La même dé�nition est possible dans CCI. Le prédi
at even, � être pair �, étant un objet detype nat → Prop. Les deux 
lauses de la dé�nition 
i-dessus 
orrespondant aux deux 
onstru
-teurs du prédi
at indu
tif. En Coq:Coq < Indu
tive even : nat -> Prop :=Coq < | evenO : even 0Coq < | evenS : forall n:nat, even n -> even (S (S n)).On voit bien que la stru
ture d'une preuve de parité est ré
ursive, à l'image de la stru
tured'un terme de type nat. Ce
i est re�été dans le s
héma de ré
urren
e qui permet de prouver despropriétés d'entiers pairs:Coq < Che
k even_ind.even_ind: forall P : nat -> Prop,P 0 ->(forall n : nat, even n -> P n -> P (S (S n))) ->forall n : nat, even n -> P n



6 janvier 2010 201.7.2 L'ordre sur les entiersUn exemple essentiel est l'ordre sur les entiers:Coq < Indu
tive le (n:nat) : nat -> Prop :=Coq < | le_n : le n nCoq < | le_S : forall m:nat, le n m -> le n (S m).Son prin
ipe de ré
urren
e:Coq < Che
k le_ind.le_ind: forall (n : nat) (P : nat -> Prop),P n ->(forall m : nat, le n m -> P m -> P (S m)) ->forall n0 : nat, le n n0 -> P n0Exer
i
e Prouver:forall (n m:nat), (le n m)->(le (S n) (S m))forall (n:nat), (le O n)forall (n m:nat), (le n m)->(le m p)->(le n p)1.7.3 Un exemple dangereuxVoi
i un exemple pour illustrer les subtilités propres aux mathématiques formelles. On peutproposer une dé�nition alternative à le:Coq < Indu
tive le_a : nat -> nat -> Prop :=Coq < | le_aO : forall n:nat, le_a 0 nCoq < | le_aS : forall n m:nat, le_a n m -> le_a (S n) (S m).Or 
ette dé�nition, qui semble raisonnable et est mathématiquement saine, est peu prati-
able telle quelle. En parti
ulier la preuve de la transitivité est très pénible; on peut utiliser
ette dé�nition, mais pour 
ertaines propriétés, il vaut mieux 
ommen
er par prouver d'abordl'équivalen
e ave
 la dé�nition pré
édente. L'on risque sinon de s'ensabler rapidement.



Chapitre 2Exemple de développement Gallina :Sémantique d'un mini-langageLe but de 
e 
ours est d'illustrer sur un exemple les fon
tionnalités du langage de spé
i�-
ation Gallina asso
ié au Cal
ul des Constru
tions Indu
tives et implanté dans l'assistant à ladémonstration Coq.L'exemple 
hoisi traite de la sémantique d'un mini-langage de programmation impératif (ty-page, évaluation et sémantique axiomatique). Plusieurs solutions à la modélisation des di�érentesnotions sont proposées. Les di�érentes 
onstru
tions utilisées dans 
e 
hapitre seront expliquéesplus en détail dans les pro
hains 
ours.2.1 Introdu
tionGallina est le nom donné au langage de spé
i�
ation de l'assistant Coq. Il permet de dé�nir:� des types de données stru
turés,� des fon
tions qui peuvent être ré
ursives sur la stru
ture des données,� des relations spé
i�ées indu
tivement par un ensemble de propriétés de fermeture,� des formules du 
al
ul des prédi
ats d'ordre supérieur.Ces 
ara
téristiques du langage le rendent parti
ulièrement adapté à la formalisation desmathématiques et notamment de l'informatique théorique.On pourra notamment se faire une opinion sur 
e slogan en 
onsultant sur la page de Coq laliste des développements réalisés par les utilisateurs.Les dé�nitions intervenant en sémantique des langages se représentent parti
ulièrement bienen Gallina:� les arbres de syntaxe abstraite se 
odent naturellement 
omme des types de données stru
-turés,� l'ordre supérieur permettra de manipuler aisément les mémoires qui pourront être repré-sentées par des fon
tions ou bien les assertions qui sont des prédi
ats sur la mémoire,� les dé�nitions sémantiques telles que le typage ou l'évaluation, lorsqu'elles sont présentéespar un ensemble de règles d'inféren
e se traduisent immédiatement en dé�nitions indu
-tives.Nous détaillons i
i la formalisation de la sémantique d'un petit langage de programmationdans le style impératif.Ce genre de formalisation (aussi appelé plongement profond) 
onstitue une alternative à lapreuve de programme impératif. Une autre alternative est le plongement simple (aussi appeléplongement super�
iel) qui simule les propriétés des programmes impératifs à partir de leur21



6 janvier 2010 22interprétation dans un langage purement fon
tionnel. La sémantique est alors impli
ite dans latradu
tion. Cette question sera évoquée dans le 
hapitre traitant de la preuve de programmesimpératifs.2.2 Présentation du problèmeNotre langage 
omprend les 
ommandes suivantes, à partir d'un ensemble de variables X :
C ::= skip

| X:=E
| C1;C2

| if E then C1 else C2

| while E do CFig. 2.1 � Syntaxe des 
ommandesLes expressions sont formées de 
onstru
tions entières et booléennes simples et sont donnéespar la syntaxe de la �gure 2.2.
E ::= Xs Variables sortées

| true | false Constantes booléennes
| E1 xor E2 Ou ex
lusif
| n Constantes entières
| null E Teste si un entier est nul
| E1 op E2 Opération binaire sur les entiers

s ::= nat | boolop ::= + | − | ∗ | . . .Fig. 2.2 � Syntaxe des expressionsOn 
her
he à dé�nir des sémantiques statiques, opérationnelles naturelles et axiomatiquespour 
e langage. Toutes sont représentées en sémantique naturelle par la dé�nition d'une relationentre un programme et des �valeurs�. Cette relation sera dé
rite à l'aide des règles d'inféren
e.2.2.1 Sémantique statiqueIl s'agit de déterminer de manière statique sans l'exé
uter qu'un programme est bien formé.I
i il faut véri�er que dans les expressions 
onditionnelles ou de bou
le, les tests sont faits surdes expressions booléennes. Cela nous amène à dé�nir une relation de typage sur les expressions.Les deux valeurs seront les deux sortes nat et bool.La relation de typage E : s est dé�nie par les axiomes et règles de la �gure 2.3.
Xs : s true : bool false : bool n : nat

E1 : bool E2 : bool
E1 xor E2 : bool E : natnull E : bool E1 : nat E2 : nat

E1 op E2 : natFig. 2.3 � Sémantique statique des expressionsPour les 
ommandes, on dé�nit la relation C : ok par les règles de la �gure 2.4.



6 janvier 2010 23skip : ok E : s

X:=E : ok C1 ok C2 ok
C1;C2 : ok

E : bool C1 : ok C2 : okif E then C1 else C2 : ok E : bool C : okwhile E do C : okFig. 2.4 � Sémantique statique des 
ommandes2.2.2 Sémantique opérationnelleLa sémantique opérationnelle dé�nit le programme 
omme une transformation de l'état dela mémoire. Cette mémoire asso
ie à 
haque variable et sorte une valeur qui sera une 
onstanteentière n ou booléenne b. Les deux opérations utiles sur la mémoire sont la le
ture et la mise àjour: si x est une variable et s une sorte alors m(x, s) représente la valeur de la mémoire pour lavariable x et la sorte s, si v est une valeur alors m[x ← v] représente la mémoire où la variable
x a été mise à jour par la valeur v. On a 
hoisi de ne pas indiquer expli
itement la sorte de lavariable a�e
tée, 
elle-
i sera déduite de la sorte de la valeur v.Sémantique des expressionsOn a besoin de la relation qui asso
ie à 
haque mémoire m et expression E une valeur vreprésentant le résultat de l'évaluation de E dans la mémoire m. On note 
ette relation m ⊢ E⊲v.On utilisera des 
onstantes et des fon
tions sur le domaine des valeurs réalisant les opérationsbooléennes et arithmétiques. Elles seront notées en italique en utilisant le même identi�
ateurque dans la syntaxe: ainsi, à la 
onstru
tion syntaxique xor 
orrespond la fon
tion sémantiquexor .

m ⊢ Xs ⊲ m(X, s) m ⊢ true ⊲ true m ⊢ false ⊲ false m ⊢ n ⊲ n
m ⊢ E1 ⊲ b1 m ⊢ E2 ⊲ b2
m ⊢ E1 xor E2 ⊲ b1 xor b2 m ⊢ E ⊲ n

m ⊢ null E ⊲ null n m ⊢ E1 ⊲ n1 m ⊢ E2 ⊲ n2

m ⊢ E1 op E2 ⊲ n1 op n2Fig. 2.5 � Sémantique des expressionsSémantique des 
ommandesLa relation m ⊢ C ⊲ m′ exprime que la 
ommande C s'évalue dans une mémoire m qu'elletransforme en une mémoire m′. On la dé�nit par les règles d'inféren
e de la �gure 2.6.
m ⊢ skip ⊲ m m ⊢ E ⊲ v

m ⊢ X:=E ⊲m[X ← v]

m ⊢ C1 ⊲ m1 m1 ⊢ C2 ⊲ m
′

m ⊢ C1;C2 ⊲ m′

m ⊢ E ⊲ true m ⊢ C1 ⊲ m
′

m ⊢ if E then C1 else C2 ⊲ m′

m ⊢ E ⊲ false m ⊢ C2 ⊲ m
′

m ⊢ if E then C1 else C2 ⊲ m′

m ⊢ E ⊲ true m ⊢ C ⊲ m1 m1 ⊢ while E do C ⊲ m′

m ⊢ while E do C ⊲ m′

m ⊢ E ⊲ false
m ⊢ while E do C ⊲ mFig. 2.6 � Sémantique des 
ommandes



6 janvier 2010 242.2.3 Sémantique axiomatiqueIl s'agit d'interpréter les 
ommandes 
omme des transformations de prédi
ats, 
es prédi
atsspé
i�ant des propriétés de la mémoire. Si P et Q sont deux tels prédi
ats et C une 
ommande,alors on dé�nit une relation {P}C{Q} dont l'interprétation est : l'exé
ution de C à partir d'unemémoire véri�ant P 
onduit à une mémoire véri�ant Q.Nous aurons besoin de transformateurs de prédi
ats parti
uliers. La 
onjon
tion et l'impli
a-tion de deux prédi
ats seront notés par P ∧Q et P ⇒ Q, si x est une variable et E une expressionalors P [x ← E] représente le prédi
at qui à toute mémoire m asso
ie P (m[x ← v]) où v est lavaleur telle que m ⊢ E ⊲ v. Si w est une valeur alors E = w représente le prédi
at qui à tout masso
ie la propriété v = w où v est la valeur telle que m ⊢ E ⊲ v.La dé�nition de 
ette relation est donnée par les règles d'inféren
e de la �gure 2.7.
{P}skip{P} {P [X ← E]}X:=E{P} {P}C1{P1} {P1}C2{Q}

{P}C1;C2{Q}
{P ∧ (E = true )}C1{Q} {P ∧ (E = false )}C2{Q}

{P}if E then C1 else C2{Q}
{P ∧ (E = true )}C{P}

{P}while E do C{P ∧ (E = false )}
P ⇒ P1 {P1}C{Q1} Q1 ⇒ Q

{P}C{Q}Fig. 2.7 � Sémantique axiomatique des 
ommandesOn remarque que toutes 
es dé�nitions font intervenir des notions dé�nies dans le méta-langage telles que la mémoire, les domaines sémantiques, les opérations sur 
es domaines,. . .2.2.4 Quelques propriétésParmi les propriétés intéressantes à montrer on a:� Dé
idabilité de la 
orre
tion par rapport à la sémantique statique (algorithme de typage).� Toute expression 
orre
tement typée admet une valeur.� Corre
tion de la sémantique axiomatique. Si {P}C{Q} est véri�é alors toute évaluation de
C dans une mémoire qui véri�e P 
onduit à une mémoire qui véri�e Q.2.3 Spé
i�
ation GallinaNous montrons 
omment représenter la théorie pré
édente en Gallina.2.3.1 Les expressionsDé�nitionsOn 
hoisit de représenter les variables et les opérateurs binaires par des ensembles paramé-triques qui pourront être instan
iés dans un se
ond temps. Par 
ontre, les fon
tions booléennessont représentées de manière 
on
rète par un 
onstru
teur du type de données. Ce 
hoix permetd'illustrer deux traitements possibles des opérations du langage que l'on 
her
he à modéliser.Coq < Parameter name : Set.Coq < Indu
tive sort : Set :=



6 janvier 2010 25Coq < | Sbool : sortCoq < | Snat : sort.Coq < Parameter op : Set.Coq < Indu
tive expr : Set :=Coq < | Var : name -> sort -> exprCoq < | Tr : exprCoq < | Fa : exprCoq < | Xor : expr -> expr -> exprCoq < | Num : nat -> exprCoq < | Null : expr -> exprCoq < | Opn : op -> expr -> expr -> expr.Expressions 
orre
tesLe prédi
at expr
orre
t traduit la relation dé
rite dans la �gure 2.3. Chaque règle d'inféren
edé�nissant la relation est traduite en un 
onstru
teur de la dé�nition indu
tive. Les variableslibres des dé�nitions deviennent des variables quanti�ées universellement dans les 
onstru
teurs.Coq < Indu
tive expr
orre
t : sort -> expr -> Prop :=Coq < | 
orvar : forall (n:name) (s:sort), expr
orre
t s (Var n s)Coq < | 
ortr : expr
orre
t Sbool TrCoq < | 
orfa : expr
orre
t Sbool FaCoq < | 
orxor :Coq < forall b 
:expr,Coq < expr
orre
t Sbool b ->Coq < expr
orre
t Sbool 
 -> expr
orre
t Sbool (Xor b 
)Coq < | 
ornum : forall n:nat, expr
orre
t Snat (Num n)Coq < | 
ornull :Coq < forall e:expr, expr
orre
t Snat e -> expr
orre
t Sbool (Null e)Coq < | 
orop :Coq < forall (o:op) (e f:expr),Coq < expr
orre
t Snat e ->Coq < expr
orre
t Snat f -> expr
orre
t Snat (Opn o e f).Domaines sémantiquesIl s'agit de représenter le domaine sémantique des variables, à 
haque sorte de variable 
or-respond un ensemble au sens mathématique qui sera représenté par un type de données Coq i
ile type des booléens ou des entiers. Le domaine sémantique des valeurs semval est représentépar la somme disjointe des deux types.Coq < Indu
tive semval : Set :=Coq < | Bool : bool -> semvalCoq < | Nat : nat -> semval.Interprétation des fon
tionsLes fon
tions sémantiques 
orrespondant aux opérateurs 
on
rets peuvent être expli
itementprogrammées. Par 
ontre la sémantique des opérations arithmétiques (qui sont vues de manièreparamétrique) doit être fournie 
omme un paramètre.



6 janvier 2010 26Coq < Definition boolxor (b1 b2:bool) : bool :=Coq < if b1 then if b2 then false else true else b2.Coq < Definition iszero (n:nat) : bool :=Coq < mat
h n withCoq < | O => trueCoq < | S n => falseCoq < end.Coq < Parameter semop : op -> nat -> nat -> nat.Compatibilité entre sortes et valeursIl nous faudra relier la sorte des expressions et le type de leur interprétation sémantique. Pour
ela, on dé�nit sort_val une fon
tion des domaines sémantiques dans les sortes qui à 
haquevaleur sémantique asso
ie la sorte 
orrespondante.Coq < Definition sort_val (v:semval) : sort :=Coq < mat
h v withCoq < | Bool b => SboolCoq < | Nat n => SnatCoq < end.On utilisera également une relation 
ompat entre les valeurs et les sortes telle que (
ompat Sbool v)soit équivalent à ∃b : bool.v = (Bool b) (dé�ni par le prédi
at valbool) et (
ompat Snat v) soitéquivalent à ∃n : nat.v = (Nat n) (dé�ni par le prédi
at valnat).Coq < Indu
tive valbool : semval -> Prop :=Coq < valbool_intro : forall b:bool, valbool (Bool b).Coq < Indu
tive valnat : semval -> Prop :=Coq < valnat_intro : forall n:nat, valnat (Nat n).Coq < Definition 
ompat (s:sort) (v:semval) : Prop :=Coq < mat
h s withCoq < | Sbool => valbool vCoq < | Snat => valnat vCoq < end.On remarque que le dé�nition indu
tive de valbool est un 
odage indu
tif dire
t de la propo-sition fun x:semval => exists b:bool, x=Bool b. On peut aisément montrer la 
orrespon-dan
e entre 
ompat et sort_val.Coq < Theorem 
ompat_sort_val :Coq < forall (s:sort) (v:semval), 
ompat s v -> s = sort_val v.Une alternative est de représenter la notion de 
ompatibilité par un prédi
at indu
tif :Coq < Indu
tive 
ompat1 : sort -> semval -> Prop :=Coq < | 
ompat_bool : forall b:bool, 
ompat1 Sbool (Bool b)Coq < | 
ompat_nat : forall n:nat, 
ompat1 Snat (Nat n).Les deux dé�nitions sont équivalentes, remarquons que dans le se
ond 
as la propriété
(
ompat1 Snat v)→ ∃n : nat.v = (Nat n)né
essite une inversion du prédi
at indu
tif alors que dans le 
as de 
ompat 
'est une simple
onséquen
e du 
al
ul de l'expression Cases et de la dé�nition de valnat.



6 janvier 2010 27La mémoireLa mémoire est représentée 
omme une fon
tion qui à toute variable et sorte asso
ie unevaleur sémantique, il faudra de plus supposer que 
ette valeur est 
ompatible ave
 la sorte.Coq < Definition memory := name -> sort -> semval.Valeur d'une expressionPour 
onstruire la relation entre une expression et sa valeur, on peut se donner une mémoire
omme paramètre dans une �Se
tion�, lorsque la se
tion est fermée, les notions introduites serontautomatiquement abstraites par rapport aux paramètres dont elles dépendent.Coq < Se
tion Valexpr.Coq < Variable memstate : memory.Coq < Hypothesis memstate_
orre
t :Coq < forall (n:name) (s:sort), 
ompat s (memstate n s).La dé�nition exprval formalise la sémantique des expressions telle qu'elle est présentée à la�gure 2.5.Coq < Indu
tive exprval : expr -> semval -> Prop :=Coq < | valvar : forall (n:name) (s:sort), exprval (Var n s) (memstate n s)Coq < | valtr : exprval Tr (Bool true)Coq < | valfa : exprval Fa (Bool false)Coq < | valxor :Coq < forall (f g:expr) (bf bg:bool),Coq < exprval f (Bool bf) ->Coq < exprval g (Bool bg) -> exprval (Xor f g) (Bool (boolxor bf bg))Coq < | valnum : forall n:nat, exprval (Num n) (Nat n)Coq < | valtzero :Coq < forall (f:expr) (nf:nat),Coq < exprval f (Nat nf) -> exprval (Null f) (Bool (iszero nf))Coq < | valopn :Coq < forall (o:op) (f g:expr) (nf ng:nat),Coq < exprval f (Nat nf) ->Coq < exprval g (Nat ng) -> exprval (Opn o f g) (Nat (semop o nf ng)).On peut maintenant énon
er le théorème qui dit que toute expression 
orre
tement typée admetune valeur.Coq < Theorem expr_val_
or : forall (E:expr) (s:sort),Coq < expr
orre
t s E -> exists v : semval, exprval E v.La preuve par ré
urren
e né
essite un lemme plus fort qui dit que la valeur 
al
ulée est 
ompatibleave
 la sorte de l'expression.Coq < Lemma expr_val_
or_dom : forall (E:expr) (s:sort),Coq < expr
orre
t s E -> exists2 v : semval, 
ompat s v & exprval E v.



6 janvier 2010 28Représentation de la mémoire à l'aide de types dépendantsLe traitement de la relation entre la sorte de l'expression et le domaine de la valeur sémantiqueest lourd. On peut pro�ter de l'expressivité du langage de spé
i�
ation de Coq pour utiliserd'autres formalisations. On 
onstruit une famille dépendante sval (dont le type est sort→ Set)qui à la sorte Sbool asso
ie le type bool et à Snat asso
ie le type nat. Le domaine sémantiquesemval pourrait être représenté par un 
ouple formé d'une sorte s et d'un objet de type (sval s),
e
i revient juste à 
oder une somme disjointe expli
itement à l'aide d'un séle
teur s et d'un
hamp dont le type varie suivant le séle
teur.On peut tirer partie de 
ette représentation pour simpli�er la formalisation en rendant im-pli
ite dans la dé�nition de la mémoire la notion de 
ompatibilité.Coq < Definition sval (s:sort) : Set :=Coq < mat
h s withCoq < | Sbool => boolCoq < | Snat => natCoq < end.Coq < Definition memory1 := name -> forall s:sort, sval s.On dé�nit alors:Coq < Parameter memstate1 : memory1.Coq < Indu
tive exprval1 : expr -> forall s:sort, sval s -> Prop :=Coq < | valvar1 :Coq < forall (n:name) (s:sort), exprval1 (Var n s) s (memstate1 n s)Coq < | valtr1 : exprval1 Tr Sbool trueCoq < | valfa1 : exprval1 Fa Sbool falseCoq < | valxor1 :Coq < forall (f g:expr) (bf bg:bool),Coq < exprval1 f Sbool bf ->Coq < exprval1 g Sbool bg -> exprval1 (Xor f g) Sbool (boolxor bf bg)Coq < | valnum1 : forall n:nat, exprval1 (Num n) Snat nCoq < | valtzero1 :Coq < forall (f:expr) (nf:nat),Coq < exprval1 f Snat nf -> exprval1 (Null f) Sbool (iszero nf)Coq < | valopn1 :Coq < forall (o:op) (f g:expr) (nf ng:nat),Coq < exprval1 f Snat nf ->Coq < exprval1 g Snat ng -> exprval1 (Opn o f g) Snat (semop o nf ng).Le lemme de 
orre
tion de l'évaluation s'énon
e alors simplement :Coq < Theorem expr_val_
or1 : forall (E:expr) (s:sort),Coq < expr
orre
t s E -> exists v : sval s, exprval1 E s v.La formalisation et la preuve sont plus simples 
ependant l'usage de types dépendants rendra laformalisation de la fon
tion d'é
riture sur la mémoire plus 
omplexe en e�et on doit avoir ave
n:name,s:sort,v:(sval s),mem:memory1Coq < Definition update : forall (m:nat) (s':sort), sval s'.Le simple fait de savoir que s = s′ ne su�t pas à assurer que le terme v de type (sval s) estaussi de type (sval s′). Il faudra utiliser une analyse par 
as suivant les valeurs de s et s′. Unetelle analyse n'aurait pas été possible si l'ensemble des sortes était resté paramétrique.



6 janvier 2010 29De manière générale, en présen
e de types dépendants, l'usage de l'égalité devient déli
at. Iln'est pas possible par exemple d'é
rire v = v′ ave
 v : (sval s) et v′ : (sval s′) sauf lorsque set s′ sont 
onvertibles, la présen
e d'une hypothèse s = s′ est insu�sante. Il faudra utiliser desnotions plus 
omplexes d'égalité.2.3.2 Véri�
ation du type et évaluation 
onstru
tiveOn pourrait dé�nir le fait qu'une expression e est mal formée 
omme la propriété :
∀s : sort.¬(expr
orre
t s e)En fait il est plus aisé de manipuler des dé�nitions positives et don
 de dé�nir une notion
onstru
tive d'expression erronée en énumérant les 
as d'é
he
 possibles. Si on s'intéresse àl'interprétation 
onstru
tive des preuves (que nous verrons plus tard) on remarque qu'une preuveque l'expression erronée permet de retrouver exa
tement la nature de l'erreur à savoir dans quelsous terme un opérateur a été appliqué à une expression d'une sorte non adaptée.Coq < Indu
tive exprerr : expr -> Prop :=Coq < | errxorl : forall b 
:expr, expr
orre
t Snat b -> exprerr (Xor b 
)Coq < | errxorr : forall b 
:expr, expr
orre
t Snat 
 -> exprerr (Xor b 
)Coq < | errtzero : forall b:expr, expr
orre
t Sbool b -> exprerr (Null b)Coq < | erropl :Coq < forall (op:op) (b 
:expr),Coq < expr
orre
t Sbool b -> exprerr (Opn op b 
)Coq < | erropr :Coq < forall (op:op) (b 
:expr),Coq < expr
orre
t Sbool 
 -> exprerr (Opn op b 
)Coq < | err
ongxorl : forall b 
:expr, exprerr b -> exprerr (Xor b 
)Coq < | err
ongxorr : forall b 
:expr, exprerr 
 -> exprerr (Xor b 
)Coq < | err
ongtzero : forall b:expr, exprerr b -> exprerr (Null b)Coq < | err
ongopl :Coq < forall (op:op) (b 
:expr), exprerr b -> exprerr (Opn op b 
)Coq < | err
ongopr :Coq < forall (op:op) (b 
:expr), exprerr 
 -> exprerr (Opn op b 
).Le théorème exprimant la dé
idabilité du typage et de l'évaluation est juste une preuve du faitque pour toute expression E, soit il est possible de 
onstruire une valeur v de l'expression dontla sorte est la sorte de l'expression soit il est possible de prouver que l'expression E est malformée. Le fait d'utiliser une interprétation 
onstru
tive de la disjon
tion et de l'existentielleassure l'existen
e d'un algorithme permettant de dé
ider dans quel 
as on est et de 
al
ulere�e
tivement la valeur. On établit un résultat de dé
idabilité sans avoir à représenter une notionde 
al
ulabilité.Coq < Theorem expr_val_
he
k_proof : forall E:expr,Coq < {v : semval | exprval E v & expr
orre
t (sort_val v) E} + {exprerr E}.Si on ne s'intéresse qu'à la partie 
al
ul de 
ette preuve alors on a une fon
tion eval_prog qui àtoute expression asso
ie une valeur ou rien du tout. Cette fon
tion peut également se représenterdans Gallina en utilisant le type option de Coq.Coq < Print option.Indu
tive option (A : Type) : Type :=Some : A -> option A | None : option A
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itFor None: Argument A is impli
it and maximally insertedFor option: Argument s
ope is [type_s
ope℄For Some: Argument s
opes are [type_s
ope _℄For None: Argument s
ope is [type_s
ope℄Coq < Impli
it Arguments Some [A℄.La fon
tion eval_prog se 
al
ule par point �xe stru
turel sur l'expression.Coq < Fixpoint eval_prog (e:expr) : option semval :=Coq < mat
h e withCoq < | Var n s => Some (memstate n s)Coq < | Tr => Some (Bool true)Coq < | Fa => Some (Bool false)Coq < | Xor f g =>Coq < mat
h eval_prog f, eval_prog g withCoq < | Some (Bool bf), Some (Bool bg) => Some (Bool (boolxor bf bg))Coq < | _, _ => None (A:=semval)Coq < endCoq < | Num n => Some (Nat n)Coq < | Null f =>Coq < mat
h eval_prog f withCoq < | Some (Nat nf) => Some (Bool (iszero nf))Coq < | _ => None (A:=semval)Coq < endCoq < | Opn o f g =>Coq < mat
h eval_prog f, eval_prog g withCoq < | Some (Nat nf), Some (Nat ng) => Some (Nat (semop o nf ng))Coq < | _, _ => None (A:=semval)Coq < endCoq < end.La se
tion Valexpr, ouverte page 27 est alors fermée 
e qui a pour e�et d'abstraire les dé�nitionse�e
tuées dans la se
tion par rapport à memstate et à l'hypothèse memstate_
orre
t lorsqu'elleest utilisée.Coq < End Valexpr.Coq < Che
k eval_prog.eval_prog: memory -> expr -> option semval2.3.3 Les 
ommandesLa représentation de la syntaxe et de la sémantique statique des 
ommandes suit les dé�nitionsdes �gures 2.1 et 2.4.SyntaxeCoq < Indu
tive 
om : Set :=Coq < | skip : 
omCoq < | aff : name -> expr -> 
omCoq < | seq : 
om -> 
om -> 
om
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ond : expr -> 
om -> 
om -> 
omCoq < | while : expr -> 
om -> 
om.Sémantique statiqueCoq < Indu
tive 
om
orre
t : 
om -> Prop :=Coq < | 
orskip : 
om
orre
t skipCoq < | 
oraff :Coq < forall (n:name) (e:expr) (s:sort),Coq < expr
orre
t s e -> 
om
orre
t (aff n e)Coq < | 
orseq :Coq < forall 
 d:
om,Coq < 
om
orre
t 
 -> 
om
orre
t d -> 
om
orre
t (seq 
 d)Coq < | 
or
ond :Coq < forall (b:expr) (
 d:
om),Coq < expr
orre
t Sbool b ->Coq < 
om
orre
t 
 -> 
om
orre
t d -> 
om
orre
t (
ond b 
 d)Coq < | 
orwhile :Coq < forall (b:expr) (
:
om),Coq < expr
orre
t Sbool b -> 
om
orre
t 
 -> 
om
orre
t (while b 
).2.3.4 Mise à jour de la mémoireNous dé�nissons maintenant la fon
tion d'é
riture dans la mémoire. Elle utilise la dé
ida-bilité de l'égalité sur les variables, qui vient de la dé
idabilité de l'égalité sur les noms (prise
omme axiome puisque l'ensemble des noms n'est pas spé
i�é) et de 
elle sur les sortes qui peutexpli
itement être 
onstruite.Pour montrer la dé
idabilité de l'égalité sur un ensemble A, on peut 
onstruire une fon
tionbooléenne f de type A→ A→ bool et démontrer que 
'est la fon
tion 
ara
téristique de l'égalité
(f x y) = true ⇔ x = y. On 
hoisit une autre solution qui est de 
onstruire un terme fde
 detype ∀x, y : A, {x = y}+ {¬(x = y)} qui à tous x et y asso
ie soit un objet (left h) ave
 h unepreuve de x = y soit un objet (right h) ave
 h une preuve de ¬(x = y).Une expression �if a = b then p else q� s'é
rira dans Coq:mat
h (fde
 a b) with left _ => p | right _ => q end.Ou de manière équivalente :ifde
 (fde
 a b) p qOn oublie l'information de preuve pour 
onstruire l'expression mais 
elle-
i pourra être fa
ilementutilisée lorsqu'il s'agira de montrer des propriétés de 
ette expression.Nous 
ommençons par poser en axiome la dé
idabilité de l'égalité sur l'ensemble des noms etnous prouvons la dé
idabilité de l'égalité sur l'ensemble des sortes.Coq < Parameter eq_name_de
 : forall n m:name, {n = m} + {n <> m}.Coq < Lemma eq_sort_de
 : forall s s':sort, {s = s'} + {s <> s'}.Coq < de
ide equality.Coq < Defined.Nous pouvons dé�nir maintenant l'opération update de mise à jour de la mémoire qui se faitdans une se
tion introduisant le nom de la variable x, la valeur à a�e
ter à 
ette variable v et lamémoire m. La sorte de la valeur est lo
alement nommée s.
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tion Update.Coq < Variable x : name.Coq < Variable v : semval.Coq < Variable mem : memory.Coq < Let s := sort_val v.Coq < Definition update : memory :=Coq < fun (m:name) (s':sort) =>Coq < ifde
 (eq_sort_de
 s s') (ifde
 (eq_name_de
 x m) v (mem m s'))Coq < (mem m s').On montre ensuite les propriétés de base de 
ette fon
tion :Coq < Theorem update_eq : v = update x s.Coq < Theorem update_diff_name :Coq < forall (m:name) (s':sort), x <> m -> mem m s' = update m s'.Coq < Theorem update_diff_sort :Coq < forall (m:name) (s':sort), s <> s' -> mem m s' = update m s'.Après avoir prouvé les lemmes, la se
tion peut être refermée, les 
onstru
tions sont alors para-métrées par x, v et m.Coq < End Update.2.3.5 Sémantique opérationnelleLa dé
laration suivante implémente la relation dé
rivant la sémantique opérationnelle dulangage de 
ommande telle qu'elle est dé
rite dans la �gure 2.6.Coq < Indu
tive sem
om : memory -> 
om -> memory -> Prop :=Coq < | semskip : forall m:memory, sem
om m skip mCoq < | semaff :Coq < forall (m:memory) (n:name) (v:semval) (e:expr),Coq < exprval m e v -> sem
om m (aff n e) (update n v m)Coq < | semseq :Coq < forall (m m1 m':memory) (
 d:
om),Coq < sem
om m 
 m1 -> sem
om m1 d m' -> sem
om m (seq 
 d) m'Coq < | sem
ondtr :Coq < forall (m m':memory) (e:expr) (
 d:
om),Coq < exprval m e (Bool true) ->Coq < sem
om m 
 m' -> sem
om m (
ond e 
 d) m'Coq < | sem
ondfa :Coq < forall (m m':memory) (e:expr) (
 d:
om),Coq < exprval m e (Bool false) ->Coq < sem
om m d m' -> sem
om m (
ond e 
 d) m'Coq < | semwhiletr :Coq < forall (m m':memory) (e:expr) (
:
om),Coq < exprval m e (Bool true) ->Coq < forall m1:memory,Coq < sem
om m 
 m1 ->
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om m1 (while e 
) m' -> sem
om m (while e 
) m'Coq < | semwhilefa :Coq < forall (m:memory) (e:expr) (
:
om),Coq < exprval m e (Bool false) -> sem
om m (while e 
) m.2.3.6 Sémantique axiomatiqueNous nous intéressons �nalement à la sémantique axiomatique. Une assertion est une propriétéde la mémoire, représentée par un prédi
at unaire. En logique de Hoare, 
e prédi
at unaire seradé�ni 
on
rètement par une formule logique utilisant les variables du programme pour représenterles valeurs 
orrespondantes de la mémoire.Coq < Definition Assertion := memory -> Prop.Transformations de prédi
atsOn étend les opérations usuelles de la logique à des transformations d'assertion:Coq < Definition Istrue (E:expr) : Assertion :=Coq < fun m:memory => exprval m E (Bool true).Coq < Definition Isfalse (E:expr) : Assertion :=Coq < fun m:memory => exprval m E (Bool false).Coq < Indu
tive AndAss (P Q:Assertion) (m:memory) : Prop :=Coq < Conjass : P m -> Q m -> AndAss P Q m.Coq < Definition ImplAss (P Q:Assertion) : Prop := forall m:memory, P m -> Q m.Le transformateur suivant 
orrespond à 
e que nous avons noté P [X ← E]. Le terme (memupdate x E P )représente le prédi
at qui est vrai en m si P (m[X ← v]) est véri�é ave
 v la valeur de l'expression
E dans la mémoire m.Coq < Definition memupdate (x:name) (e:expr) (P:Assertion) : Assertion :=Coq < fun m:memory => forall v:semval, exprval m e v -> P (update x v m).Dé�nition de {P}c{Q}On dé�nit le prédi
at (trueform P 
 Q) 
orrespondant à {P}C{Q} telle qu'il est dé
ritdans la �gure 2.7.Coq < Indu
tive trueform : Assertion -> 
om -> Assertion -> Prop :=Coq < | trueskip : forall P:Assertion, trueform P skip PCoq < | trueaff :Coq < forall (P:Assertion) (n:name) (e:expr),Coq < trueform (memupdate n e P) (aff n e) PCoq < | trueseq :Coq < forall (P Q R:Assertion) (
 d:
om),Coq < trueform P 
 R -> trueform R d Q -> trueform P (seq 
 d) QCoq < | true
ond :Coq < forall (P Q:Assertion) (e:expr) (
 d:
om),Coq < trueform (AndAss P (Istrue e)) 
 Q ->Coq < trueform (AndAss P (Isfalse e)) d Q -> trueform P (
ond e 
 d) QCoq < | truewhile :Coq < forall (P:Assertion) (e:expr) (
:
om),



6 janvier 2010 34Coq < trueform (AndAss P (Istrue e)) 
 P ->Coq < trueform P (while e 
) (AndAss P (Isfalse e))Coq < | true
ons :Coq < forall (P P1 Q Q1:Assertion) (
:
om),Coq < ImplAss P P1 ->Coq < trueform P1 
 Q1 -> ImplAss Q1 Q -> trueform P 
 Q.Lemme de 
orre
tionLe théorème suivant énon
e la 
orre
tion de la relation donnée {P}c{Q} par rapport à lasémantique.Coq < Theorem true
orre
t : forall (P Q:Assertion) (
:
om),Coq < trueform P 
 Q -> forall m1 m2:memory, sem
om m1 
 m2 -> P m1 -> Q m2.2.4 Pour en savoir plus2.4.1 Sémantique des langages et 
ompilateursLes logiques d'ordre supérieur 
omme le Cal
ul des Constru
tions Indu
tives se prêtent bienaux formalisations de notions sémantiques et logiques. Une des premières preuves de 
ette naturea été e�e
tuée par Samuel Boutin. Il s'agissait du s
héma de 
ompilation d'un mini-ml vers laCAM (Categori
al Abstra
t Ma
hine) tel qu'il était dé
rit dans l'arti
le [CDDK86℄. Yves Bertota étudié la preuve du 
ompilateur d'un langage impératif vers un langage assembleur [Ber98℄.Des preuves de 
ompilateurs plus 
onséquents ont ensuite été entreprises: Delphine Ter-rasse [Ter92℄ a ébau
hé la preuve d'un 
ompilateur Esterel, Pablo Argon [Arg98℄ a extrait lenoyau du 
ompilateur du langage Ele
tre exprimé 
omme l'exé
ution des règles de la séman-tique, des équipes de re
her
he de Dassault et Aérospatiale ont étudié la formalisation d'un
ompilateur pour le langage Lustre tel qu'il est implanté dans l'outil S
ade, une partie de 
esdéveloppements est disponible domme 
ontribution au système Coq. On trouvera également dansles 
ontributions des formalisations de plusieurs 
al
uls de pro
essus, en parti
ulier le π-
al
ulainsi que des modélisations de logique temporelle.2.4.2 Logique de HoareLa formalisation de la logique de Hoare a été e�e
tuée par Thomas Kleymann-S
hreiber [S
h97,Kle98℄ dans l'assistant LEGO dont le langage s'apparente au Cal
ul des Constru
tions Indu
-tives. Une formalisation dans l'outil HOL a également été réalisée par Peter Homeier, l'obje
tifprin
ipal de 
es développements est de justi�er les propriétés fondamentales de la sémantiqueaxiomatique 
omme la 
orre
tion et la 
omplétude, 
e qui n'est pas évident dès que le langage
omporte des 
onstru
tions avan
ées 
omme des appels de pro
édure.2.4.3 Preuve de programmes JavaUn domaine a
tif de re
her
he est a
tuellement l'étude des propriétés de sé
urité des pro-grammes Java, qu'ils soient utilisés sur l'internet ou les 
artes à pu
e. Pour garantir de tellespropriétés, il est essentiel d'avoir une des
ription pré
ise de la sémantique de 
e langage, au niveaudu 
ode sour
e ou du byte-
ode, que 
e soit la sémantique statique, dynamique ou axiomatique.Le projet Bali http://isabelle.in.tum.de/Balihttp://isabelle.in.tum.de/Bali à l'universitéde Muni
h formalise 
es notions dans l'outil Isabelle/HOL. Des développements analogues sontréalisés à l'aide de Coq en Fran
e, dans le projet Lemme à l'INRIA Sophia-Antipolis, dans le
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iété Trusted Logi
. Les dé�nitions indu
tives sont utiliséesde manière intensive dans 
es développements.2.4.4 Plongement super�
iel ou profondLorsqu'on veut étudier les programmes d'un langage X, on peut pro
éder de deux manières.La première, appelée plongement profond (deep embedding en anglais), 
onsiste à introduireun type 
on
ret dans Coq pour représenter les arbres de syntaxe abstraite du langage X. Lase
onde appelée plongement super�
iel (shallow embedding en anglais), 
onsiste à représenterdire
tement un programme de X par sa sémantique exprimée dans le langage mathématique dusystème Coq.Plongement profond Dans le plongement profond, on dispose d'un type 
on
ret Y qui repré-sente les arbres de syntaxe abstraite du langage X. On peut ensuite 
onstruire des fon
tions etdes relations sur 
e type. On pourra ainsi parler des expressions bien formées, 
onstruire des al-gorithmes de typage, représenter la sémantique du langage. Un programme é
rit dans le langage
X pourra être représenté par un objet Coq de type Y , les propriétés de 
et objet seront établiesen utilisant di�érentes sémantiques.Dans notre exemple, les programmes sont représentés par un plongement profond.Plongement super�
iel Dans le plongement super�
iel, un programme est dire
tement tra-duit en sa sémantique. Par exemple, on pourrait 
ommen
er par introduire une notion de mémoireet identi�er un programme à une fon
tion de transformation des mémoires. La séquen
e de deuxprogrammes pourrait être dé�nie 
omme la 
omposition des mémoires les représentant. Les re-lations sur les programmes 
omme les sémantiques opérationnelle ou axiomatique peuvent êtredé�nies en faisant référen
e à la sémantique des programmes. Les règles d'inféren
e deviennentalors des théorèmes qui peuvent être utilisés pour prouver des propriétés de programmes. Lareprésentation des propriétés dans la sémantique axiomatique utilise un plongement super�
iel(on n'introduit pas la syntaxe des formules).Cette représentation peut permettre de raisonner rapidement sur les propriétés de pro-grammes parti
uliers. Par 
ontre, elle ne permet pas de 
onstruire des programmes ou de fairedes preuves par ré
urren
e sur la stru
ture des programmes. Elle n'est don
 pas adaptée à l'étudeméta-théorique des propriétés du langage.



Chapitre 3Types indu
tifsCe 
hapitre dé
rit la théorie des types indu
tifs. Dans une première partie, nous nous inté-ressons aux dé�nitions non ré
ursives puis nous aborderons les dé�nitions ré
ursives. Dans 
edo
ument, pour simpli�er les notations, les symboles ∀ et λ seront utilisés à la pla
e des mots-
léde Coq forall et fun.3.1 Généralités3.1.1 Forme généraleUne dé
laration indu
tive dans Coq a la forme suivante :Indu
tive nom (z1 : P1) . . . (zk : Pk) : ∀(a1 : A1) . . . (al : Al), s
:= 
o1 : ∀(x1 : C1

1 ) . . . (xn1 : Cn1

1 ), (nom z1 . . . zk t
1
1 . . . t

l
1)...

| 
op : ∀(x1 : C1
p) . . . (xnp : C

np
p ), (nom z1 . . . zk t

1
p . . . t

l
p).Vo
abulaire On introduit les notations suivantes :� On appelle paramètres les variables : z1 : P1; . . . ; zk : Pk.� On notera A ≡ ∀(a1 : A1) . . . (al : Al), s, 
e type est appelé l'arité de la dé�nition indu
tiveet s est la sorte de la dé�nition indu
tive.� La terminologie pour les variables a1 : A1; . . . ; al : Al n'est pas stable: dans 
ertains
ontextes on les appelle index, dans d'autres on les appelle paramètres de prédi
at, auquel
as les paramètres z1 : P1; . . . ; zk : Pk sont plus spé
i�quement appelées paramètres defamille. On verra aussi 
ertains lo
uteurs utiliser les termes arguments, 
ontraintes ouparamètres réels pour les variables a1 : A1; . . . ; al : Al.� 
o1, . . . , 
op sont les noms des p 
onstru
teurs de la dé
laration, on peut avoir p = 0. Onnotera Cm ≡ ∀(x1 : C1

m) . . . (xnm : Cnm
m ), (nom z1 . . . zk t

1
m . . . tlm) et 
e terme est appeléle type du m-ème 
onstru
teur de la dé
laration nom. On appellera type d'argument de
onstru
teur les types Cn

m. On appelle arité du 
onstru
teur le nombre nm d'arguments du
onstru
teur.� Dans une appli
ation (nom u1 . . . uk t
1 . . . tl), les termes u1 . . . uk sont appelés argumentsde famille et les termes t1m . . . tlm sont appelés soit index soit arguments de prédi
at.Dé
laration ré
ursive On dira que la dé
laration est ré
ursive si nom apparaît dans l'un destypes d'argument de 
onstru
teur Cn

m. On dira qu'elle est non-ré
ursive sinon.36



6 janvier 2010 373.1.2 Forme abstraiteUne dé
laration indu
tive dans Coq introduit de nouveaux noms. Sur le plan théorique, il estparfois plus 
ommode d'avoir une représentation abstraite des dé�nitions indu
tives.On ne garde alors que les éléments essentiels : l'arité A de la dé
laration indu
tive et les typesdes 
onstru
teurs Cm. Dans le 
as où il n'y a pas de paramètre, une notation possible pour ladé�nition indu
tive est : Ind(nom : A){C1; . . . ;Cp}et pour le k-ème 
onstru
teur :Constr(k, Ind(nom : A){C1; . . . ;Cp})nom peut être vu 
omme un lieur dans la dé
laration de l'indu
tif 
e qui permet d'identi�er desdé
larations indu
tives isomorphes (même arité, même nombre de 
onstru
teurs ave
 les mêmestypes d'argument).Dans 
ette appro
he, si toutes les o

urren
es de nom dans les types d'arguments sont appli-quées aux paramètres z1, . . . , zp alors les paramètres peuvent être vus 
omme des abstra
tions. On
onstruit de nouveaux types de 
onstru
teur C ′
k en remplaçant dans 
haque type de 
onstru
teur

Ck le terme (nom z1 . . . zp) par le nouvel identi�
ateur nom' et on retrouve la dé�nition indu
tivegénérale à l'aide des dé�nitions suivantes.nom := λ(z1 : P1) . . . (zk : Pk)⇒ Ind(nom' : A){C ′
1; . . . ;C

′
p}
ok := λ(z1 : P1) . . . (zk : Pk)⇒ Constr(k, Ind(nom' : A){C ′

1; . . . ;C
′
p})Une dé
laration indu
tive ave
 paramètres peut se voir 
omme une famille de dé�nitions indu
-tives.3.2 Les dé
larations non-ré
ursivesBeau
oup des di�
ultés 
on
ernant les dé�nitions indu
tives apparaissent déjà au niveaudes dé�nitions non-ré
ursives que nous étudions en premier. Dans un premier temps, nous nepré
isons pas la sorte de dé
laration de la dé�nition indu
tive. Nous 
onsidérons également desdé�nitions indu
tives sans paramètres 
ar 
eux-
i ne jouent pas de r�le essentiel.3.2.1 Les dé
larations de baseLes dé�nitions de base non ré
ursives sont :� La dé
laration vide Zero (arité s, pas de 
onstru
teur)� La dé
laration unitaire Un (arité s, un 
onstru
teur de type Un)� Les types sommes (aussi appelés Σ-type) Σx : A.B (arité s, un 
onstru
teur de type

∀(x : A), B → Σx : A.B)� Les sommes disjointes A+B : (arité s, deux 
onstru
teurs de type A→ A+B et B → A+B)� Égalité x =A y : (un paramètre x : A, arité A→ s, un 
onstru
teur de type x =A x)Si on suppose que l'on a un Σ-type : Σx : A.B ave
 deux proje
tions : π1 : Σx : A.B → A et
π2 : (p : Σx : A.B)B{x := (π1 p)} alors il est aisé de dé�nir une somme n-aire :

Σ(x1 : A1; . . . ;xn : An)ave
 un 
onstru
teur de type ∀(x1 : A1) . . . (xn : An),Σ(x1 : A1; . . . ;xn : An) et n proje
tions πk :
∀p : Σ(x1 : A1; . . . ;xn : An), (Ak{x1, . . . , xk−1 := (π1 p), . . . , (πk−1 p)}. On notera (a1, . . . , an)l'élément de Σ(x1 : A1; . . . ;xn : An) dé�ni à l'aide du 
onstru
teur. Cette somme se dé�nit par
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urren
e sur n. On pose Σ() ≡ Un, Σ(x : A) ≡ A, et Σ(x : A;x1 : A1; . . . ;xn : An) ≡ Σx :
A.Σ(x1 : A1; . . . ;xn : An).De même on peut dé�nir une disjon
tion n-aire A1 + · · · + An 
omme étant Zero si n = 0,
A1 si n = 1 et dans le 
as n > 1 A+A1 + · · ·An ≡ A+ (A1 + · · ·An).À partir de 
es 
onstru
tions de base, on peut trouver un équivalent à toute dé�nition indu
-tive non ré
ursive. En reprenant les notations données en 3.1.1 et en introduisant la notation ΣApour Σ(a1 : A1; . . . ; an : An) ave
 A ≡ ∀(a1 : A1) . . . (an : An), s l'arité de la dé�nition indu
tive :nom := λ(a1 : A1) . . . (al : Al)⇒

Σ(x1 : C1
1 ; . . . ;xn1 : Cn1

1 ; (a1, . . . , al) =ΣA (t11, . . . , t
l
1))

+ . . .+
Σ(x1 : C1

p ; . . . ;xnp : C
np
p ; (a1, . . . , al) =ΣA (t1p, . . . , t

l
p))Exemple 1 Le type des booléens est équivalent à Un + Un.Opérateurs primitifs, vs s
héma général On peut 
hoisir d'introduire dans un formalismeles 
onstru
tions de base (
'est le 
as d'un système 
omme NuPrl ou dans des présentations 
a-tégoriques) ou bien introduire un s
héma général de dé�nition indu
tive. Le se
ond 
hoix permetd'utiliser l'uniformité des prin
ipes d'introdu
tion et d'élimination des di�érents opérateurs. Ilpermet également de représenter de manière 
on
ise des propriétés qui né
essiteraient une imbri-
ation profonde de 
onne
teurs. L'introdu
tion ou l'élimination de 
es propriétés peuvent alors sefaire en une seule étape 
e qui permet d'avoir des preuves plus dire
tes. Par 
ontre, la généralitédu s
héma 
omplique les raisonnements par 
as sur la forme des dé�nitions indu
tives : on nepeut pas juste traiter les 
as Zero, Un, Σ-type, somme disjointe et égalité, il faut raisonner surla stru
ture interne des dé�nitions indu
tives et traiter de manière générale des suites �nies determes ou de types; 
ela introduit une lourdeur à la fois au niveau de la programmation et de laprésentation théorique.Exemple 2 On suppose donné un type U : Set et un prédi
at P : U → Prop. On se proposede dé�nir une relation de
 portant sur un booléen b tel que (de
 b) soit véri�é si b = true et

∀x : U, (P x) est prouvable ou bien si b = false et ∃x : U,¬(P x) est prouvable.On peut bien sûr introduire de
 
omme :
λ(U : Set)(P : U → Prop)(b : bool)⇒
((∀x : U, (P x)) ∧ b = true) + ((∃x : U,¬(P x)) ∧ b = false)Mais on peut également introduire une dé�nition indu
tive ave
 U et P 
omme paramètres.Indu
tive de
 (U:Set) (P:U→Prop) : bool → PropisTrue : (∀ x:U,(P x)) → (de
 U P true)| isFalse : ∀ x:U,~(P x) → (de
 U P false).3.2.2 Règles de formation et d'introdu
tionUne dé
laration indu
tive va introduire de nouveaux objets dans la théorie. Dans un 
adre dedédu
tion naturelle, on va trouver des règles d'introdu
tion (une par 
onstru
teur) et des règlesd'élimination. Il faut ajouter une règle de bonne formation pour la dé�nition elle-même.Règle de formationEn reprenant les notations de 3.1.1, la règle de formation donne le typage de la dé�nition in-du
tive. La 
ondition est que 
haque type de 
onstru
teur soit bien formé dans un environnement
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omportant les paramètres :
Γ, nom : A ⊢ Cm : s (m ∈ 1..p) s sorte de l'arité A

Γ ⊢ nom : ACette règle impose un lien entre la sorte de l'indu
tif et 
elles des types d'argument de 
onstru
-teur dans le 
as où la sorte s est prédi
ative.Exemple 3 On peut introduire ΣX : Prop,X de type Prop qui représente la propriété ∃X.X(quanti�
ation existentielle du se
ond ordre). Par 
ontre ΣX : Typei,X représente le type destypes non vides et sera bien typé de type Typei+1. Finalement dans un système ave
 Set prédi
atif,le type ΣX : Set,X est for
ément de type Type alors qu'il peut être de type Set, si 
ette sorteest imprédi
ative.Règle d'introdu
tionIl y a une règle d'introdu
tion par 
onstru
teur (don
 pas de règle d'introdu
tion pour le typeindu
tif sans 
onstru
teur), la pré
ondition est juste la bonne formation des types de 
onstru
-teurs.
Γ, nom : A ⊢ Cm : s (m ∈ 1..p) s sorte de l'arité A

Γ ⊢ 
om : Cm3.2.3 S
hémas d'éliminationLes règles d'introdu
tion nous disent 
omment former des objets dans une dé�nition indu
tive.Les règles d'élimination indiquent 
omment utiliser un objet x : (nom u1 . . . ul). Il y a plusieursmanières d'exprimer 
ette propriété.Le s
héma d'élimination minimalL'interprétation usuelle des dé�nitions indu
tives est que les valeurs (objets 
los normaux)dans une instan
e de la dé�nition indu
tive sont exa
tement 
eux formés à partir des 
onstru
-teurs.Don
 si on a un objet x dans la dé�nition indu
tive (nom u1 . . . ul) et que l'on veut montrerune propriété C, il su�t de regarder les 
as où x = (
om x1 . . . xnm
) ave
 xi quel
onque du typeapproprié. Il su�t don
 de montrer pour 
haque m :

∀(x1 : C1
m) . . . (xnm : Cnm

m ), (u1, . . . , ul, x) = (t1m . . . tlm, (
om x1 . . . xnm))→ CCependant faire intervenir des n-uplets et l'égalité qui ne sont pas des notions primitives paraîtpeu intuitif (il faudrait 
ommen
er par pré
iser les règles pour 
es deux types indu
tifs). Pouréviter 
ela, on peut intégrer le raisonnement égalitaire dans le s
héma d'élimination.On suppose que l'on a une propriété P de type ∀(a1 : A1) . . . (al : Al), (nom a1 . . . al) → s′.Pour prouver ∀(a1 : A1) . . . (al : Al), (x : (nom a1 . . . al))(P a1 . . . al x), il su�t de montrer pour
haque 
onstru
teur 
om, la propriété :
∀(x1 : C1

m) . . . (xnm : Cnm
m ), (P t1m . . . tlm (
om x1 . . . xnm))On obtient don
 le s
héma d'élimination suivant qui est paramétré par la sorte s′ de la propriétéà prouver :

Γ ⊢ x : (nom u1 . . . ul) Γ ⊢ P : ∀(a1 : A1) . . . (al : Al), (nom a1 . . . al)→ s′

Γ ⊢ fm : ∀(x1 : C1
m) . . . (xnm : Cnm

m ), (P t1m . . . tlm (
om x1 . . . xnm)) (m ∈ 1..p)

Γ ⊢ Case(P, x, f1, . . . , fp) : (P u1 . . . ul x)Où Case est un nouveau 
onstru
teur de terme.
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tion Comme toute règle d'élimination, 
elle-
i se 
ombine ave
 les règles d'introdu
tionpour former une rédu
tion. Si la fon
tion d'élimination est appliquée au m-ième 
onstru
teuralors elle se réduit en la m-ème bran
he instan
iée par les arguments du 
onstru
teur. On véri�eque le type est préservé. Cette rédu
tion est appelée la ι-rédu
tion et s'é
rit :Case(P, (
om x1 . . . xnm), f1, . . . , fp) −→ι (fm x1 . . . xnm)On remarque que 
ette 
onstru
tion est analogue à une dé
laration par �ltrage, dans laquelle onexamine dans l'ordre les 
onstru
teurs et on n'a que des motifs de la forme (
om x1 . . . xnm) ave

om un 
onstru
teur et xk une variable. On peut utiliser la notation :
λ(a1 : A1) . . . (al : Al)(x : (nom a1 . . . al))⇒mat
h x with (
o1 x

1 . . . xn1) ⇒ (f1 x
1 . . . xn1)

| . . .
| (
op x

1 . . . xnp) ⇒ (fm x1 . . . xnp)endÉlimination non dépendante Un 
as parti
ulier souvent utilisé de l'élimination est 
elui oùle prédi
at P ne dépend pas de l'objet éliminé. On parle alors d'élimination non-dépendante . Larègle devient :
Γ ⊢ x : (nom a1 . . . al) Γ ⊢ P : ∀(a1 : A1) . . . (al : Al), s

′

Γ ⊢ fm : ∀(x1 : C1
m) . . . (xnm : Cnm

m ), (P t1m . . . tlm) (m ∈ 1..p)

Γ ⊢ Case(P, x, f1, . . . , fp) : (P a1 . . . al)Codage imprédi
atif Les dé�nitions indu
tives peuvent être vues 
omme de nouveaux objetsajoutés à la théorie, ou bien on peut essayer de les 
oder, 
'est-à-dire, étant donné une théorie�xée, et une dé
laration indu
tive de la forme 3.1.1, peut-on trouver des termes nom, 
om et Casequi ont les types appropriés et satisfont les règles de rédu
tion.Un des attraits des logiques d'ordre supérieur est qu'elles sont assez puissantes pour 
oderles dé�nitions indu
tives. C'est d'ailleurs 
e qui est fait dans les systèmes HOL, où les dé�ni-tions indu
tives sont juste des pa
kages plus ou moins puissants automatisant la dé�nition depropriétés.Dans le Cal
ul des Constru
tions Pures, il est possible de 
oder les dé�nitions indu
tives. Onintroduit les dé�nitions suivantes :nom := λ(a1 : A1) . . . (al : Al)⇒
∀P : A,C1{nom := P} → · · · → Cn{nom := P} → (P a1 . . . al)
om := λ(x1 : C1

m) . . . (xnm
: Cnm

m )
(P : A)(f1 : C1{nom := P}) . . . (fn : Cn{nom := P})⇒ (fm x1 . . . xnm

)Case := λ(P : A)(a1 : A1) . . . (al : Al)(x : (nom a1 . . . al))
(f1 : C1{nom := P}) . . . (fn : Cn{nom := P})⇒ (x P f1 . . . fn)On véri�e que les objets introduits sont bien typés du type attendu sauf dans le 
as du s
hémad'élimination Case où le type est plus faible que 
elui que nous avons proposé pré
édemment. Ene�et on intègre dans le s
héma le fait que dans 
haque bran
he (a1, . . . , al) est égal à (t1m, . . . t

l
m)mais pas le fait que x lui-même est égal à (
om x1 . . . xnm). On appelle le s
héma ainsi obtenu les
héma itératif. Dans le 
as non ré
ursif, 
e s
héma est le même que le s
héma non-dépendant. Onremarque également que le s
héma d'élimination que nous avons 
odé a une sorte d'éliminationqui est la même que la sorte de la dé�nition indu
tive.Cette représentation imprédi
ative a l'avantage de ne pas né
essiter d'extension de la théorieet don
 de ne pas poser de problème théorique supplémentaire. Cependant, la faiblesse du s
héma
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ertaines propriétés logiquement très fortes et pourtant attendues ne sontpas prouvables.On peut 
onstruire le type des booléens : bool := ∀C : Set, C → C → C ave
 true := λ(C :Set)(t f : C) ⇒ t et false := λ(C : Set)(t f : C) ⇒ f mais il n'est pas possible de prouvertrue 6= false et il n'est pas possible de montrer :
∀b : bool, ((b = true) ∨ (b = false))Il devient alors di�
ile de raisonner sur les booléens sauf à ajouter 
es propriétés 
omme axiome.
ependant, on perd alors la 
orrespondan
e entre le 
al
ul et le raisonnement.Une autre di�
ulté du 
odage imprédi
atif est qu'il y a plus de termes normaux 
los dans le
odage du type indu
tif que 
eux 
onstruits à partir des 
onstru
teurs.L'exemple le plus simple illustrant 
e phénomène 
onsiste à prendre le type indu
tif I dessingletons ave
 un seul 
onstru
teur c : (Un→ Un)→ I. Le 
odage imprédi
atif donne :Un := ∀C : Set, C → CI := ∀C : Set, ((Un→ Un)→ C)→ C
 := λ(f : Un→ Un)(C : Set)(h : (Un→ Un)→ C)⇒ (h f)Il n'est pas di�
ile de 
onstruire un terme normal 
los de type I qui ne peut s'é
rire sous laforme (
 f) ave
 f un terme normal 
los de type Un→ Un.On distingue une 
lasse de types appelés � types de données � qui 
orrespondent à des
odages de dé�nitions indu
tives dans lesquelles tous les types d'arguments des 
onstru
teurssont eux-mêmes ré
ursivement des � types de données � (il est surtout essentiel qu'il n'y aitpas de quanti�
ation d'ordre supérieur en position négative). Pour les types de données, il estpossible d'établir un théorème de représentation à savoir que tous les termes 
los normaux sont

β-équivalent à un 
onstru
teur appliqué à des arguments 
los du bon type. Cependant, mêmepour les types de données, le s
héma qui dit que les seuls objets dans le type sont 
eux obtenusvia les 
onstru
teurs n'est pas démontrable.Dé�nition de types par 
as/Élimination forteOn appelle s
héma d'élimination forte, le s
héma d'élimination d'un indu
tif d'une sorteimprédi
ative (par exemple Prop mais aussi Set dans le 
al
ul des 
onstru
tions ave
 Set impré-di
atif) vers des prédi
ats de sorte Type.Si on reprend l'exemple des booléens, le s
héma d'élimination forte a la forme suivante :
b : bool P : bool→ Type f : (P true) g : (P false)Case(P, b, f, g) : (P b)On peut en parti
ulier instan
ier 
e s
héma ave
 P := λb : bool⇒ Prop, on obtient

f : Prop g : Prop
λb : bool⇒ Case(P, b.f, g) : bool→ PropEn prenant pour f la propriété toujours vrai True et pour g la propriété toujours fausse False onobtient une propriété φ de type bool→ Prop telle que (φ true) est équivalent à True et (φ false)équivalent à False. Cette propriété P nous permet de réfuter le fait que true = false.On peut également prendre P := λb : bool ⇒ Set, f := nat et g := bool, on pourraalors dé�nir un type ψ de type bool → Set tel que (φ true) est équivalent à nat et (φ false)équivalent à false. Pour 
onstruire un objet dans 
e type, il est en
ore né
essaire d'utiliser les
héma d'élimination de bool en prenant 
ette fois-
i P := ψ, f : nat et g : bool. On a alors :Case(ψ, b, f, g) : (ψ b)
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tions sortent du 
adre de 
e qui peut être typé dans un langage à la ML, elles sontpourtant très utiles dans les te
hniques de preuve à base de ré�exion pour interpréter les objetsd'un type 
on
ret de proposition vers des propriétés Coq.Nous verrons dans la partie 3.2.4 que l'élimination forte ne peut être autorisée pour tous lestypes indu
tifs sans risque de rendre le système in
ohérent.Types dépendantsLes dé�nitions indu
tives permettent de dé�nir des familles de type I : ∀(a1 : A1) . . . (an :
An), s. Par exemple, on peut dé�nir une relation neq sur les booléens par :Indu
tive neq : bool→ bool→ Prop

:= neq1 : (neq true false)
| neq2 : (neq false true).Le s
héma d'élimination permet de montrer des propriétés de la forme :

∀(x1 x2 : bool), (neq x1 x2)⇒ (P x1 x2)Il est étrangement plus 
omplexe de 
onstruire une preuve de (neq b1 b2)⇒ P lorsque b1 et
b2 sont des termes et plus seulement des variables distin
tes. C'est le 
as par exemple si on veutmontrer (neq true true)⇒ ⊥ ou (b : bool)(neq b b)⇒ ⊥.En fait pour pouvoir utiliser le s
héma d'élimination il faut pouvoir généraliser la propriété àmontrer en : ∀(x1 x2 : bool), (neq x1 x2)⇒ (Q x1 x2). puis l'appliquer à b1 et b2. Les exemples
i-dessus montrent qu'une généralisation naïve ne fon
tionne pas en général. Une manière systé-matique de résoudre 
e problème est de renfor
er la propriété à prouver en :

∀(x1 x2 : bool), (neq x1 x2)⇒ x1 = b1 ⇒ x2 = b2 ⇒ Ppuis d'utiliser l'élimination standard et de simpli�er les égalités. Certaines 
orrespondent à deshypothèses absurdes, d'autres vont donner lieu à des simpli�
ations, on obtiendra de nouvelleségalités qui pourront être propagées.Ta
tiques d'inversion Le travail dé
rit 
i-dessus est (partiellement) automatisé par les ta
-tiques d'inversion. Cependant la preuve engendrée est loin d'être atomique. Il faut don
 éviterautant que possible d'avoir re
ours aux s
hémas d'inversion. Pour 
ela, il est utile de mettre ex-pli
itement en paramètre tout argument qui n'est pas instan
ié dans les 
onstru
teurs (juste unevariable liée). L'ordre dans lequel on réalise les éliminations, et des généralisations appropriéespermettent parfois d'éviter l'utilisation de l'inversion. Finalement, il peut être utile d'engendrerdes prin
ipes d'élimination ad-ho
 pour 
ertaines instan
es de dé�nition indu
tive, 
e qui permetd'éviter l'utilisation multiple de l'inversion.ÉgalitéOn suppose �xé un type A : Set.L'égalité indu
tive est dé�nie parIndu
tive eq (x : A) : A→ Prop := refl : (eq x x)On note x = y le terme (eq x y). Le s
héma d'élimination exprime que toute preuve de x = yest de la forme (refl x), il a la forme suivante :
e : (x = y) P : ∀(y : A), x = y → s p : (P x (refl x))Case(P, e, p) : (P y e)
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tion : Case(P, (refl x), p) −→ι pCette égalité permet de 
omparer deux objets du même type. Cependant, on est parfoisamenés à devoir 
omparer des objets dans des types di�érents.Un exemple est la dé�nition du type (ré
ursif) des listes de longueur n :Indu
tive list : nat→ Prop
:= nil : (list 0) | 
ons : ∀n : nat, A→ (list n)→ (list (S n)).Une propriété attendue est ∀l : (list 0), l = nil. Pour la montrer, en utilisant la généralisationpour l'inversion, on voudrait se ramener à montrer : ∀(n : nat)(l : (list n)), n = 0 → l = nil.Malheureusement, 
ette propriété ne peut être énon
ée 
ar la propriété l = nil est mal forméepuisque l : (list n) et nil : (list 0) sont de type di�érents non 
onvertibles. Le fait qu'il existeune preuve e de n = 0 dans le 
ontexte permet juste d'appliquer une transformation à l pour enfaire un objet de type (list 0). Mais l'énon
é devient
∀(n : nat)(l : (list n))(e : n = 0),Case(list, e, l) = nilOn peut ensuite faire une preuve par 
as sur l, 
ependant on se retrouve à devoir montrer :

∀(e : 0 = 0),Case(list, e, nil) = nilOn souhaiterait alors utiliser le fait que toute preuve de 0 = 0 est de la forme (refl 0), enremplaçant e par 
ette valeur, on doit montrerCase(list, (refl 0), nil) = nilEn utilisant la ι rédu
tion, on aboutit à la trivialité nil = nil. Malheureusement, le rempla
e-ment de e : 0 = 0 par (refl 0) ne peut se faire. En e�et, il faut utiliser le s
héma d'éliminationqui demande de généraliser le but sous la forme d'un prédi
at de type ∀y : nat, (0 = y)→ Propor les dépendan
es nous empê
hent de généraliser 
omme on le souhaiterait :
λ(y : nat)(e : 0 = y)⇒ Case(list, e, nil) = niln'est pas un terme bien typé.Cette � pathologie � a été mise en éviden
e par Thierry Coquand. Thomas Strei
her etMartin Hofmann [HS98℄ ont exhibé des modèles de la théorie des types, pour lesquels il y a despreuves de x = x qui ne sont pas 
onvertibles à (refl x). Cependant, s'il existe une égalitédé
idable sur A (
e qui est le 
as de tous les types de données usuels), alors 
ette propriété estdémontrable mais la 
onstru
tion est 
omplexe (l'idée originale est due à Mi
hael Hedberg, elle aété 
odée dans LEGO par Thomas Kleymann et reprise dans Coq par Bruno Barras, 
f le �
hiertheories/Logi
/Eqdep_de
.v).L'axiome K de Strei
her Thomas Strei
her a proposé d'ajouter un prin
ipe d'éliminationplus puissant pour l'égalité qui 
apture exa
tement que toute preuve de x = x est une preuvepar ré�exivité :
e : (x = x) P : x = x→ s p : (P (refl x))CaseK(P, e, p) : (P e)Ce nouvel opérateur satisfait une règle de ι-rédu
tion :CaseK(P, (refl x), p) −→ι p
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et axiome. La théorie EqDep de Coq introduit unaxiome qui dit que :
∀(e : x = x)(p : (P x)),Case(P, e, p) = pqui ne dit pas que e est égal à (refl x) mais qu'il se 
omporte 
al
ulatoirement de manièreidentique.Égalité de John Major C. M
Bride [M
B99℄ a introduit une égalité qui permet de 
omparerdeux objets dans des types quel
onques. De manière indu
tive, 
ette égalité se dé�nit par :Indu
tive eq (A : Set)(x : A) : ∀B : Set, B → Prop := refl : (eq A A x x).On peut fa
ilement prouver que 
ette égalité est ré�exive. symétrique et transitive en utilisantle s
héma général des dé�nitions indu
tives. Par 
ontre, 
e s
héma impose une généralisation dubut sous la forme d'un prédi
at de type ∀B : Set, B → Prop, 
e qui est en général malaisé.C. M
Bride propose d'introduire un s
héma d'élimination renfor
é, analogue (et prouvable-ment équivalent) à l'axiome K de Strei
her. Ce s
héma d'élimination dit que si deux objets demême type sont égaux selon l'égalité de John Major, alors on peut rempla
er l'un par l'autre(autrement dit, ils sont égaux au sens de l'égalité de Leibniz).
P : A→ s e : (eq A x A y) q : (P x)Case(P, e, q) : (P y)Cette égalité est 
ommode 
ar si on a n : nat et l : (list n) ainsi que n′ : nat et l′ : (list n′),on pourra simplement é
rire (eq nat n nat n′) et (eq (list n) l (list n′) l′). Comme n et n′sont du même type, on pourra rempla
er n par n′ en parti
ulier dans le type de l, ensuite l et l′seront du même type (list n′) et on pourra rempla
er l par l′. Cette égalité évite de passer parun 
odage de paires assez lourd.3.2.4 Types indu
tifs et sortesNous n'avons pour l'instant pas pré
iser les sortes pour lesquelles l'élimination d'une dé�nitionindu
tive était possible.Les types de données prédi
atifsLes types de données prédi
atifs sont 
eux pour lesquels les types des arguments des 
onstru
-teurs sont dans la même sorte que l'indu
tif. C'est for
ément le 
as si le type indu
tif est dansType ou bien dans Set dans le 
as où 
ette sorte est aussi prédi
ative.Les types de données imprédi
atifsUn type de données est imprédi
atif s'il est dé�ni dans Prop (ou aussi dans Set, si on se pla
edans la version de Coq ave
 Set imprédi
atif) et si au moins un des types d'argument est dansla sorte Type. C'est le 
as de la dé�nition :Indu
tive prop : Prop := in : Prop→ prop.Si on autorisait, pour 
ette dé�nition, une élimination forte alors on pourrait dé�nir :out(p : prop) : Prop := mat
h p with (in P )⇒ P endOn véri�e de plus que (out (in P )) ≃ P . On a don
 prop : Prop qui est isomorphe à Prop : Type
e qui introduit deux niveaux d'imprédi
ativité et donne un système in
ohérent.
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atives, 
elles-
i peuvent être représentéespar un 
odage à l'ordre supérieur. Dans Coq, de telles dé�nitions sont autorisées, on peut utiliserle s
héma d'élimination usuel sur la sorte imprédi
ative de la dé�nition indu
tive par 
ontrel'élimination forte (sur un prédi
at dont la sorte est Type) ne peut pas leur être appliquée.De telles dé�nitions indu
tives sont utiles pour 
oder des existentielles du se
ond ordre quiservent elle-même à 
oder des types abstraits : on sait qu'il existe un type ave
 
ertaines opéra-tions sur 
e type mais on ne peut pas a

éder à l'implantation de 
e type. Un exemple de telleutilisation est la dé�nition nu dans 
ontribs/Lyon/GFP.v qui 
ode un plus grand point-�xe d'unopérateur monotone sur les types.La distin
tion entre Prop et SetLes sortes Prop et Set sont toutes les deux de type Type. Leur interprétation di�ère vis-à-visde l'extra
tion de programmes à partir de preuves. Un terme de preuve est dit logique s'il estde type P : Prop; le typage garantit qu'il ne servira pas de manière 
al
ulatoire pour 
onstruireun terme de preuve 
al
ulatoire de type S : Set. Ce
i permet d'éliminer les termes de preuvelogique qui sont toujours en position de 
ode mort dans les termes 
al
ulatoires.Si un type indu
tif est de type Prop alors on ne peut pas en général autoriser une éliminationsur la sorte Set. En e�et la règle d'élimination est :
Γ ⊢ x : (nom a1 . . . al) Γ ⊢ P : ∀(a1 : A1) . . . (al : Al), (nom a1 . . . al)→ s′

Γ ⊢ fm : ∀(x1 : C1
m) . . . (xnm : Cnm

m ), (P t1m . . . tlm (
om x1 . . . xnm)) (m ∈ 1..p)

Γ ⊢ Case(P, x, f1, . . . , fp) : (P a1 . . . al x)Si x est logique, il doit disparaître à l'extra
tion, par 
ontre si s′ est de type Set on doit être enmesure de fournir une réalisation de (P a1 . . . al x). On a beau pouvoir extraire 
haque bran
he
fi, en l'absen
e de x, il est di�
ile de les 
ombiner.On aboutit à la règle suivante : un indu
tif de sorte Prop ne peut s'éliminer sur un prédi
atde sorte Set. Il ne peut pas non plus s'éliminer sur un prédi
at de sorte Type, 
ar tout objet dansSet est également un objet de la sorte Type, don
 l'élimination sur Type implique l'éliminationsur Set.De plus l'élimination sur Type permet de montrer qu'il existe une propriété A : Prop et
a, b : A tel que a 6= b est prouvable (par analogie ave
 la preuve de true 6= false). Or du fait denotre interprétation non 
al
ulatoire des propositions logiques, supposer que toutes les preuvesd'une même proposition logique sont égales est parfois utile. C'est également une propriété quel'on dérive à partir d'autres axiomes tel que 
elui de la logique 
lassique ∀A : Prop, A ∨ ¬A oude l'extensionnalité ∀A B : Prop, (A↔ B)→ A = B.Les types singletons Il existe deux 
as parti
uliers d'indu
tif dé�nis dans Prop pour lesquelsl'élimination sur la sorte Set ne pose pas de di�
ulté. Il s'agit tout d'abord de la dé�nition indu
-tive vide. Dans une situation ou l'absurde est prouvable, n'importe quel objet est un programme
orre
t par rapport à n'importe quelle dé�nition indu
tive.Le se
ond 
as est plus intéressant. Nous appelons type singleton, un type qui n'a qu'un
onstru
teur dont tous les types d'arguments sont de type Prop. L'élimination ne 
omporte don
qu'une seule bran
he et on montre aisément que si la propriété est véri�ée alors le programmeextrait de 
ette bran
he est 
orre
t par rapport à la propriété de la 
on
lusion. L'extra
tion dela dé�nition par 
as est alors dé�nie 
omme l'extra
tion de l'unique bran
he, l'élément sur lequelse fait le Case n'intervient don
 pas dans le 
al
ul. On peut montrer que pour de tels types, dèsque l'on a l'élimination vers Set et que 
es types sont prédi
atifs, alors l'élimination vers Typepeut également être simulée et est don
 valide.
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onjon
tions de propriétés logiques sont des types singletons, bien que dé�nis dansProp ils admettent une élimination pour toutes les sortes, il en est de même du prédi
at d'égalitéque nous avons dé�ni plus haut.La 
ondition que tous les types d'arguments de 
onstru
teur sont de nature purement pro-positionnelle est essentielle. Un exemple de type à un seul 
onstru
teur qui ne véri�e pas 
ette
ondition est un type I ave
 un seul 
onstru
teur 
 ave
 un argument de type bool. La règled'élimination :
x : I P : I → Set f : ∀b : bool, (P (c b))Case(P, x, f) : (P x)Sur le plan 
al
ulatoire, la preuve x est essentielle pour dé
ider l'instan
e de la bran
he à 
hoisir

(f true) ou bien (f false).3.3 Les types indu
tifs ré
ursifs3.3.1 ExemplesLa dé�nition indu
tive ré
ursive de base est bien entendu 
elle des entiers :Indu
tive nat : Set := 0 : nat | S : nat→ nat.À peine plus 
ompliquée est 
elle des listes, qui peut être paramétrée par le type des éléments :Indu
tive list(A : Set) : Set := nil : (list A) | 
ons : A→ (list A)→ (list A).On 
onstruit aisément sur le même modèle le type des arbres ou de manière plus générale detoute stru
ture de terme algébrique.Un exemple un peu plus sophistiqué est 
elui des notations ordinales (du se
ond ordre). Il se
onstruit 
omme le type des entiers, mais on ajoute un 
onstru
teur de limite qui 
orrespond àun bran
hement in�ni paramétré par des entiers. Cette stru
ture in�nie se représente de manière�nie par une fon
tion des entiers vers les ordinaux.Indu
tive ord : Set := 0 : ord | S : ord→ ord | lim : (nat→ ord)→ ord.En suivant le même modèle, on peut dé�nir un type générique d'arbre où les bran
hementssont indi
és par un premier type de données A (il y a autant de type de bran
hements possiblesque d'éléments dans A) et où l'arité de 
haque bran
hement est donnée par un type B quidépend de l'indi
e du bran
hement : Ce type a été initialement introduit par Per Martin-Löf etest traditionnellement é
rit W . Il se dé�nit en Coq par :Indu
tive W(A : Set)(B : A→ Set) : Set := node : ∀x : A, ((B x)→ (W A B))→ (W A B).Ce type est su�sant pour 
oder les autres dé�nitions indu
tives. Par exemple, pour représenterles entiers, on remarque qu'il nous faut deux types de bran
hement (l'un pour 0 qui est d'ariténulle et l'autre pour S qui est d'arité un). Il su�t don
 de prendre A ≡ bool et B dé�nie par
(B true) ≡ False et (B false) ≡ True. On pose alors : nat ≡ (W A B) On peut alors introduire0 ≡ (node true λt : False⇒ Case(nat, t)) et S ≡ λn : nat⇒ (node false λt : True⇒ n) donton véri�e qu'ils ont le bon type.Un autre type ré
ursif intéressant est la dé�nition d'un élément bien fondé x : A pour unerelation R : A→ A→ Prop. On dit que x est bien fondé si tous les éléments en relation ave
 xsont eux-mêmes bien fondés. Cela s'é
rit :Indu
tive wf (A : Set)(R : A→ A→ Prop) : A→ Prop

:= wf_intro : ∀x : A, (∀y : A, (R y x)→ (wf A R y))→ (wf A R x)
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tif qui 
omporterait une o

urren
e ré
ursive négative, permet de 
onstruiredes objets qui bou
lent sans utiliser de ré
ursivité. Supposons que l'on puisse dé�nir :Indu
tive L : Set := lam : (L→ L)→ L.et que l'élimination sur la sorte Set soit permise. Ce type est habité puisqu'il 
ontient au moinsle terme (lam [x : L]x) On peut également dé�nir :De�nition app (l1 l2 : L) : L := mat
h l1 with (lam f)⇒ (f l2) endLa rédu
tion suivante est satisfaite :
(app (lam f) l) −→ι (f l)On 
onstruit alors : De�nition δ : L := (lam λx : L⇒ (app x x))On véri�e alors que le terme (app δ δ) se réduit en une étape de ι rédu
tion vers lui-même etdon
 que 
e terme n'est pas normalisable.Cet exemple peut être aisément 
odé en ML. Par 
ontre, il explique pourquoi les dé�nitionsindu
tives doivent imposer une 
ondition de positivité.Une dé�nition indu
tive I est positive si les seules o

urren
es de I dans des types d'argu-ments de 
onstru
teur se font de manière positive, 
'est-à-dire à la gau
he d'un nombre pair(éventuellement nul) de produits ave
 la dé�nition suivante : Dans le terme ∀x : A,B, le terme

B est à gau
he de 0 produit, un sous-terme C de B qui est à gau
he de n produits dans B estégalement à gau
he de n produits dans ∀x : A,B. Le terme A est à gau
he d'un produit dans
∀x : A,B et un sous-terme C de A qui est à gau
he de n produits dans A est également à gau
hede n+ 1 produits dans ∀x : A,B.Des exemples de type de 
onstru
teur positif pour I sont :� A→ I ave
 I qui n'apparaît pas dans A� (I → A)→ B ave
 I qui n'apparaît pas dans A mais peut apparaître positivement dans BUn type d'argument C qui dépend de I de manière positive satisfait une 
ondition de mono-toni
ité, 
'est-à-dire que si I ⊆ J (autrement dit s'il existe un terme de type ∀(a1 : A1) . . . (al :
Al), (I a1 . . . al) → (J a1 . . . al)) alors on peut 
onstruire un terme de type C → C{I := J}.Cette 
ondition de monotoni
ité su�t à garantir l'existen
e d'un plus petit point �xe qui peutêtre 
odé de manière imprédi
ative.Par 
ontre, 
ette positivité au sens large ne 
onvient pas lorsqu'il s'agit de dé�nir un typeindu
tif au niveau prédi
atif Type. Th. Coquand [CPM90℄ a montré que a

epter la dé�nitionindu
tive suivante 
onduisait à un paradoxe :Indu
tive X : Type := in : ((X→ Prop)→ Prop)→ X.En e�et, pour tout Y , il existe une appli
ation ψ de Y dans Y → Prop qui à y : Y asso
ie leprédi
at λy′ ⇒ y = y′. On en déduit une appli
ation φ de X → Prop dans X qui à P de type
X → Prop asso
ie (in λP ′.P = P ′). On véri�e que φ est une inje
tion : φ(P ) = φ(P ′)→ P = P ′.Il su�t alors de 
onsidérer le prédi
at P0 = λx.∃P, φ(P ) = x∧¬(P x) et de prendre x0 = φ(P0).On véri�e alors aisément que (P0 x0) est equivalent à ¬(P0 x0) d'où une in
ohéren
e.
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teLes dé�nitions indu
tives de Coq ne permettent pas de la positivité large (
'est-à-dire uneo

urren
e de la dé�nition indu
tive à la gau
he d'au moins un produit).Le s
héma général est que si la dé�nition indu
tive I apparaît dans un type d'argument d'un
onstru
teur alors 
e type d'argument à la forme :
∀(z1 : D1) . . . (zm : Dm), (I u1 . . . ul)et I n'apparaît ni dans les Di ni dans les ui.On véri�era que toutes les dé�nitions indu
tives données en exemple satisfont 
ette 
onditionde positivité.Ré
ursivité emboîtée La positivité stri
te n'interdit pas a priori que l'argument ré
ursif setrouve 
omme paramètre d'une autre dé�nition indu
tive. De fait, si un type de 
onstru
teur de ladé�nition indu
tive I a pour type (A∗I)→ I ou A∗I est la dé�nition indu
tive pour le produit de

A et de I alors, I est équivalente à une dé�nition J où le type de 
onstru
teur serait A→ J → Jet don
 stri
tement positif. De même si le 
onstru
teur est (A+I)→ I alors on peut le rempla
erpar deux 
onstru
teurs stri
tement positifs de type A → J et J → J . Cela fon
tionne même sila dé�nition imbriquée est ré
ursive, il faut alors dé�nir deux types mutuellement ré
ursifs. Sile type de 
onstru
teur est (list I)→ I on rempla
e I par une dé�nition J dé�nie de manièremutuellement ré
ursive ave
 L qui représente (list I). Le 
onstru
teur de type (list I) → Idevient un 
onstru
teur de type L→ J , les 
onstru
teurs de L sont 
eux de (list I) soit nilL : Let 
onsL : J → L→ L.Cette transformation nous montre qu'il est possible d'autoriser une o

urren
e ré
ursive del'indu
tif I 
omme paramètre d'une autre dé�nition indu
tive J . Cependant 
ertaines 
onditionsdoivent être véri�ée. L'o

urren
e de I doit apparaître stri
tement positivement en position deparamètre de la dé�nition indu
tive J , et 
e paramètre doit lui-même apparaître stri
tementpositivement dans les types d'arguments de J . On peut don
 avoir un type de 
onstru
teur de Ide la forme (list (A+ I))→ I par 
ontre si on introduitIndu
tive neg (X : Prop) : Prop := in : (X → False)→ (neg X).Alors dé�nir un indu
tif I dont un type de 
onstru
teur est (neg I)→ I est non valide.3.3.3 S
héma d'élimination ré
ursif primitifSupposons que l'on dé�nisse un indu
tif ré
ursif qui véri�e la 
ondition de stri
te positivitésans imbri
ation. Alors le s
héma d'élimination peut être renfor
é pour prendre en 
ompte le faitque la propriété que l'on 
her
he à montrer est ré
ursivement satisfaite pour les sous-termes dutype approprié.On peut don
 renfor
er le s
héma d'élimination en prenant sa forme ré
ursive :
Γ ⊢ x : (nom a1 . . . al) Γ ⊢ P : ∀(a1 : A1) . . . (al : Al), (nom a1 . . . al)→ s′

(m ∈ 1..p) Ci1
m, . . . , C

irm
m types d'arguments ré
ursifs

Γ ⊢ fm : ∀(x1 : C1
m) . . . (xnm : Cnm

m ), Ci1
m[P, xi1 ]→ · · ·Cirm

m [P, xirm ]→ (P t1m . . . tlm (
om x1 . . . xnm))

Γ ⊢ Re
(P, x, f1, . . . , fp) : (P a1 . . . al x)Si C est un type d'argument ré
ursif stri
tement positif et sans imbri
ation alors il est de laforme :
∀(z1 : D1) . . . (zn : Dn), (nom u1 . . . ul)
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C[P, x] ≡ ∀(z1 : D1) . . . (zn : Dn), (P u1 . . . ul (x z1 . . . zn))On voit que 
e s
héma d'élimination est plus général que le s
héma non ré
ursif préalablementintroduit. Il implique en parti
ulier que l'ordre stru
turel sur le type indu
tif est bien fondé. Nosobjets dans le type indu
tif ne représentent que des stru
tures qui peuvent être in�nies mais donttoutes les bran
hes ré
ursives sont �nies.Les s
hémas d'élimination ré
ursive sont engendrés automatiquement par Coq au moment dela dé�nition indu
tive. Dans le 
as d'une dé�nition de sorte Prop, le s
héma dé
laré 
orrespondà une élimination non dépendante. Les s
hémas dépendants peuvent être introduits à l'aide dela 
ommande de verna
ulaire S
heme.Dans le 
as de dé�nition indu
tive imbriquée, la forme du s
héma d'élimination ré
ursiven'est pas aussi simple à formuler. Coq ne fournit pas de fa
ilité pour les introduire, 
'est àl'utilisateur de 
on
evoir un s
héma adapté et de le démontrer à l'aide de l'élimination ré
ursiveet des 
onstru
tions par point �xe que nous allons maintenant introduire.3.3.4 Condition de gardeLe s
héma d'élimination ré
ursive était proposé par P. Martin-Löf 
omme la 
onstru
tiond'élimination de base des dé�nitions indu
tives. Il permet de 
apturer la notion de fon
tionnelledé�nie de manière primitive ré
ursive ainsi que la notion de preuve par ré
urren
e stru
turelle.Cependant, Th. Coquand a suggéré une appro
he alternative, où 
omme dans les langagesde programmation fon
tionnelle, les notions primitives sont l'élimination non ré
ursive (qui 
or-respond à l'analyse par 
as) et les dé�nitions par point �xe. Évidemment, on ne peut autorisern'importe quel point �xe sous peine de 
onstruire des termes non normalisables et d'aboutir àune in
ohéren
e. Une 
ondition syntaxique de garde permet d'a

epter les dé�nitions qui suiventun s
héma primitif ré
ursif et de préserver la terminaison.Pour 
ela, une fon
tion f peut être dé�nie par point �xe si un de ses arguments x a pourtype une dé�nition indu
tive et si dans le 
orps de f tous les appels ré
ursifs à f se font ave
 enpla
e de x un terme t que l'on re
onnaît syntaxiquement 
omme étant plus petit que x.La règle prin
ipale pour être stru
turellement plus petit que x est d'apparaître dans unebran
he d'un Case sur x et d'être l'un des sous-termes de x. Mais 
ette dé�nition peut êtreétendue. Par exemple un Case est re
onnu plus petit que x si 
ha
une de ses bran
hes est pluspetite que x (en parti
ulier s'il n'y a au
une bran
he dans le 
as de l'élimination d'une 
onditionabsurde). De même être plus petit est une opération transitive.Les points �xes de Coq sont représentés de manière anonyme par un terme :Fix(f/n : T := t)dans lequel f est une variable liée et n est un entier positif ou nul. La règle de typage est :

Γ, f : T ⊢ t : T f est gardée dans t par le n+ 1ème argument
Γ ⊢ Fix(f/n : T := t) : TLa règle de rédu
tion de point �xe est :si an+1 
ommen
e par un 
onstru
teur alors :

(Fix(f/n : T := t) a1 . . . an+1) −→ι (t{f := Fix(f/n : T := t)} a1 . . . an+1)La règle de rédu
tion est également gardée par la 
ondition que l'argument de dé
roissan
e
ommen
e par un 
onstru
teur. Ce
i permet d'éviter de poursuivre la rédu
tion du point �xe àl'intérieur du terme 
e qui violerait la terminaison forte.
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tion qui 
al
ule le minimum de deux entiers :Fix(min/0 : nat→ nat→ nat := λn.λm.Case(nat, n, 0, λn′.Case(nat,m, 0, λm′.(S (min n′ m′)))))Par 
ontre la fon
tion d'A
kermann spé
i�ée par les équations :a
k 0 m = S ma
k (S n′) 0 = a
k n′ (S 0)a
k (S n′) (S m′) = a
k n′ (a
k (S n′) m′)né
essite l'utilisation de deux points �xes imbriqués :Fix(a
k/0 : nat→ nat→ nat :=
λn.Case(nat, n,S,

λn′.Fix(a
kn/0 : nat→ nat :=
λm.Case(nat,m, (a
k n′ (S 0)), λm′.(a
k n′ (a
kn m′))))

))L'exigen
e que l'argument de dé
roissan
e soit de type indu
tif est essentielle. En e�et, du faitde la présen
e d'imprédi
ativité, on peut 
onstruire des types pour lesquels 
ertains sous-arbressont plus � grands � que l'objet initial. Ainsi si on introduit un type I ave
 un 
onstru
teur(non-ré
ursif) 
 de type (∀A : Set, A→ A)→ I. On introduit l'objet t ≡ λ(A : Set)(x : A)⇒ xde type ∀A : Set, A→ A. L'objet (
 t) est de type I. Soit une fon
tion f de type I→ I dé�niepar
f (
 x) = f (x I (
 t))On pourrait penser que l'appel ré
ursif qui se fait sur un sous-terme x de (
 x) est bien fondé.Ce n'est pas le 
as. En e�et (f (
 t)) se réduit en (f (t I (
 t))) qui se réduit en (f (
 t)) et don
se terme ne se normalise pas.3.3.5 Ré
urren
e stru
turelle versus ré
urren
e bien fondéeLa dé�nition primitive par point �xe permet de 
apturer 
ertaines fon
tions ré
ursives maisévidemment toutes les fon
tions ne suivent pas 
e 
ritère de dé
roissan
e stru
turel. Un exemple
lassique est la fon
tion qui
ksort sur les listes qui s'appelle ré
ursivement sur deux sous-listesqui sont de longueur plus petite. Évidemment, on sait ramener 
ette dé
roissan
e à un point-�xestru
turel sur un argument supplémentaire représentant la longueur de la liste. Mais on voudraitégalement pouvoir justi�er la dé�nition par point �xe, en utilisant uniquement un argument debonne fondation de la relation avoir une longueur stri
tement plus petite.Ce
i est possible en Coq en utilisant notre dé�nition d'être bien fondé.On suppose que l'on dispose d'une fon
tion split : A→ list→ list× list qui sépare uneliste l suivant un pivot a en deux listes l1 et l2 telle que la longueur de li est inférieure ou égaleà la longueur de l. On notera |l| la longueur de l, qui véri�e les propriétés :

|nil| = 0 |
ons a l| = S |l|On peut alors dé�nir une fon
tion de tri qui
k : ∀(l : list)(n : nat), |l| ≤ n → list demanière stru
turelle sur n. La dé�nition de qui
k suit le s
héma suivant :qui
k nil n = λh : |nil| ≤ n⇒ nilqui
k (
ons a l) 0 = λh : |
ons a l| ≤ 0⇒ absurd h0qui
k (
ons a l) (S n) = λh : |
ons a l| ≤ S n⇒let (l1, l2) = split a lin append (qui
k l1 n h1) (
ons a (qui
k l2 n h2))
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 h0, h1 et h2 des preuves de ⊥, |l1| ≤ n et |l2| ≤ n. Pour obtenir une fon
tion de tri de typelist → list il su�t de prendre une valeur initiale de n égale à la longueur de l. Cependant,d'un point de vue 
al
ulatoire, l'argument entier n qui a été ajouté apparaît super�u.L'alternative 
onsiste à utiliser une preuve du fait que la relation R ≡ λl,m : list⇒ |l| < |m|est bien fondée.Le programme se 
onstruit alors 
omme un terme qui
kwf de type :
∀l : list, (wf list R l)→ list. Cette preuve suit le s
héma suivant :qui
kwf nil = λ(h : wf list R nil)⇒ nilqui
kwf (
ons a l) = λ(h : wf list R (
ons a l))⇒let (l1, l2) = split a lin append (qui
kwf l1 h1) (
ons a (qui
kwf l2 h2))Ave
 h1 et h2 des preuves de (wf list R l1) et (wf list R l2) qui sont stru
turellement pluspetites que h. Ces preuves sont 
onstruites de la manière suivante. Il est possible de dé�nirwf_inv de type ∀(A : Set)(R : A → A → Prop)(x : A), wf A R x → ∀y : A,R y x → wf A R ypar : wf_inv A R x (wf_intro A R x h) = hOn remarque que (wf_inv A R x H) est stru
turellement plus petit que H 
ar obtenu en prenantun sous-terme stru
turel de H.Pour obtenir une fon
tion de type list→list il su�t d'utiliser une preuve que R est bienfondée, 
'est-à-dire d'une preuve de ∀l : list, (wf list R l).L'avantage de 
ette dé�nition est que la propriété wf peut être dé�nie dans la sorte Prop.Don
 le 
omportement 
al
ulatoire de la fon
tion qui
kwf à l'extra
tion est le 
omportementattendu. Par 
ontre, il est 
ompliqué de réduire la fon
tion qui
kwf dans Coq 
ar 
ette rédu
tionne peut avoir lieu que si la preuve h de (wf list R l) 
ommen
e par un 
onstru
teur. Pourraisonner sur de telles fon
tions, il est préférable d'établir des équations de point �xe. Cependant
es équations ne sont pas immédiates à établir. Ce problème a été étudié en détail dans la thèsede Antonia Baala [Bal02℄. Des théorèmes dans la bibliothèque Init/Wf permettent de fa
iliterles 
onstru
tions de fon
tions par point �xe.3.3.6 Dé�nitions mutuellement indu
tivesCoq a

epte de manière primitive les dé�nitions mutuellement ré
ursives. En fait de tellesdé�nitions peuvent simplement être 
odées en faisant de la dé�nition indu
tive une famille dedé�nitions indu
tives. On introduit un type A qui fait la somme disjointe des arités des di�é-rentes dé�nitions indu
tives. Les dé�nitions mutuellement indu
tives Ik seront rempla
ées parune famille indu
tive d'arité A → s dans laquelle s est la sorte des dé�nitions indu
tives. Onrempla
e dans les types de 
onstru
teur 
haque mention à une des dé�nitions mutuellement in-du
tives (Ik a1 . . . al) par la référen
e à l'instan
e appropriée de I, 
'est-à-dire (I (ink a1 . . . al)).Le s
héma d'élimination mutuellement ré
ursif des dé�nitions Ik peut également se déduire dus
héma général pour I.Exemple 4 Indu
tive arbre (A:Set) : Set :=| node : A → (foret A) → (arbre A)with foret (A:Set) : Set :=| vide : (foret A)| add : (arbre A) → (foret A) → (foret A).est équivalent à
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tive arbre_foret (A:Set) : bool → Set :=| node : A → (arbre_foret A false) → (arbre_foret A true)| vide : (arbre_foret A false)| add : (arbre_foret A true) → (arbre_foret A false)
→ (arbre_foret A false).De�nition arbre (A:Set) := arbre_foret A true.De�nition foret (A:Set) := arbre_foret A false.Dans le 
as de dé�nitions mutuellement ré
ursives, Coq engendre automatiquement un prin
iped'élimination ré
ursive pour 
haque type qui ne tient pas 
ompte des appels aux autres indu
tifsde la famille. Par 
ontre la 
ommande S
heme permet d'engendrer automatiquement les s
hémasd'élimination mutuellement ré
ursifs dans le 
as de positivité non imbriquée. Ces s
hémas peuventensuite être utilisés par la ta
tiqueElim term using theorem with instan
esen instan
iant de manière appropriée les propriétés à montrer pour les types auxiliaires.Dans le 
as de l'exemple des arbres et des forêts, la 
ommande Indu
tive introduit en parti-
ulier le s
héma suivant qui n'utilise pas la stru
ture ré
ursive de foret :arbre_ind: ∀(A:Set)(P:(arbre A)→Prop),(∀(a:A)(f:foret A), P (node A a f))→∀a:(arbre A), P aPour dé�nir arbre_foret_ind qui permet de prouver une propriété P sur les arbres en utilisantune propriété Q sur les forêts prouvée de manière mutuellement ré
ursive, on utilise :S
heme arbre_foret_re
 := Indu
tion for arbre Sort Propwith foret_arbre_re
 := Indu
tion for foret Sort Prop.On obtient alors :arbre_foret_ind :

∀(A:Set)(P:(arbre A)→Prop)(Q:(foret A)→Prop),(∀(a:A)(f:(foret A)),(Q f)→ P (node A a f))
→(P0 (vide A))
→(∀a:(arbre A),(P a)→∀f:(foret A),(Q f)→Q (add A a f))

→∀a:(arbre A), P a3.4 ExtensionsLes dé�nitions indu
tives du Cal
ul des Constru
tions Indu
tives permettent une représen-tation dire
te des types de données 
on
rets et des relations indu
tives dé�nies 
omme les pluspetites propriétés satisfaisant un ensemble de 
onditions de stabilité.Cependant, 
ette notion est insu�sante pour représenter 
ertaines stru
tures qui apparaissentnaturellement dans les développements mathématiques et informatiques.3.4.1 Stru
tures in�niesIl s'agit en parti
ulier des stru
tures potentiellement in�nies 
omme les streams (suites in-�nies), les séries mathématiques ou les expressions de pro
essus. Il est possible d'utiliser desfon
tions pour représenter de tels objets mais on aimerait une représentation plus pro
he de la
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ture 
on
rète de 
es objets. Les dé�nitions 
o-indu
tives ont une stru
ture duale des dé�-nitions indu
tives. Elles ont été ajoutées au Cal
ul des Constru
tions Indu
tives et intégrées àCoq par Eduardo Giménez. L'appro
he suivie avait été suggérée par Th. Coquand. Les dé�ni-tions 
o-indu
tives admettent 
omme s
héma d'élimination la dé�nition par 
as et 
omme règled'introdu
tion, en 
omplément des 
onstru
teurs, des dé�nitions par point �xe.3.4.2 Stru
tures quotientsLes dé�nitions (
o)-indu
tives sont des stru
tures libres, il est don
 possible de prouver quedeux 
onstru
teurs d'un type indu
tif dans Set ou Type ont des images disjointes. Supposerqu'une équation entre 
onstru
teurs est satisfaite 
onduit à une théorie in
onsistante. Pourtantles stru
tures quotients sont très utilisées (représentation des rationnels, des réels ou des lambda-termes). Plusieurs solutions ont été proposées pour ajouter des types quotients à une théorie destypes, en parti
ulier par R. Ba
khouse, M. Hofmann, S. Boutin, G. Barthe et plus ré
emment parP. Courtieu. A part NuPrl, les assistants de preuve ne proposent pas de type indu
tif quotient.C'est à l'utilisateur de gérer à la main une égalité ad-ho
 et des 
onditions de 
ompatibilité.3.4.3 Rédu
tions généraliséesLes types indu
tifs de Coq permettent de dé�nir aisément une addition sur les entiers quivéri�e les axiomes de Peano 0+x = x et (S y)+x = (S(x+ y)) 
omme des règles de 
onversion.Par 
ontre la propriété x+0 = x ou l'asso
iativité de l'addition sont prouvables mais ne sont pasdes 
onversions et doivent don
 être traités manuellement alors que les systèmes de réé
rituresavent parfaitement traiter ses égalités de manière automatique. Pour pallier 
ette di�
ulté, onétudie depuis quelques années des systèmes qui 
ombinent la réé
riture et le lambda-
al
ul typé.Une di�
ulté est de garantir la 
on�uen
e et terminaison du système résultant. Pour 
ela, il fautbien entendu restreindre la forme des réé
ritures appli
ables. Les travaux ré
ents de F. Blanquidans la lignée de 
eux de J.-P. Jouannaud et M. Okada proposent un 
adre qui 
apture un trèslarge sous-ensemble des dé�nitions indu
tives de Coq et permet de dé�nir des fon
tions par dessystèmes de réé
riture véri�ant un 
ertain s
héma. De manière alternative, J.-P. Jouannaud, A.Rubio et D. Walukiewi
z-Chrz¡sz
z proposent un ordre RPO appli
able aux termes du Cal
uldes Constru
tions qui garantit la préservation par ajout de règles de réé
riture.



Chapitre 4Types 
oindu
tifs dans Coq4.1 Introdu
tion4.1.1 Types 
on
retsOn appellera type 
on
ret un type I spé
i�é par la donnée d'un ensemble �ni de 
onstru
teursqui sont des 
onstantes dont le type a pour 
on
lusion une instan
e de I.On attend d'un type 
on
ret la propriété suivante : tout terme 
los de 
e type se réduit enun terme 
ommençant par un 
onstru
teur.4.1.2 Types ré
ursifs positifsLorsque le type I apparait dans un type d'un argument d'un 
onstru
teur alors le type estdit ré
ursif.Si de plus les o

urren
es de I sont positives dans les arguments des 
onstru
teurs alors ondira que le type 
on
ret est positif.Un modèle de 
es types est donné par des arbres dont les n÷uds sont indi
és par les 
onstru
-teurs et dont 
ertaines bran
hes peuvent être des fon
tions renvoyant des familles d'arbres demême nature 
e qui permet de représenter par un terme �ni un bran
hement in�ni. C'est le 
aspar exemple des notations ordinales introduites dans le paragraphe 3.3.1.On peut vouloir se restreindre aux stru
tures dont 
haque bran
he est �nie (même si du faitdes bran
hements in�nis, la stru
ture elle-même n'est pas �nie). On parlera alors d'objet bienfondé dans le type positif. Lorsqu'on se restreint à 
es objets bien fondés, on peut disposer deprin
ipes de ré
urren
e pour le type, soit sous la forme d'une ré
urren
e stru
turelle généralisée,soit en disant que l'ordre sous-terme est bien fondé.Mais il peut être intéressant de disposer aussi d'un type qui pourrait 
ontenir des arbresdont les bran
hes sont potentiellement in�nies. Il ne s'agit pas alors de se donner un prin
ipe deré
urren
e pour raisonner sur 
es objets mais au 
ontraire des opérateurs pour 
onstruire de telsobjets in�nis, en e�et l'appli
ation des seuls 
onstru
teurs ne 
onstruira que des objets �nis.4.2 Exemple des listes in�niesL'exemple de base qui est donné pour de tels types in�nis est 
elui des listes 1:Coq < Variable A : Set.1on pourra trouver la dé�nition de Streams dans la bibliothèque theories/Lists54
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tive ListI : Set := NilI : ListI | ConsI : A -> ListI -> ListI.Coq < CoIndu
tive Stream : Set := Cons : A -> Stream -> Stream.Dans le 
as de ListI les listes peuvent être �nies ou in�nies, dans le 
as de Stream, il n'y aque des listes in�nies dans 
e type.Exer
i
e: Montrer que si on dé�nit le type Stream de manière indu
tive et pas 
oindu
tivealors 
e type est vide, 
'est-à-dire que l'on a une preuve de Stream→ False.4.2.1 Prin
ipe de destru
tivitéIl faut garder à l'esprit que l'on 
her
he à préserver la propriété des types 
on
rets que 
haqueterme 
los se réduira vers un terme qui 
ommen
e par un 
onstru
teur.Dans le 
as des streams, 
ela revient à dire que tout terme de type Stream est égal à (Cons a l)pour un 
ertain a : A et l : Stream 
e qui peut s'é
rire:Coq < Lemma Stream_destr : forall P:Stream -> Set,Coq < (forall (a:A) (l:Stream), P (Cons a l)) -> forall s:Stream, P s.D'un point de vue plus opérationnel, si toute valeur de type Stream peut être réduite vers unterme 
onstruit ave
 Cons alors on peut utiliser un opérateur de dé�nition par �ltrage:Coq < Variable C : Set.Coq < Variable f : A -> Stream -> C.Coq < Che
k (fun s:Stream => mat
h s withCoq < | Cons a l => f a lCoq < end).fun s : Stream => mat
h s with| Cons a l => f a lend: Stream -> Cet on a la rédu
tion suivante:Coq < Eval 
ompute inCoq < (fun (b:A) (s:Stream) => mat
h Cons b s withCoq < | Cons a l => f a lCoq < end).= fun (b : A) (s : Stream) => f b s: A -> Stream -> CCe
i permet de dé�nir les fon
tions d'a

ès au premier élément de la liste ainsi qu'à sa queue:Coq < Definition head (x:Stream) := mat
h x withCoq < | Cons a _ => aCoq < end.Coq < Definition tail (x:Stream) := mat
h x withCoq < | Cons _ s => sCoq < end.En 
ombinant 
es deux fon
tions et par ré
urren
e stru
turelle sur n il est possible de dé�nir lafon
tion d'a

ès au n-ème élément d'une liste.



6 janvier 2010 56Coq < Fixpoint nth (n:nat) (s:Stream) {stru
t n} : A :=Coq < mat
h n withCoq < | O => head sCoq < | S m => nth m (tail s)Coq < end.4.2.2 Prin
ipe de 
o-itérationTout 
omme les bran
hements in�nis étaient en fait représentés par des fon
tions qui sont unenotation �nie pour représenter une in�nité de valeurs, les bran
hes in�nies seront représentéesintentionnellement par des programmes permettant de les développer aussi loin que né
essaire.Le prin
ipe dit de 
o-itération a le type suivant:Coq < Definition Stream_
oiter : forall X:Set, (X -> A) -> (X -> X) -> X -> Stream.Le prin
ipe de base pour représenter un liste in�nie par un objet �ni est de se donner un type Xquel
onque, une fon
tion out de type X → A une fon
tion tran de type X → X et un objet xde type X. Ces 
omposantes permettent de 
onstruire un pro
essus dont l'état est 
omposé d'unregistre de type X dont la valeur initiale est x et des deux fon
tions out et tran. On obtientalors une stream (Stream_
oiter out tran x) que l'on notera également (X, out, tran, x). Onpeut interpréter 
ette stream 
omme un pro
essus : A 
haque étape 
e pro
essus a une valeur
x dans son registre il peut émettre une valeur de type A donnée par (out x) et transformer sonregistre en la valeur (tran x). Si on appelle p la fon
tion qui prend en entrée la valeur x duregistre et renvoie la stream (X, out, tran, x) alors on a :

(p x) = (Cons (out x) (p (tran x))) (4.1)Tout 
omme il existe plusieurs algorithmes qui implantent la même fon
tion, la même liste in�niepourra être engendrée par des pro
essus très di�érents.Par exemple on peut engendrer la suite des puissan
es su

essives de n : 1 n n2 . . . nk . . . desdeux manières suivantes en prenant dans les deux 
as un registre de type entier:� Pour tran la fon
tion su

esseur: (tran k) = k + 1, pour out la fon
tion (out k) = nk etpour valeur initiale 0.� Pour fon
tion tran la fon
tion (tran k) = k×n pour out la fon
tion identité: (out k) = ket pour valeur initiale 1.S'il faut 
al
uler un segment de 
ette suite alors la se
onde méthode sera plus e�
a
e.En général si on se donne une fon
tion f : nat→ A alors 
elle-
i peut être implantée par unestream de registre entier initialisée à 0 de fon
tion out égale à f et de fon
tion tran égale à lafon
tion su

esseur. Si 
ette stream permet de 
al
uler toutes les valeurs su

essives de f , ellene tient pas 
ompte des 
al
uls pré
édents pour le faire.Les streams dé�nies par 
o-itération peuvent véritablement se voir 
omme des petits 
ir
uitsséquentiels.4.2.3 Prin
ipe de 
o-ré
ursionDans le prin
ipe de 
o-itération, le pro
essus fournit des valeurs su

essives en mettant à jourle registre mais ne modi�e jamais sa stru
ture interne (type du registre, ou fon
tions de sortieou de transition).Ce n'est pas théoriquement un problème. En e�et supposons que l'on veuille faire évoluer unpro
essus (X1, out1, tran1, x1) vers un pro
essus (X2, out2, tran2, x2) il su�t de le prévoir enavan
e et d'appliquer le prin
ipe de 
oitération à un registre de type la somme disjointe X1 +X2
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tion de sortie qui utilise out1 lorsque le registre est dans l'état X1 et out2lorsque le registre est dans l'état X2, quant à la fon
tion de transition elle peut 
hoisir de laisserle pro
essus dans l'état X1 ou X2 ou au 
ontraire d'e�e
tuer une transition d'un état X1 dansun état X2 ou inversement.Il y a une manière systématique de 
apturer 
ette possibilité de transformation dans l'im-plantation d'une stream, 
'est le prin
ipe de 
o-ré
ursion:Coq < Definition Stream_
ore
 :Coq < forall X:Set, (X -> A) -> (X -> X + Stream) -> X -> Stream.La fon
tion de transition peut soit 
hoisir de renvoyer un pro
essus de même implantation,soit 
hoisir de transformer le pro
essus en un nouvel objet de type Stream pouvant avoir uneimplantation 
omplètement di�érente.Exer
i
e: Montrer que la propriété de 
oré
ursion Stream_
ore
 se déduit de la 
oitérationStream_
oiter.La propriété attendue pour l'opérateur de 
o-ré
ursion est la suivante :
(p x) = (Cons (out x) Cases (tran x) of (inl x′)⇒ (p x′) | (inr s)⇒ s end) (4.2)4.2.4 Dé�nitions par points �xesDans les langages de programmation fon
tionnels qui manipulent des stru
tures in�nies (parexemple les langages de la famille ML paresseux tels que Haskell), il n'est pas question d'opé-rateur de 
o-itération, on utilise simplement le point �xe général du langage et la paresse del'évaluation pour 
onstruire des stru
tures in�nies. En reprenant les équations dé�nissant lespropriétés des streams dé�nies par 
oitération ou 
oré
ursion, on voit que 
es streams auraientpu être dire
tement dé�nies par les équations ré
ursives 4.1 ou 4.2.Cependant dans notre appro
he, nous avons supposé a priori que toute liste était in�nie eten parti
ulier possédait un objet de tête. Il ne sera don
 pas possible d'a

epter n'importe quelledé�nition de point �xe.L'exemple 
lassique de liste problématique est la fon
tion qui �ltre une liste in�nie en negardant que les objets qui véri�ent une 
ondition P . Dans un langage de programmation oné
rirait 
omme 
orps de la dé�nition de (filtre P s):Cases s of (Cons a l)⇒ if (P a) then (Cons a (filtre P l)) else (filtre P l) endCette dé�nition n'est pas 
orre
te sans information supplémentaire, en e�et si la liste ne pos-sède plus à partir d'un 
ertain rang d'éléments qui véri�e P alors la liste (filtre P s) n'est pasin�nie. Renvoyer le résultat dans le type des listes �nies ou in�nies ne solutionne pas le problèmepuisqu'on ne sais pas dé
ider si la liste s'arrête ou pas en ayant examiné un fragment initial. Lemême problème se pose d'ailleurs si les listes in�nies sont représentées par des fon
tions totales.Pour 
ontourner 
ette di�
ulté on peut adopter plusieurs appro
hes 
omme par exempleintroduire un 
onstru
teur silen
ieux pour les listes résultats qui sera introduit dans le 
as oùl'élément ne véri�e pas P . On peut aussi ajouter un élément de preuve qui va garantir que P estvrai in�niment souvent dans s.4.3 Dé�nition des types 
o-indu
tifs dans CoqNous montrons maintenant les di�érentes 
onstru
tions disponibles dans Coq pour manipulerles stru
tures in�nies.



6 janvier 2010 584.3.1 Types de données in�nisCeux-
i se spé
i�ent à l'aide d'une 
onstru
tion analogue à 
elle des dé�nitions indu
tivesmais utilisant le mot 
lé CoIndu
tive. On a vu la dé�nition du type des listes.L'opéateur de destru
tion par �ltrage Cases traite de la même manière les dé�nitions indu
-tives et 
oindu
tives. Il exprime juste qu'une valeur dans le type 
on
ret est formé à partir del'un des 
onstru
teurs du type.4.3.2 Conditions de gardesLes dé�nitions d'objets in�nis se font à l'aide d'un point �xe gardé par des 
onstru
teurs,il n'y a pas besoin de spé
i�er d'argument de dé
roissan
e 
omme dans le 
as de dé�nitionindu
tive.Exemples de streams sur les entiersCoq < CoFixpoint zeros : Stream nat := Cons 0 zeros.zeros is 
ore
ursively definedCoq < CoFixpoint from (n:nat) : Stream nat := Cons n (from (S n)).from is 
ore
ursively definedCoq < Parameter n : nat.n is assumedCoq < CoFixpoint puis (nk:nat) : Stream nat := Cons nk (puis (nk * n)).puis is 
ore
ursively definedDé�nitions des opérateurs de 
o-itération et 
o-ré
ursionCoq < Variables A X : Set.A is assumedX is assumedCoq < Variable out : X -> A.out is assumedCoq < Variable tran : X -> X.tran is assumedCoq < CoFixpoint Stream_
oiter (x:X) : Stream A :=Coq < Cons (out x) (Stream_
oiter (tran x)).Stream_
oiter is 
ore
ursively definedCoq < Variable tran_re
 : X -> X + Stream A.tran_re
 is assumedCoq < CoFixpoint Stream_
ore
 (x:X) : Stream A :=Coq < Cons (out x)Coq < mat
h tran_re
 x withCoq < | inl x' => Stream_
ore
 x'Coq < | inr s => sCoq < end.Stream_
ore
 is 
ore
ursively defined
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ondition de garde stipule qu'un appel ré
ursif ne peut avoir lieu que sous au moinsun 
onstru
teur (et il doit alors être en position d'argument ré
ursif) et sous uniquement des
onstru
teurs, en parti
ulier un appel ré
ursif ne doit pas se trouver en position d'argument d'unsymbole de fon
tion ou dans la partie prin
ipale d'un �ltrage, par 
ontre il peut être dans labran
he d'une dé�nition par 
as. Par exemple pour dé�nir la fon
tion map sur les streams.Coq < Variable B : Set.B is assumedCoq < Variable f : A -> B.f is assumedCoq < CoFixpoint map (s:Stream A) : Stream B :=Coq < mat
h s withCoq < | Cons a l => Cons (f a) (map l)Coq < end.map is 
ore
ursively definedExemples de dé�nitions mal formées On véri�e que la fon
tion filter n'est pas a

eptée.Coq < Parameter P : A -> bool.P is assumedCoq < CoFixpoint filtre (s:Stream A) : Stream A :=Coq < mat
h s withCoq < | Cons a l => if P a then Cons a (filtre l) else filtre lCoq < end.Error:Re
ursive definition of filtre is ill-formed.In environmentA : SetX : Setout : X -> Atran : X -> Xtran_re
 : X -> X + Stream AB : Setf : A -> Bfiltre : Stream A -> Stream As : Stream Aa : Al : Stream AUnguarded re
ursive 
all in "filtre l".Cependant, 
ertaines dé�nitions qui sont sémantiquement produ
tives ne sont pas a

eptées par
e 
ritère essentiellement syntaxique :Coq < CoFixpoint bad : Stream nat := Cons 0 (map S bad).Error:Re
ursive definition of bad is ill-formed.In environmentbad : Stream natUnguarded re
ursive 
all in"
ofix map (s : Stream nat) : Stream nat :=
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h s with| Cons a l => Cons (S a) (map l)end".D'autres systèmes [Gim97℄ permettent une toléran
e plus grande vis-à-vis de 
es dé�nitions.4.3.3 Rédu
tionComme dans le 
as des dé�nitions 
o-indu
tives, il est né
essaire de "garder" également larédu
tion a�n de ne pas perdre la normalisation forte.Un point �xe est une forme normale :Coq < Eval 
ompute in zeros.= 
ofix zeros : Stream nat := Cons 0 zeros: Stream natCoq < Eval 
ompute in (from 0).= (
ofix from (n : nat) : Stream nat := Cons n (from (S n))) 0: Stream natSi f est dé�nie 
omme le 
o-�xpoint de la fon
tionnelle F par f := λx ⇒ (F f x) alors larédu
tion (f x) −→ι (F f x) ne se produira que si f se trouve en position de tête dans unedé�nition par 
as. La ι-rédu
tion a don
 pour forme :mat
h (f x) with . . . end −→ι mat
h (F f x) with . . . endLa preuve de normalisation forte peut se trouver dans [Gim96b℄.Cette propriété de rédu
tion est su�sante pour 
al
uler n'importe quelle valeur d'une stream :Coq < Eval 
ompute in (head (from 0)).= 0: natCoq < Eval 
ompute in (tail (from 1)).= (
ofix from (n : nat) : Stream nat := Cons n (from (S n))) 2: Stream natCoq < Eval 
ompute in (nth 6 (from 0)).= 6: natEn pratique, il est possible de faire une preuve de :
(f x) = (F f x)dans laquelle l'égalité est 
elle de Leibniz, alors que (f x) et (F f x) ne sont pas dire
tement
onvertibles. Pour 
ela il faut passer par une étape intermédiaire analogue à une η-expansion quenous allons expliquer maintenant :Soit I un type indu
tif ave
 n 
onstru
teurs c1, . . . , cn. Il est fa
ile de montrer par 
as sur xla propriété suivante que nous appelerons η :

x = mat
h x with (c1 ~x)⇒ (c1 ~x) | . . . (cn ~x)⇒ (cn ~x) endOn pro
ède ensuite de la manière suivante :
(f x) = mat
h (f x) with (c1 ~x)⇒ (c1 ~x) | . . . (cn ~x)⇒ (cn ~x) end (η)

= mat
h (F f x) with (c1 ~x)⇒ (c1 ~x) | . . . (cn ~x)⇒ (cn ~x) end (ι)
= (F f x) (η)
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as des streams, le lemme de η-expansion aura la forme suivante :Coq < Lemma Stream_eta : forall (A:Set) (x:Stream A),Coq < x = (mat
h x with Cons a l => Cons a l end.)Coq < destru
t x; trivial.Coq < Qed.Coq < Hint Resolve Stream_eta.On montre ensuite les propriétés attendues :Coq < Lemma puis_eq : forall k:nat, puis k = Cons k (puis (k * n)).Coq < intros; transitivity (Stream_eta (puis k)); simpl in |- *;Coq < trivial.4.3.4 Familles 
oindu
tivesLe s
héma de dé�nition de familles indu
tives suit le s
héma de dé�nition des types indu
tifs.Il en est de même pour les dé�nitions de familles 
o-indu
tives.Une famille dé�nie 
o-indu
tivement est une propriété dont les preuves peuvent être desobjets in�nis.Supposons que l'on veuille justi�er que de streams (potentiellement in�nies) sont extension-nellement égales, 
'est-à-dire que les valeurs de leurs di�érents éléments sont les mêmes. Onpourrait le faire en utilisant un entier n et l'a

ès à la n-ème valeur d'une stream. Cependant, sile type 
o-indu
tif devient plus 
ompliqué, alors l'a

ès aux 
omposantes va né
essiter l'introdu
-tion de types de données assez 
omplexes. Il est plus naturel d'utiliser une dé�nitions stru
turellede l'égalité. Deux objets 
o-indu
tifs sont égaux si ils 
ommen
ent par le même 
onstru
teur etque les 
omposantes sont égales. Évidemment, dans le 
as d'objets in�nis, on ne peut utiliser unedé�nition indu
tive de l'égalité. Il faut avoir re
ours à une dé�nition 
o-indu
tive pour 
apturerl'égalité d'objets in�nis.Dans le 
as des streams, 
ela donne :Coq < Parameter A : Set.<Your Ta
ti
 Text here>Error: Attempt to save an in
omplete proofCoq < CoIndu
tive EqStream : Stream A -> Stream A -> Prop :=Coq < EqStream_intro : forall s1 s2:Stream A, head s1 = head s2 ->Coq < EqStream (tail s1) (tail s2) -> EqStream s1 s2.Error: Cannot de
lare an assumption while in proof editing mode.Une variante équivalente est :Coq < CoIndu
tive EqStream2 : Stream A -> Stream A -> Prop :=Coq < EqStream2_intro : forall (a:A) (s1 s2:Stream A),Coq < EqStream2 s1 s2 -> EqStream2 (Cons a s1) (Cons a s2).Toplevel input, 
hara
ters 42-43:> CoIndu
tive EqStream : Stream A -> Stream A -> Prop :=> ^Error: The referen
e A was not found in the 
urrent environment.Les preuves de dé�nitions de relations 
o-indu
tives suivent les même règles que les types 
oin-du
tifs. On peut leur appliquer des analyses par 
as, des inversions ou bien 
onstruire des preuves
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o-itération, 
o-ré
ursion ou plus généralement par point �xe gardé. Cette dernière méthodes'avère la plus souple. Cependant sa manipulation pour la 
onstru
tion de preuves peut êtreparfois déli
ate. En e�et les preuves sont 
onstruites intera
tivement par des ta
tiques. Pour les
onstru
tions par point �xe, une ta
tique t(Cofix) existe. Elle introduit dans le but une hypo-thèse identique à la propriété à prouver mais qui ne pourra être utilisée que de manière gardée.Véri�er que la 
ondition de garde est toujours satisfaite après 
haque appli
ation de ta
tiqueest trop 
outeûx, aussi 
ette véri�
ation n'est faite qu'au moment de la sauvegarde de la preuve�nale ou bien à la demande expli
ite de l'utilisateur.Exemples de preuves par point �xe Nou pouvons montrer que l'égalite sur les streams estré�exive, symétrique et transitive :Coq < Lemma EqStreamRefl : forall x:Stream A, EqStream x x.Coq < 
ofix; 
onstru
tor; trivial.Toplevel input, 
hara
ters 40-48:> Lemma EqStreamRefl : forall x:Stream A, EqStream x x.> ^^^^^^^^Error: The referen
e EqStream was not found in the 
urrent environment.Coq < Lemma EqStreamSym : forall x y:Stream A, EqStream x y -> EqStream y x.Coq < 
ofix; intros.Toplevel input, 
hara
ters 57-65:> Lemma EqStreamSym : forall x y:Stream A, EqStream x y -> EqStream y x.> ^^^^^^^^Error: The referen
e EqStream was not found in the 
urrent environment.Coq < inversion_
lear H; 
onstru
tor; auto.Toplevel input, 
hara
ters 5-10:> 
ofix; intros.> ^^^^^Error: All methods must 
onstru
t elements in 
oindu
tive types.Coq < Lemma EqStreamTrans :Coq < forall x y z:Stream A, EqStream x y -> EqStream y z -> EqStream x z.Coq < 
ofix; intros.puis_eq < Toplevel input, 
hara
ters 87-95:> forall x y z:Stream A, EqStream x y -> EqStream y z -> EqStream x z.> ^^^^^^^^Error: The referen
e EqStream was not found in the 
urrent environment.Coq < inversion_
lear H; inversion_
lear H0; 
onstru
tor.Toplevel input, 
hara
ters 5-10:> 
ofix; intros.> ^^^^^Error: All methods must 
onstru
t elements in 
oindu
tive types.Coq < transitivity (head y); auto.Toplevel input, 
hara
ters 5-22:> inversion_
lear H; inversion_
lear H0; 
onstru
tor.> ^^^^^^^^^^^^^^^^^Error: No su
h se
tion variable or assumption: H.



6 janvier 2010 63Coq < apply EqStreamTrans with (tail y); trivial.Toplevel input, 
hara
ters 24-25:> transitivity (head y); auto.> ^Error: The referen
e y was not found in the 
urrent environment.On peut également montrer que l'égalité ainsi dé�nie est bien la plus grande relation R quivéri�e : (R s1 s2)⇒ (head s1) = (head s2) ∧ (R (tail s1) (tail s2)). Il su�t de montrer que si
R est une telle relation alors : (R s1 s2) ⇒ (EqStream s1 s2). Cette preuve se fait aisément enutilisant un point �xe est est laissée en exer
i
e.4.4 Appli
ations4.4.1 Cal
ul de pro
essusLes dé�nitions 
o-indu
tives sont utiles à la modélisation de pro
essus parallèles. En e�etune dé�nition 
o-indu
tive d'une algèbre de pro
essus permet de pouvoir dé�nir des pro
essusré
ursifs sans avoir expli
itement à manipuler un opérateur de ré
ursion. D'autres part les dé�-nitions de bisimulation entre pro
essus sont naturellement des dé�nitions 
o-indu
tives. Dans les
ontributions du système Coq, on trouvera des modélisations de plusieurs algèbres de pro
essus(CCS, CBS) ainsi que du π-
al
ul.4.4.2 Logique temporelleLes dé�nitions 
o-indu
tives permettent également de dé�nir naturellement 
ertains opéra-teurs de la logique temporelle. Si on suppose donnée un système de transitions R sur des étatsde type X.Les formules de la logique temporelle ont pour interprétation in ensemble d'états. On peutdé�nir les propriétés de la logique temporelle, en les représentant dire
tement par leur semantique.Il sera alors très simple de dé�nir de manière 
o-indu
tive les opérateurs All et Ex sur lesformules. La sémantique de All (resp. Ex) est que soit P une formule et x un état, pour tout
hemin (resp. pour un 
hemin) issu de x, la formule P est véri�ée.Coq < Se
tion Logique_temporelle.Coq < Variable X : Set.Coq < Variable R : X -> X -> Prop.Coq < Variable P : X -> Prop.Coq < CoIndu
tive All : X -> Prop :=Coq < All_intro : forall x:X, P x -> (forall y:X, R x y -> All y) -> All x.Coq < CoIndu
tive Ex : X -> Prop :=Coq < Ex_intro : forall x:X, P x -> ( exists y : X, R x y /\ Ex y) -> Ex x.Coq < End Logique_temporelle.4.4.3 Autres appli
ationsLes dé�nitions 
o-indu
tives peuvent également être utilisées pour représenter des suitesin�nies, par exemple des suites de rationnels permettant de représenter des entiers.



Chapitre 5Ar
hite
ture des assistants à ladémonstration5.1 Ar
hite
ture de CoqLe système Coq repose sur un noyau de véri�
ation du Cal
ul des Constru
tions Indu
tives.Les opérations de base de 
e noyau 
onsistent à ajouter une dé
laration (variable, dé�nition,dé
laration indu
tive, module) dans l'environnement. Cela né
essite d'e�e
tuer le typage destermes en parti
ulier de 
ontr�ler des 
ontraintes d'univers et de pouvoir tester la 
onvertibilitéde deux termes, 
e qui passe par des étapes de rédu
tion.Au dessus de 
e noyau, est 
onstruit un langage de des
ription de haut niveau qui est 
ompilévers le CCI. Ce langage permet de laisser 
ertaines informations impli
ites, par exemple d'uti-liser des 
oer
ions entre di�érents types de données, d'utiliser les dépendan
es entre types pouromettre 
ertains arguments de fon
tion qui seront 
al
ulés par uni�
ation. Le mé
anisme de dé�-nition par �ltrage est également 
ompilé vers le �ltrage atomique du CCI. On pourrait avoir desmé
anismes de dé�nition ré
ursive de fon
tions pro
hes des langages de programmation et é
riredes termes in
omplets qui né
essitent des preuves 
omplémentaires (par exemple pour traiteragréablement des fon
tions partielles). La distin
tion de 
es deux niveaux permet une souplessed'expression sans modi�er la théorie de base (en parti
ulier sans risque de la rendre in
ohérente).Par 
ontre elle introduit une distan
e entre 
e que l'utilisateur é
rit et 
e que la ma
hine prouve.Te
hniquement, 
ela 
omplexi�e l'intera
tion ave
 l'utilisateur (a�
hage, déte
tion des erreurs).Un se
ond aspe
t de l'ar
hite
ture de Coq est le mé
anisme de 
onstru
tion de preuvesqui se fait à l'aide de ta
tiques. Partant d'une propriété à montrer, on 
her
he à 
onstruireune preuve (dans le 
as de Coq, un terme de 
e type). Cela se fait à l'aide de ta
tiques quitravaillent sur un arbre de preuve dont la ra
ine 
orrespond à la propriété P à établir et lesfeuilles un ensemble de propriétés su�santes pour prouver P . Les ta
tiques peuvent implanterdes pro
édures arbitrairement 
omplexes. Dans Coq, lorsque l'arbre n'a plus de feuilles, un termede preuve est re
onstruit puis véri�é par le noyau. On peut imaginer di�érents langages pourexprimer les étapes de preuve.5.2 Critères de 
lassi�
ationIl est d'usage de 
lasser les systèmes d'aide (ou assistants) à la démonstration selon les 
ritèressuivants [Bar81, Wieb, Wiea℄.� Critère de de Bruijn� Logique ou méta-logique� Prin
ipe de Poin
aré 64



6 janvier 2010 65� La représentation des preuves� Développement intera
tif des preuves� Degré d'automatisationDans la suite, on dé
rira 
es di�érents 
ritères et on analysera divers systèmes de développe-ments de démonstration (ACL2, PVS, HOL, Isabelle, MetaPrl - an
iennement NuPrl -, Mizar etCoq) à travers 
es 
ritères.Le 
ritère de de Bruijn Le 
ritère de de Bruijn 
ara
térise les systèmes dont la part dédiéeà la 
erti�
ation de la 
orre
tion des preuves est petite et bien délimitée.Cha
un des systèmes HOL, Isabelle et Coq a un � noyau � 
onsa
ré à la 
erti�
ation despreuves et en 
e sens véri�e le 
ritère de de Bruijn. Toutefois, autant les noyaux de HOL etIsabelle restent assez petits, autant 
elui de Coq est assez 
onséquent (en parti
ulier en raisonde la gestion des types indu
tifs et de la rédu
tion).En revan
he, ni Mizar, ni PVS n'ont une notion de � noyau � bien délimité. En parti
ulier, denouvelles méthodes de preuves peuvent être ajoutées à 
es systèmes et la 
orre
tion des preuvesnouvellement obtenues ne dépendra que de la 
orre
tion de l'implantation de la nouvelle méthode,pas d'un � noyau � stable et préalablement bien 
ir
ons
rit.Logique ou méta-logique ? Le 
hoix des systèmes Isabelle et MetaPrl est de fournir non pasune logique mais une méta-logique (� logi
al framework �) permettant de dé
larer les signatureset règles d'inféren
es de logiques arbitraires. Dans la pratique, 
ompte tenu du développementd'une bibliothèque minimale né
essaire à toute formalisation 
onséquente, seules peu de logiquessont e�e
tivement implantées dans un système basé sur une méta-logique. Ainsi, Isabelle parexemple, o�re essentiellement des bibliothèques pour la logique d'ordre supérieur de Chur
h(HOL) et la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel (ZF).Le prin
ipe de Poin
aré Le prin
ipe de Poin
aré [Poi02℄ 
ara
térise les systèmes qui dis-tinguent entre simples véri�
ations 
al
ulatoires et étapes de preuve. Poin
aré prend l'exemplede la propriété 2+2 = 4 qui ne se justi�e pas par une preuve mais plut�t par une véri�
ation par
al
ul. Des systèmes 
omme Coq, Isabelle, MetaPrl, PVS et HOL utilisent une règle de 
onver-sion qui identi�e des propriétés équivalentes modulo 
ertaines règles de 
al
ul. Dans HOL, 
etterègle de 
onversion ne prend en 
ompte que la β-rédu
tion dans un lambda-
al
ul simplementtypé alors que dans Coq, on identi�e les termes modulo la ι-rédu
tion qui permet de 
al
ulerune grande 
lasse de fon
tions ré
ursives. Mizar par 
ontre n'intègre pas de notion de 
al
ul.Le prin
ipe de Poin
aré peut être implanté à des degrés très divers. Par exemple, dans leCal
ul des Constru
tions Indu
tives, une preuve de 0 + n = n relève de la simple véri�
ation(
'est la règle de 
onversion) tandis qu'une preuve de n+ 0 = n né
essite une étape d'indu
tionet des étapes de réé
riture. Autrement dit, dans le Cal
ul des Constru
tions Indu
tives, seulun quotient relativement à une évaluation séquentielle des programmes est introduit dans lalogique. On pourrait ainsi imaginer d'étendre la règle de 
onversion à un quotient relativement àune évaluation non déterministe des programmes. C'est 
e que se propose de faire les extensionsdu 
al
ul des 
onstru
tions ave
 des règles de réé
riture.Toutefois, il existe une manière de ramener toute pro
édure de simpli�
ation dé
idable à uneappli
ation de la règle de 
onversion et une étape de réé
riture. C'est le mé
anisme de ré�exion.La représentation des preuves Un système de preuve peut soit valider une preuve sansgarder au
une tra
e de la véri�
ation autre que le sour
e de la preuve. C'est le 
as de PVS etACL2. Ce
i est for
ément le 
as lorsqu'au
un � noyau � ne véri�e les preuves. Toutefois, unsystème peut véri�er le 
ritère de de Bruijn et ne pas garder de tra
e des preuves. C'est le 
as de



6 janvier 2010 66HOL qui déduit de nouveaux théorèmes à partir de règles d'inféren
e bien dé�nies sans garderde tra
e de quelles règles ont été appliquées pour valider tel ou tel théorème.Un système peut valider les preuves sous la forme d'un terme de preuve. C'est le 
as de Coqet Isabelle.Le développement intera
tif des preuves Tous les systèmes n'o�rent pas un mé
anismede développement intera
tif de preuves. Par exemple, Mizar et ACL2 ne peuvent que véri�er unepreuve dans sa globalité. En 
as de non validation, l'utilisateur doit apporter des modi�
ationsglobales à la preuve.De l'autre 
�té, les systèmes HOL, Coq, Isabelle et PVS, héritent tous de la notion de ta
-tique introduite dans le système LCF et o�rent ainsi la possibilité de développement de preuveintera
tifs.Le degré d'automatisation Le degré d'automatisation est un fa
teur 
lé dans la di�usiondes assistants de preuve en dehors du milieu des logi
iens. Souvent, l'automatisation, 
ar elleapplique des méthodes � de for
e brute � s'oppose au sou
i de lisibilité des preuves : un énon
émême simple aura fa
ilement une preuve 
omplexe, et en tout 
as non dire
te. Une réponse à 
esou
i est une nouvelle fois le mé
anisme de preuve par ré�exion qui isole la méthode de preuveen une étape élémentaire (à l'é
helle humaine) de démonstration.PVS et ACL2 sont a
tuellement les systèmes les plus automatisés parmi 
eux mentionnés
i-dessus. Viennent ensuite Isabelle, puis HOL et Coq.5.3 Autres systèmesOn peut mentionner de nombreux autres systèmes dont les bibliothèques et la base d'utilisa-teur sont moins développées.Lego [Pol℄ est une implémentation du Cal
ul des Constru
tions enri
hie par des dé
larationsde types indu
tifs. Le système Plasti
 [Gro℄ est une 
ontinuation de Lego expérimentant diversmé
anismes de 
oer
ions. Ces systèmes sont développés à Edimbourg et Durham au Royaume-Uni.Alfa/Agda [Coq℄ est un système expérimental de développement de preuve � 
omme unprogramme �: les preuves sont des λ-termes qui sont saisis intera
tivement via une interfa
egraphique. Ces systèmes sont développés à l'université de Chalmers en Suède.PhoX [Raf℄ est un système basé sur l'arithmétique d'ordre 2 manipulant des programmesML ave
 inféren
e de type polymorphe à la Milner. Son utilisation est importante en milieuenseignant. Il est développé par C. Ra�ali à l'université de Savoie.Twelf [PS℄ est une méta-logique dotée d'un mé
anisme d'uni�
ation d'ordre supérieur. Twelfest utilisé pour modéliser la sémantique de langages de programmation. Ce système est développéà Carnegie Mellon University dans l'équipe de Frank Pfenning.5.4 Preuves par ré�exionLa ré�exion est une te
hnique permettant de rempla
er les étapes de preuves asso
iées à unepro
édure de simpli�
ation ou de dé
ision en la 
ombinaison d'une unique étape de preuve et du
al
ul. En 
e sens, la te
hnique de ré�exion suit le prin
ipe de Poin
aré qui 
onsiste à sortir dulangage de preuve les méthodes de preuves qui se ramènent à un simple 
al
ul.



6 janvier 2010 675.4.1 Utilisation de preuves de dé
idabilitéSupposons qu'une propriété A sur un ensemble U soit dé
idable. On a alors une preuve de
 dela propriété ∀x : U.{A x}+{¬(A x)}. On en déduit aisément une fon
tion de dé
ision booléenne :de
_bool : U → bool et sa propriété de 
orre
tion :
orre
t : ∀x : U.(de
_bool u) = true→ A u.Supposons que l'on veuille prouver la propriété (A u) pour un terme u 
los. Le terme
(de
_bool u) est 
los et de type bool, il doit s'évaluer vers la valeur true. Une preuve pos-sible de (A u) est don
 : 
orre
t u (refl true)La véri�
ation que 
e terme est de type (A u) né
essite de typer u puis de typer (refl true) detype (de
_bool u) = true 
e qui revient à réduire (de
_bool u) en true, 
e qui peut né
essiterun 
al
ul 
omplexe.5.4.2 Utilisation d'une stru
ture abstraiteEn général, on souhaite montrer des propriétés sur des termes qui ne sont pas for
ément
los et sur lesquels il n'est pas for
ément simple de 
onstruire des pro
édures de dé
ision. Onintroduit alors une stru
ture abstraite intermédiaire qui va représenter la syntaxe des expressionsà manipuler et qui va permettre des manipulations symboliques. On a alors besoin d'une fon
tiond'interprétation de la syntaxe vers les propriétés à montrer.La te
hnique de ré�exion pro
ède 
omme suit:� Dé�nition d'une stru
ture abstraite S pour le type de problème auquel s'adresse la méthodede dé
ision ou de simpli�
ation 
onsidérée� Dé�nition d'une fon
tion d'interprétation x : S 7→ |x| des objets de 
ette stru
ture abstraite

S en une expression 
on
rète (un terme ou une formule) du système logique� Dé�nition de la fon
tion φ de dé
ision ou de simpli�
ation par 
al
ul sur les objets de lastru
ture abstraite� Preuve que la méthode est valide, 
'est-à-dire que ∀s : S, |s| = |φ(s)| pour une pro
édure desimpli�
ation sur les termes, ∀s : S, |s| ↔ |φ(s)| pour une pro
édure de simpli�
ation surles propositions (sa
hant qu'une pro
édure de dé
ision peut être vue 
omme une pro
édurede simpli�
ation renvoyant soit la proposition vraie soit la proposition fausse)Ces bases étant posées, la simpli�
ation d'un énon
é de la forme ψ(t) en l'énon
é ψ(φ(t))où t a été simpli�é pro
ède par une simple appli
ation du lemme de validité de φ. En e�et, parappli
abilité de la méthode de dé
ision, il existe un s : S tel que |s| est 
onvertible ave
 t, quipar le lemme de validité est égal à |φ(s)| qui lui-même est 
onvertible en la forme simpli�ée de t.En fait, plus généralement, on 
onsidère des stru
tures abstraites ave
 des variables et desfon
tions d'interprétation paramétrées par une substitution de 
es variables par des sous-termesnon traitables par la méthode de simpli�
ation. On a alors un lemme de validité qui a la forme
∀s : S,∀σ : V ar → Term, |s|σ = |φ(s)|σ .5.4.3 Un exemple en Coq: l'asso
iativité de l'addition sur les entiers naturelsOn 
onsidère des expressions 
onstruites à partir de l'addition (plus, notée +) sur les entiersnaturels que l'on souhaite normaliser sous une forme asso
iative à droite en supprimant les zéros(par exemple, la normalisation de (x+u)+((y*t)+0) est x+(u+(y*t))).Constru
tion de la stru
ture abstraite représentant les expressions 
onstruites àpartir de + et 0 On prendra les entiers naturels eux-mêmes pour dénoter les variables.



6 janvier 2010 68Coq < Definition index := nat.Coq < Indu
tive expr : Set :=Coq < | Plus : expr -> expr -> exprCoq < | Zero : exprCoq < | Var : index -> expr.Constru
tion de la fon
tion d'interprétationCoq < Require Import List.Coq < Require Import Plus.Coq < (* Valeur par défaut de nth si la substitution n'était pas de bonne longueur *)Coq < Definition default := 0.Coq < (* Fon
tion d'interprétation *)Coq < Fixpoint interp (s:list nat) (e:expr) {stru
t e} : nat :=Coq < mat
h e withCoq < | Plus e1 e2 => interp s e1 + interp s e2Coq < | Zero => 0Coq < | Var i => nth i s defaultCoq < end.Constru
tion de la fon
tion de simpli�
ationCoq < Fixpoint insere (e1 e:expr) {stru
t e1} : expr :=Coq < mat
h e1 withCoq < | Plus e1 e2 => insere e1 (insere e2 e)Coq < | Zero => eCoq < | Var i => Plus e1 eCoq < end.Coq < Fixpoint norm (e:expr) : expr :=Coq < mat
h e withCoq < | Plus e1 Zero => norm e1Coq < | Plus e1 e2 => insere e1 (norm e2)Coq < | x => xCoq < end.Constru
tion de la preuve de 
orre
tion de la simpli�
ationCoq < Lemma validite_insere :Coq < forall (s:list nat) (e1 e2:expr),Coq < interp s (insere e1 e2) = interp s (Plus e1 e2).Coq < Proof.Coq < indu
tion e1; intro e2; simpl; auto.Coq < rewrite plus_asso
_reverse.Coq < 
hange (interp s e1_2 + interp s e2) with (interp s (Plus e1_2 e2)).Coq < rewrite <- IHe1_2.Coq < rewrite IHe1_1; trivial.Coq < Qed.



6 janvier 2010 69Coq < Theorem validite :Coq < forall (s:list nat) (e:expr), interp s (norm e) = interp s e.Coq < Proof.Coq < indu
tion e; simpl; auto.Coq < destru
t e2 as [e e0| | i℄.Coq < rewrite validite_insere.Coq < rewrite <- IHe2; trivial.Coq < simpl interp; rewrite IHe1; auto.Coq < rewrite validite_insere.Coq < rewrite <- IHe2; trivial.Coq < Qed.Après 
e travail préalable, 
haque appli
ation de la méthode de simpli�
ation se déroule
omme suit.Coq < Variable P : nat -> Prop.Coq < Lemma exemple : forall x y t u:nat, P (0 + x + (u + y * t)).Coq < intros.1 subgoalx : naty : natt : natu : nat============================P (0 + x + (u + y * t))Coq < pose (sigma := x :: u :: y * t :: nil);Coq < 
hange (P (interp sigma (Plus (Plus Zero (Var 0)) (Plus (Var 1) (Var 2))))).1 subgoalx : naty : natt : natu : natsigma := x :: u :: y * t :: nil : list nat============================P (interp sigma (Plus (Plus Zero (Var 0)) (Plus (Var 1) (Var 2))))Coq < rewrite <- validite.1 subgoalx : naty : natt : natu : natsigma := x :: u :: y * t :: nil : list nat



6 janvier 2010 70============================P (interp sigma(norm (Plus (Plus Zero (Var 0)) (Plus (Var 1) (Var 2)))))Coq < simpl interp; simpl norm; 
lear sigma.1 subgoalx : naty : natt : natu : nat============================P (x + (u + y * t))Idéalement le travail 
onsistant à trouver s tel que |s| = t devrait être automatisé. Cela peutse faire en ML ou en utilisant le langage de ta
tique.Un exemple plus 
onsistant de ta
tique par ré�exion disponible dans Coq est la ta
tique Ring.Un model-
he
ker utilisant des BDDs a également été 
onstruit selon 
e modèle [VGLPAK00℄.Il n'est pas toujours 
ommode ni très e�
a
e de programmer dans le langage de Coq despro
édures de re
her
he de preuve 
omplexes. Les outils de preuve automatique peuvent souventêtre adaptés pour produire une tra
e de preuve. On peut alors simplement internaliser dans Coqla notion de tra
e et la preuve de 
orre
tion de 
ette tra
e. Ainsi la preuve véri�ée par Coqe�e
tue un 
al
ul sur la tra
e et sa taille est proportionnelle à 
ette taille. Cette appro
he a étéutilisée pour 
onstruire une interfa
e entre Coq et le système de réé
riture Elan, ou dans uneversion ré�exive de la ta
tique de preuve en arithmétique Omega.



Chapitre 6Extra
tion de programmes etréalisabilitéIntrodu
tionDans 
e 
ours nous étudions le 
ara
tère 
onstru
tif de la logique sous-ja
ente au 
al
uldes 
onstru
tions indu
tives. Nous montrons 
omment 
onstruire à partir d'une preuve, un pro-gramme qui �réalise� la propriété montrée. Nous expliquerons la distin
tion entre les sortes Propet Set dans le système Coq.6.1 Interprétation 
onstru
tive des preuves6.1.1 Logique 
lassique versus logique intuitionnisteLa logique de Coq est intuitionniste, au
un axiome ne permet de dériver A ∨ ¬A ou bien
¬¬A⇒ A pour une formule A arbitraire.Est-
e embêtant ?On se pla
e par exemple dans l'arithmétique du premier ordre ou d'ordre supérieur. On notera
⊢C A lorsque A est prouvable de manière 
lassique et ⊢I A lorsque A est prouvable de manièreintuitionniste.Il existe de nombreux résultats sur les liens entre les preuves 
lassiques et intuitionnistes :� Une propriété vraie de manière intuitionniste l'est aussi de manière 
lassique.si Γ ⊢I A alors Γ ⊢C A� Une propriété vraie de manière 
lassique peut être prouvée de manière intuitionniste enajoutant le s
héma d'axiome du tiers ex
lu.si Γ ⊢C A alors (Ci ∨ ¬Ci)i,Γ ⊢I A� En logique 
lassique :

⊢C A ∨B ⇔ ¬(¬A ∧ ¬B) ⊢C ∃n : nat.P (n)⇔ ¬∀n.¬P (n)En logique intuitionniste l'équivalen
e ne peut être prouvée que dans un seul sens :
⊢I A ∨B ⇒ ¬(¬A ∧ ¬B) ⊢I ∃n : nat.P (n)⇒ ¬∀n.¬P (n)71



6 janvier 2010 72� Toute formule A peut être transformée en une formule A∗ 
lassiquement équivalente (parexemple en éliminant les ∃ et ∨ et en remplaçant les formules atomiques par leur doublenégation) telle que
⊢C A⇔ A∗ et si ⊢C A alors ⊢I A

∗� Les formules ∀n.∃m.Q(n,m) ave
 Q sans quanti�
ateur (formules dites Π0
2) sont démon-trables de manière intuitionniste si et seulement elles sont démontrables de manière 
las-sique.

⊢C ∀n.∃m.Q(n,m) si et seulement si ⊢I ∀n.∃m.Q(n,m)Les propriétés spé
i�ques des preuves intuitionnistes� Les preuves intuitionnistes véri�ent les propriétés de la disjon
tion et du témoin :si ⊢I A ∨B alors ⊢I A ou ⊢I Bsi ⊢I ∃x.P (x) alors il existe t tel que ⊢I P (t)� Les preuves intuitionnistes véri�ent l'axiome du 
hoix :si ⊢I ∀x.P (x)∨¬P (x) alors il existe f fon
tion ré
ursive telle que ⊢I f(x) = true⇔ P (x)si ⊢I ∀x.∃y.P (x, y) alors il existe f fon
tion ré
ursive telle que ⊢I P (x, f(x))Les propriétés spé
i�ques des preuves 
lassiques� Les preuves 
lassiques peuvent donner des résultats non 
onformes à l'intuition de la �vérité � (tel que le 
élèbre théorème des buveurs : � Dans 
haque bar il y a une personnetelle que si 
ette personne boit alors tout le monde boit �).� Les preuves 
lassiques ont un 
ontenu 
al
ulatoire : le s
héma ((A⇒ B)⇒ A)⇒ A (loi dePeir
e) a pour 
ontenu 
al
ulatoire l'opérateur de 
ontr�le 
all-

 (l'opérateur 
all with
urrent 
ontinuation que l'on peut trouver dans S
heme et SML).� Toute preuve 
lassique de ⊢ ∃n.P (n) ave
 P (n) atomique s'évalue en une preuve intuition-niste de ⊢ ∃n.P (n) qui dévoile un terme t tel que ⊢ P (t).� La réalisation de l'axiome du 
hoix
(∀x : A.∃y : B.P (x, y))⇒ ∃f.∀x.P (x, f(x))pose problème en présen
e de la logique 
lassique (
onsidérer par exemple la preuve 
las-sique de ∀x.∃b.b = true ⇔ P (x)). Réaliser par une fon
tion 
al
ulable faisant intervenir
all-

 entraîne que le domaine de quanti�
ation B soit dégénéré. Reste alors la réalisa-tion par une fon
tion non 
al
ulable (
.-à-d. par un ora
le dé
idant la vérité a priori detoute proposition) 
e qui pousse à refuser un 
ontenu 
al
ulatoire aux éléments du domainede quanti�
ation et don
 aux ∀ et ∃. On peut alors réaliser l'axiome du 
hoix par l'identitéde P (x, y) dans P (x, f(x)) pour un 
ertain f non 
al
ulatoire (
'est une voie très di�érentede 
elle suivie dans la suite de 
e 
hapitre).Preuves intuitionnistes et ré
ursivité Un avantage de la logique intuitionniste est qu'ellepermet de parler de la dé
idabilité de propriétés de manière impli
ite sans faire appel à une théoriede la ré
ursivité. Pour montrer qu'un prédi
at est dé
idable ou qu'une relation fon
tionnelle estré
ursive, il su�t d'exhiber une preuve d'une formule disjon
tive ou existentielle. Cependant onne 
apture pas ainsi toutes les fon
tions ré
ursives : en e�et il existe des relations fon
tionnelles
orrespondant à des fon
tions ré
ursives et pour lesquelles la formule disant que la relation est
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tionnelle n'est pas prouvable. Par exemple, il est possible de 
oder les termes du 
al
ul 
ommedes entiers et de dé�nir la relation de rédu
tion sur les termes. La preuve de totalité de la fon
tionde normalisation permet de montrer la 
ohéren
e logique du système et ne peut don
, du faitdes théorèmes d'in
omplétude de Gödel, être montrée dans le système lui-même.Exemple 1 La propriété suivante qui dit que toute fon
tion sur les entiers admet un minimumest vraie de manière 
lassique mais pas de manière intuitionniste même si on se limite auxfon
tions ré
ursives :
∀f.∃n.∀m.f(m) ≥ f(n)En e�et il n'existe pas de fon
tion ré
ursive qui pour une fon
tion quel
onque 
al
ule son mi-nimum. Sinon on pourrait dé
ider pour toute fon
tion si elle prend la valeur nulle et don
 onpourrait dé
ider du problème de l'arrêt.Exemple 2 On peut montrer de manière 
lassique l'existen
e de deux nombre x et y irrationnelstels que xy soit rationnel. On suppose établi que √2 est irrationnel.� si √2

√
2 est rationnel alors on prend x = y =

√
2� si √2

√
2 est irrationnel alors on prend x =

√
2
√

2, y =
√

2 on a xy =
√

2
√

2×
√

2
=
√

2
2

= 2est rationnel.Cette démonstration ne permet pas d'exhiber une solution.Exemple 3 Les résultats pré
édents permettent d'établir que A∨¬A n'est pas démontrable engénéral. En e�et supposons que 
e soit le 
as. On utilise le prédi
at T de Kleene, T (n,m, p) signi�eque la fon
tion ré
ursive de 
ode n s'exé
ute sur l'entrée de 
ode m pour e�e
tuer un 
al
ul de
ode p. C'est un résultat bien 
onnu que le prédi
at P (n) = ∃p.T (n, n, p) n'est pas ré
ursif 
arsinon ¬P (n) le serait aussi et don
 il existerait une fon
tion ré
ursive de 
ode q qui 
onvergeexa
tement lorsque ¬P (n) est véri�ée 
'est-à-dire pour tout n, ∃p.T (q, n, p)⇔ ¬∃p.T (n, n, p). Ilsu�t de prendre n = q pour aboutir à une 
ontradi
tion.Maintenant, en prenant pour A la formule P (x) = ∃p.T (x, x, p), si P (x)∨¬P (x) est montrableil en est de même de ∀x.P (x)∨¬P (x) et on aurait la dé
idabilité de P (x) qui est 
ontradi
toire.6.1.2 Constru
tivité du Cal
ul des Constru
tions Indu
tivesPour montrer le 
ara
tère 
onstru
tif de la logique de Coq, on s'appuie sur l'isomorphisme deCurry-Howard qui permet de représenter les preuves par des λ-termes fortement normalisables etla propriété syntaxique suivante qui 
ara
térise les objets normaux 
los dans les types indu
tifs :Propriété Un terme normal 
los dont le type est une instan
e d'une dé�nition indu
tive estfor
ément de la forme (c t1 . . . tn) ave
 c un des 
onstru
teurs du type indu
tif et ti des termes
los normaux.Preuve En e�et tout terme t s'é
rit de manière unique (c t1 . . . tn) ave
 c qui n'est pas uneappli
ation. c peut don
 être soit une abstra
tion, soit une variable, soit un 
onstru
teur, soitune sorte, soit un produit, soit un Case, soit un point �xe. On pro
ède par ré
urren
e sur lastru
ture du terme et on examine 
haque 
as :� c ne peut pas être une abstra
tion 
ar t est normal et dans le 
as n = 0 le type de t seraitun produit,� c ne peut pas être une variable 
ar t est 
los� c ne peut pas être une sorte ou un produit 
ar on aurait n = 0 et le type de t serait unesorte,



6 janvier 2010 74� c ne peut pas être un Case 
ar l'argument prin
ipal du Case est un terme 
los dans untype indu
tif et don
 par hypothèse de ré
urren
e 
ommen
erait par un 
onstru
teur et tne serait pas normal� de même c ne peut pas être un point �xe, en e�et un point �xe a pour type (x1 : A1) . . . (xp :
Ap)B ave
 xp l'argument de dé
roissan
e dont le type est indu
tif, c serait au moins ap-pliqué à p arguments (sinon le type est un produit) don
 p ≤ n, et tp 
los et normal
ommen
erait par un 
onstru
teur et t ne serait pas normal.� don
 c est un 
onstru
teur dont le type est (x1 : A1) . . . (xp : Ap)I ave
 I une instan
e d'untype indu
tif. On a p = n, 
ar c ne peut être appliqué au plus qu'à p arguments, et doitau moins être appliqué à p arguments pour que son type soit un type indu
tif.Justi�
ation de la 
onstru
tivité� Si A ∨B est prouvable sans hypothèse alors il existe une preuve de A ∨B don
 un terme
los de type A ∨B qui est un type indu
tif à deux 
onstru
teurs :Indu
tive or (A B:Set) : Set :=or_introl : A -> or A B| or_intror : B -> or A B.En normalisant 
ette preuve, on obtient soit un terme (or_introl a) ave
 a 
los de type Aet don
 A est prouvable, soit (or_intror b) ave
 b 
los de type B et don
 B est prouvable.� De même la dé�nition indu
tive de ∃x : A.P (x) estIndu
tive ex (A:Set) (P:A->Set) : Set :=ex_intro : forall (x:A), P x -> ex A P.Une preuve normale 
lose de (ex A P) est de la forme (ex_intro t p) ave
 t terme 
losde type A et p une preuve de (P t).� Si on a une preuve 
lose de ∀x : A.∃y : B.P (x, y) alors il existe un terme F du type
orrespondant. Pour tout terme 
los a de type A, on peut appliquer F à a 
e qui nousdonne un terme 
los de type ∃y : B.P (a, y) que l'on peut normaliser 
e qui nous donne unterme de la forme (ex_intro t p) ave
 t terme 
los de type B et p une preuve de (P a t). Ily a don
 une fon
tion ré
ursive f qui transforme a en t et telle que P (a, f(a)) est montrablepour tout a. Cependant 
ette méthode ne nous dit pas si f peut être représentée dans lelangage du système, ni si la formule ∀x : A.P (x, f(x)) est démontrable.� Le même raisonnement s'applique à montrer que s'il existe une preuve de ∀x : A.P (x) ∨
¬P (x) alors il existe un prédi
at ré
ursif p tel que p(a) = true si et seulement si P (a) estdémontrable et p(a) = false si et seulement si ¬P (a) est démontrable.6.1.3 Les limites de l'isomorphisme de Curry-HowardL'isomorphisme de Curry-Howard permet de montrer la 
onstru
tivité de la logique intuition-niste. Cependant, il ne permet pas de justi�er 
ertains prin
ipes 
omme 
elui de l'indépendan
edes prémisses.Information logiqueSoit une preuve du théorème de division eu
lidienne :

∀a, b.b > 0⇒ ∃q.∃r.a = b× q + r ∧ r < bPour 
al
uler e�e
tivement le quotient et le reste, il faut fournir les entrées a et b mais aussi unejusti�
ation de b > 0 et le programme 
al
ulera le quotient et le reste mais aussi une preuve de
orre
tion. On voit que d'une part on doit fournir une information qui n'est pas utile pour le 
al
ul(mais pour la terminaison et la 
orre
tion du programme) d'autre part on 
al
ule e�e
tivement
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orre
tion du résultat 
e qui est a priori inutile. La méthode proposée est don
ine�
a
e.Remarque L'isomorphisme de Curry-Howard n'est pas satisfaisant lorsqu'il s'agit de mettreen éviden
e les fon
tions ré
ursives sous-ja
entes aux preuves. En e�et, il ne permet pas de traiterle 
as des preuves sous axiome, 
ar alors les preuves ne sont plus 
loses et le 
al
ul peut dépendrede manière essentielle de l'hypothèse.Le problème est don
 de savoir si étant donnée une preuve de ∀x.P (x) ⇒ ∃y.Q(x, y) il estpossible de 
onstruire un programme f tel que ∀x.P (x)⇒ Q(x, f(x)).Ce n'est en général pas vrai pour toutes les propriétés P (x). En e�et la preuve de P (x) peuttransporter une information servant au 
al
ul du témoin y.Par exemple si on prouve ∀n,m.n ≤ m ⇒ ∃p.n + p = m par indu
tion sur la preuve de
n ≤ m, alors le 
al
ul de la di�éren
e entre n et m dépendra de 
ette preuve. Elle ne pourra plusêtre 
onsidérée 
omme non 
al
ulatoire et devra être donnée en argument au programme.On s'intéressera à 
ara
tériser 
ertaines formules P (x) dont les preuves ne 
ontiennent pasd'information 
al
ulatoire intéressante. C'est le 
as par exemple des formules de Harrop qui sontdes formules n'ayant pas de disjon
tion ou de quanti�
ateur existentiel en partie stri
tementpositive (par exemple toutes les formules ¬P ).Nous allons nous intéresser maintenant à des méthodes pour obtenir à partir d'une preuve in-tuitionniste de ∀x.P (x)⇒ ∃y.Q(x, y) e�e
tivement un programme f et une preuve de 
orre
tion
∀x.P (x)⇒ Q(x, f(x)).6.2 Réalisabilité6.2.1 Prin
ipes générauxLa réalisabilité a été introduite par Kleene en 1945. C'est une interprétation sémantique despropositions en logique intuitionniste.On se donne un ensemble de réalisations qui représentent des programmes.Chaque proposition P est interprétée 
omme un ensemble de réalisations qui est dé�ni engénéral par ré
urren
e sur la stru
ture de la formule P . Cet ensemble est dé�ni intentionnellementpar une propriété de réalisabilité �x r P � dans lequel x est une nouvelle variable libre représentantune réalisation.Une formule P dont l'interprétation est non vide sera dite réalisable.L'idée de base des dé�nitions est la suivante :� l'absurde est interprété par l'ensemble vide,� A ⇒ B est interprété 
omme l'ensemble des réalisations représentant des fon
tions desréalisations de A dans les réalisations de B,� A ∧ B est interprété 
omme l'ensemble des réalisations représentant des 
ouples formésd'une réalisation de A et d'une réalisation de B,� ∃x.P (x) sera interprété 
omme l'ensemble des réalisations représentant des 
ouples formésd'un objet t et d'une réalisation de P (t) . . .Une fois l'interprétation dé�nie, on montre que si une formule est prouvable alors son interpré-tation est non vide et que de plus il est possible de 
onstruire, par ré
urren
e sur la stru
ture dela preuve, une réalisation parti
ulière.L'intérêt de 
ette méthode est qu'elle s'étend aux preuves sous 
ontextes, 
'est-à-dire que siune formule est prouvable sous hypothèses et que 
haque hypothèse a une interprétation nonvide alors il en est de même de la 
on
lusion. Une 
onséquen
e de 
ette propriété est que toute



6 janvier 2010 76formule dont l'interprétation est non vide est 
ohérente ave
 la théorie. En e�et si on pouvaitdériver l'absurde à partir de 
ette proposition alors l'interprétation de l'absurde serait non vide.La réalisabilité peut servir également à montrer que 
ertaines formules ne sont pas démon-trables 
omme 
onséquen
e du fait qu'elles ne sont pas réalisables.6.2.2 Di�érentes notions de réalisabilitéIl y a de très nombreuses notions de réalisabilité adaptées aux propriétés que l'on 
her
he àmontrer. Elles se distinguent par la nature du langage de réalisation, on peut en e�et prendredes entiers représentant des 
odes de fon
tion, ou bien un lambda-
al
ul pur ou typé ou toutautre langage. Ensuite on peut mettre di�érents ingrédients dans les formules de réalisabilité.Par exemple f appartient à l'interprétation de A ⇒ B peut être dé�ni 
omme pour tout adans l'interprétation de A, f(a) termine et est dans l'interprétation de B, ou bien on peut deplus demander que B soit démontrable, et
. Les preuves de normalisation par les méthodes de
andidat de rédu
tibilité peuvent se voir 
omme des 
as parti
uliers de méthode de réalisabilité.On peut dé�nir la réalisabilité de manière sémantique, ou au 
ontraire de manière syntaxique(on parle de réalisabilité abstraite), la propriété x r P qui dit qu'une réalisation x est dansl'interprétation d'une formule P est dé�nie 
omme une formule du système logique lui-même,dé�nie en général dans un fragment plus faible (on élimine les 
onne
teurs intuitionnistes ∃ et
∨). Plus d'information sur la réalisabilité peut se trouver dans les livres de Troelstra [Tro73℄,Troelstra et van Dalen [TvD88℄ et Beeson [Bee85℄.Nous dé
rivons trois notions de réalisabilité abstraite. Pour 
ela nous nous plaçons dans unearithmétique fon
tionnelle du premier ordre qui est l'arithmétique que l'on étend de manièreà pouvoir parler d'objets fon
tionnels représentés par des λ-termes, on 
onsidère également lapossibilité de former la paire de deux objets. Les objets de base sont les entiers. Un prédi
atparti
ulier x ∈ nat permet de distinguer les objets entiers. De manière usuelle, on é
rira ∀x ∈nat.P pour ∀x.x ∈ nat ⇒ P et ∃x ∈ nat.P pour ∃x.x ∈ nat ∧ P . La disjon
tion A ∨ B estdé�nie 
omme ∃b ∈ nat.(b = 0⇒ A) ∧ (b 6= 0⇒ B).Réalisabilité ré
ursive La réalisabilité ré
ursive a été introduite par Kleene [Kle45℄. L'en-semble des réalisations est l'ensemble des fon
tions ré
ursives partielles. Une réalisation est for-
ément un objet qui a une valeur, soit un entier (qui peut représenter le 
ode d'une fon
tionré
ursive) dans le 
as de l'arithmétique du premier ordre, soit un entier ou une abstra
tion dansle 
as de l'arithmétique fon
tionnelle. On distingue un prédi
at t ⇓ qui est vrai lorsque le terme
t a une valeur. Les quanti�
ations portent impli
itement sur les termes qui ont une valeur.La dé�nition de la réalisabilité ré
ursive est dé
rite dans la �gure 6.1.

x r A = x = 0 ∧A A atomique
x r A ∧B = fst(x) r A ∧ snd(x) r B
f r A⇒ B = ∀x. x r A ⇒ f(x) ⇓ ∧ f(x) r B
x r ∃y.B = snd(x) r B{y := fst(x)}
f r ∀x.B = ∀x. f(x) ⇓ ∧ f(x) r BFig. 6.1 � Réalisabilité ré
ursiveOn montre que si une formule A est démontrable, alors on peut trouver un terme t tel que

t ⇓ ∧t r A soit démontrable.
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ipe de Markov La réalisabilité ré
ursive sert à justi�er par exemple le prin
ipe deMarkov :
(∀x ∈ nat.P (x) ∨ ¬P (x))⇒ ¬¬∃x ∈ nat.P (x)⇒ ∃x ∈ nat.P (x)Indépendan
e des prémisses La réalisabilité ré
ursive sert à justi�er que le prin
ipe d'in-dépendan
e des prémisses n'est pas démontrable en logique intuitionniste :

(¬A⇒ ∃x.P (x))⇒ ∃x.¬A⇒ P (x)Évaluation Tous les objets intermédiaires manipulés dans le programme ont une valeur 
e quipermet d'assurer qu'un programme t qui réalise une formule pourra se 
al
uler par une stratégied'appel par valeur mais sans évaluer les termes sous les abstra
tions.Réalisabilité modi�ée La réalisabilité modi�ée (typée) a été introduite par Kreisel. Il s'agitd'assurer la terminaison des interprétations par une 
ondition de bon typage. Les objets mani-pulés par la logique sont des termes typés dans un λ-
al
ul ave
 des types simples, un produit etdes entiers. On notera expli
itement le type des variables apparaissant dans les quanti�
ateurs
∃y : σ.P ou ∀y : σ.P .À 
haque formule A est asso
ié le type t(A) de ses réalisations. Dans la formule x r A, xreprésente une variable de type t(A).t(A) = nat x r A = x = 0 ∧A A atomiquet(A ∧B) = t(A)× t(B) x r A ∧B = fst(x) r A ∧ snd(x) r Bt(A⇒ B) = t(A)→ t(B) f r A⇒ B = ∀x :t(A). x r A ⇒ f(x) r Bt(∃y :σ.B) = σ × t(B) x r ∃y :σ.B = snd(x) r B{y := fst(x)}t(∀y :σ.B) = σ → t(B) f r ∀x :σ.B = ∀x :σ. f(x) r BFig. 6.2 � Réalisabilité modi�éeUne formule A est réalisable s'il existe un terme t de type t(A) tel que t r A soit prouvable.Une manière alternative de présenter la réalisabilité modi�ée est de prendre des suites �niesde programmes pour les réalisations, on évite ainsi l'utilisation de produits, on peut de pluséliminer les réalisations des formules de Harrop.Indépendan
e des prémisses La réalisabilité modi�ée sert à justi�er le prin
ipe d'indépen-dan
e des prémisses :

(¬A⇒ ∃x : σ.P (x))⇒ ∃x : σ.¬A⇒ P (x)Prin
ipe de Markov La réalisabilité modi�ée sert à justi�er que le prin
ipe de Markov n'estpas démontrable en logique intuitionniste :
(∀x : nat.P (x) ∨ ¬P (x))⇒ ¬¬∃x : nat.P (x)⇒ ∃x : nat.P (x)Évaluation Dans le 
as de la réalisabilité modi�ée, les réalisations sont des programmes typésfortement normalisables.



6 janvier 2010 78Réalisabilité modi�ée non typée La réalisabilité modi�ée non typée se pla
e dans unelogique où la quanti�
ation porte sur tous les objets qu'ils représentent ou non des programmesqui terminent. La dé�nition est identique à 
elle de la réalisabilité modi�ée dé
rite dans la�gure 6.2. Simplement la 
ondition pour qu'un programme t réalise une formule P est simplementque t r P et ne 
omporte plus de 
ondition de bon typage de t.Pour assurer la terminaison, il sera né
essaire que la formule à montrer expli
ite 
ette 
ondi-tion de terminaison. Par exemple, l'interprétation du prédi
at de base x ∈ nat pourra être telleque l'existen
e d'une preuve de t ∈ nat assure que t est normalisable.Une telle notion de réalisabilité est utilisée dans le système AF2 de J.-L. Krivine. Les formulesutilisées pour garantir la terminaison des programmes ne permettent de garantir le 
al
ul desvaleurs que dans une stratégie paresseuse.Réalisabilité et ordre supérieur Lorsque la logique manipule des variables du se
ond ordre,on ne sait pas a priori par quelle formule 
ette variable sera instan
iée. On réalise don
 
ettevariable par un prédi
at unaire arbitraire.
x r ∀X.A = ∀PX . x r A
x r X = PX(x)Formules auto-réalisées Les formules auto-réalisées sont des formules pour lesquelles on
onnaît a priori une réalisation. Plus formellement, une formule P est auto-réalisée s'il existe unobjet t tel que si P est réalisable alors t r P est véri�é.Les formules de Harrop sont des formules auto-réalisées.6.3 Réalisabilité dans le Cal
ul des Constru
tionsPar rapport à l'interprétation des preuves 
omme programmes par l'isomorphisme de Curry-Howard, l'introdu
tion d'une notion de réalisabilité dans le Cal
ul des Constru
tions a pourbut l'obtention de programmes plus e�
a
es ne 
onservant que la partie de la preuve utilepour le 
al
ul des témoins. Elle sert également à justi�er 
ertaines propriétés qui ne sont pasdémontrables.6.3.1 Oubli des types dépendantsOn 
onsidère le Cal
ul des Constru
tions pur (sans univers et sans élimination forte sur lestypes indu
tifs) que nous noterons CC. On peut montrer que tout λ-terme pur typable dans CCest également typable dans le système Fω (ave
 types indu
tifs).Cette propriété est simple à montrer. On asso
ie à 
haque terme t ou type de CC un termeou un type E(t) dans Fω en oubliant les dépendan
es des types par rapport aux preuves et onmontre que si ⊢CC t : P alors ⊢Fω
E(t) : E(P ). La dé�nition de la fon
tion d'oubli E(_) estdonnée dans la �gure 6.3.Cette tradu
tion permet de montrer que 0 6= 1 n'est pas prouvable dans CC. En e�et 0 6= 1est une abréviation pour

((P : nat→ Set)(P 0)→ (P 1))→ (C : Set)CS'il existait un terme de 
e type, il y aurait également un terme de Fω de type E(0 6= 1) 
'est-à-dire :
((P : Set)(P → P ))→ (C : Set)CMais 
omme il existe un terme de type (P : Set)(P → P ) on aboutit à l'existen
e d'un terme detype (C : Set)C 
e qui est absurde.



6 janvier 2010 79E(Set) = SetE(X) = X X : A : TypeE(x) = x x : A : SetE((x : A)B) = E(A)→ E(B) A,B : SetE((X : A)B) = (X : E(A))E(B) A : Type,B : SetE((x : A)B) = E(B) A : Set,B : TypeE((X : A)B) = E(A)→ E(B) A,B : TypeE([x : A]t) = [x : E(A)]E(t) t : B : Set ou A : TypeE([x : A]t) = E(t) t : B : Type et A : SetE((t u)) = (E(t) E(u)) t : A : Set ou u : B : TypeE((t u)) = E(t) t : A : Type et u : B : SetFig. 6.3 � Tradu
tion de CC vers FωRéalisabilité modi�ée Une notion de réalisabilité modi�ée naturelle est de demander deréaliser toute formule de P du Cal
ul des Constru
tions par un terme t de type E(P ) qui satisfaitde plus une 
ertaine propriété x r P dé�nie par ré
urren
e sur P dans la �gure 6.4. On 
ommen
epar dé�nir la formule x r P pour P : Set on aura également besoin de dé�nir X r A lorsque
A : Type 
e qui est fait dans la �gure 6.5. Dans le 
as A : Type, X r A sera également une arité detype Type qui représente le type des prédi
ats de réalisabilité pour les objets d'arité A. Commeune proposition peut être formée par abstra
tion et appli
ation, nous dé�nissons également dansla �gure 6.6 une transformation R(P ) qui s'applique à tous les objets P : A ave
 A : Type et qui
oïn
ide ave
 la dé�nition du prédi
at λx.x r A quand A est Set(en parti
ulier R(A) a alors letype E(A)→ Prop).

x r P = (R(P ) x) P : Set et P n'est pas un produit
f r (x : A)B = (x : E(A))x r A→ (f x) r B A,B : Set
f r (X : A)B = (X : E(A))(Xr : X r A)(f X) r B A : Type,B : SetFig. 6.4 � Réalisabilité dans CC : x r P pour P : Set

X r Set = X → Prop
F r (x : A)B = (x : E(A))F r B A : Set,B : Type
F r (X : A)B = (X : E(A))(Xr : X r A)(F X) r B A,B : TypeFig. 6.5 � Réalisabilité dans CC : x r P pour P : TypeExer
i
e À quelle 
ondition un terme p réalise-t-il une preuve de l'égalité dé�nie ave
 A : Setpar :

(P : A→ Set)(P t)→ (P u)6.3.2 Distin
tion entre Prop et SetL'oubli des types dépendants n'est pas su�sant, il est important de pouvoir éliminer lesparties de la preuve qui ne servent pas au 
al
ul du résultat. La notion de formule de Harropn'est pas naturelle dans un 
adre d'ordre supérieur où il n'y a pas de formule atomique autreque les variables de prédi
ats.



6 janvier 2010 80R(X) = Xr X variable de prédi
atR((P t)) = (R(P ) E(t)) t : A : SetR((P T )) = (R(P ) E(T ) R(T )) T : A : TypeR([x : A]P ) = [x : E(A)]R(P ) A : SetR([X : A]P ) = [X : E(A)][Xr : X r A]R(P ) A : TypeR(P ) = [x : E(P )]x r P si P est un produitFig. 6.6 � Réalisabilité dans CC : R(P ) pour P : B : TypePour remédier à 
ela, Coq propose une distin
tion entre deux sortes Prop et Set. Les deuxsortes sont imprédi
atives, 
e qui justi�e les bonnes propriétés du système (il su�t d'identi�erProp et Set pour retrouver le 
al
ul initial).L'interprétation de t : A lorsque A : Prop est que A est véri�ée et que la preuve t de A nesert pas au 
al
ul. L'interprétation de t : A lorsque A : Set est que t est une preuve 
al
ulatoirede A dont il est possible d'extraire un programme.Les règles de typage permettent d'assurer qu'au
un objet logique de sorte Prop ne sera utilisépour la 
onstru
tion d'un objet 
al
ulatoire dans la sorte Set. Ce
i permet de retirer de manière
ohérente tout sous terme logique d'un terme 
al
ulatoire en préservant le résultat du 
al
ul.D'un point de vue te
hnique, il faut étendre les notions d'extra
tion et de réalisabilité pré-
édemment dé�nies. La fon
tion d'extra
tion ne s'applique toujours qu'à des objets de type Setou Type. Elle est dé�nie dans la �gure 6.7. La fon
tion de réalisabilité f r P s'applique à tousles objets de Set et Type et est dé�nie �gures 6.8, 6.9 et 6.10.On dira que A : TypeP lorsque A est une suite de produits se terminant par Prop. La dé�nitionde la réalisabilité passe par la dé�nition d'une transformation L(P ) sur les objets de Prop ouTypeP qui est dé�nie �gure 6.11. Le r�le de 
ette transformation est d'ajuster les types desobjets de Set ou Type apparaissant dans P en y appliquant la fon
tion d'extra
tion E(B). Enparti
ulier, si A est dans Prop, L(A) est aussi dans Prop.E((x : A)B) = E(B) A : Prop ou A : TypePE([x : A]t) = E(t) A : Prop ou A : TypePE((t u)) = E(t) u : B : Prop ou u : B : TypePFig. 6.7 � Extra
tion étendue à Prop
f r (x : A)B = (x : L(A))f r B (A : Prop ou A : TypeP ) et B : Set
f r (x : A)B = (x : L(A))f r B A : Prop et B : Type
f r (x : A)B = (x : L(A))f r B A : TypeP et B : TypeFig. 6.8 � Réalisabilité étendue à Prop : x r P ave
 P : SetExemple Pour 
omprendre les intera
tions entre Prop et Set dans la réalisabilité, on peutprendre l'exemple de la dé�nition imprédi
ative d'une famille list de listes d'objets de type Avéri�ant un prédi
at P . La famille list a pour type (A : Set)(A → Prop) → Set et est dé�niepar : list ≡ [A : Set][P : A→ Prop]

(X : Set)X → ((a : A)(P a)→ X → X)→ X
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F r (x : A)B = F r B B : Type et A : Prop
F r (X : A)B = (X : L(A))F r P B : Type et A : TypePFig. 6.9 � Réalisabilité étendue à Prop : x r P pour P : Type

R((P t)) = R(P ) P : B : Type et t : A : PropR((P T )) = (R(P ) L(T )) P : B : Type et T : A : TypePR([x : A]P ) = R(P ) P : B : Type et A : PropR([X : A]P ) = [X : L(A)]R(P ) P : B : Type et A : TypePFig. 6.10 � Réalisabilité étendue à Prop : R(P ) pour P : B : Type
L(Prop) = PropL(X) = X X variable de type (B : TypeP ou B : PropL((x : A)B) = (x : E(A))L(B) (B : TypeP ou B : Prop) et A : SetL((X : A)B) = (X : E(A))(Xr : X r A)L(B) (B : TypeP ou B : Prop) et A : TypeL((x : A)B) = (x : L(A))L(B) (B : TypeP ou B : Prop) et A : TypePL((x : A)B) = (x : L(A))L(B) (B : TypeP ou B : Prop) et A : PropL((P t)) = (L(P ) E(t)) P : B : TypeP et t : A : SetL((P T )) = (L(P ) E(T ) R(T )) P : B : TypeP et T : A : TypeL((P T )) = (L(P ) L(T )) (P : B : TypeP ou P : B : Prop) et T : A : TypePL((P T )) = (L(P ) L(T )) (P : B : TypeP ou P : B : Prop) et T : A : PropL([x : A]P ) = [x : E(A)]L(P ) P : B : TypeP et A : SetL([X : A]P ) = [X : E(A)][Xr : X r A]L(P ) P : B : TypeP et A : TypeL([X : A]P ) = [X : L(A)]L(P ) (P : B : TypeP ou P : B : Prop) et A : TypePL([X : A]P ) = [X : L(A)]L(P ) (P : B : TypeP ou P : B : Prop) et A : PropFig. 6.11 � Réalisabilité étendue à Prop : L(P )



6 janvier 2010 82Le terme extrait de list est juste la dé�nition usuelle des listes polymorphes. La propriétéR(list) a pour type (A : Set)(Ar : A→ Prop)(A→ Prop)→ Prop et est dé�nie par :R(list) ≡ [A : Set][Ar : A→ Prop][P : A→ Prop][l : E(list)]
(X : Set)(Xr : X → Prop)
(x : X)(Xr x)
→ (f : A→ X → X)((a : A)(Ar a)→ (P a)→ (x : X)(Xr x)→ (Xr (f a x)))
→ (Xr (l X x f))On aurait pu 
hoisir une autre notion d'extra
tion du 
ontenu logique L(A) d'une proposition

A. Par exemple, on aurait pu 
omplètement ignorer les dépendan
es par rapport aux preuveslogiques en modi�ant la dé�nition 
omme suit.L((x : A)B) = L(B) B : TypeP et A : PropL((P t)) = L(P ) P : B : TypeP et t : A : PropL([x : A]P ) = L(P ) P : B : TypeP et A : PropDans un tel modèle, la propriété PI
(A : Prop)(p, q : A)(P : A→ Prop)(P p)→ (P q)qui dit que deux preuves dans un même type A : Prop sont égales aurait été vraie, 
'est-à-direque L(PI) qui se réduit à :

(A : Prop)(p, q : A)(P : Prop)P → Pest démontrable.Prop est in
lus dans Set Les r�les de Prop et Set sont dissymétriques du fait de l'interpréta-tion de réalisabilité. On peut plonger Prop dans un sous-ensemble de Set en faisant 
orrespondreà A : Prop un ensemble Ã (il su�t de prendre (C : Set)(A→ C)→ C)) qui a au plus un élémentet qui est habité lorsque A est véri�é. On pourra montrer A ↔ Ã. La partie Ã → A peut sejusti�er dans CC par la réalisabilité. On peut également intégrer 
et aspe
t dire
tement dans le
al
ul par exemple par l'intermédiaire du sous-typage Prop ≤ Set.Ca
her le 
ontenu 
al
ulatoire des preuves Ré
iproquement, étant donné un type A : Seton peut 
a
her le 
ontenu 
al
ulatoire des preuves de A en 
onstruisant Â : Prop tel que A→ Â et
(C : Prop)(A→ C)→ Â→ C (il su�t de prendre (C : Prop)(A→ C)→ C). On n'a évidemmentpas Â→ A mais Â et A sont équivalents dès lors qu'il s'agit de montrer des propriétés logiquesde type Prop.Types indu
tifs Dans Coq les règles d'élimination des types indu
tifs permettent de faire ladistin
tion entre Prop et Set. Lorsque c : I ave
 I instan
e d'une dé�nition indu
tive alors :� si t : I : Set, il est possible par la 
onstru
tion mat
h t de 
onstruire à la fois des objetsdans Prop et dans Set;� si I : Prop, il est seulement possible de faire une 
onstru
tion mat
h t pour 
onstruire desobjets dans Prop;
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as spé
iaux On traite de manière un peu parti
ulière les types I : A à un seul
onstru
teur c : C tel que si on avait A : Type alors on aurait E(A) = Set et E(C) = E(I).C'est le 
as en parti
ulier des 
onjon
tions sur des objets dans Prop ou bien de l'égalité. Dans
es 
as-là, on peut justi�er l'équivalen
e pour la réalisabilité de la dé�nition indu
tive de I : Aou de I : A′ où A′ est obtenu en remplaçant Set par Prop à la �n de l'arité A. En pratique ontraite 
e 
as en autorisant la 
onstru
tion par 
as d'objets de type Set même si t : I : Prop. Onétend la notion d'extra
tion pour que l'extra
tion demat
h t with (
 x1 . . . xp)⇒ p endsoit simplement l'extra
tion de p 
e qui est possible 
ar p a le bon type (les xi logiques, n'appa-raissent pas dans P ).Limitations La notion d'extra
tion et de réalisabilité s'étend mal au 
as des univers et del'élimination forte sur les types indu
tifs. En e�et la propriété d'oubli des dépendan
es ne s'ap-plique plus. D'autre part les in
lusions Prop ≤ Type et Set ≤ Type qui sont essentielles pourun développement harmonieux sont in
ompatibles ave
 une extra
tion in
rémentale, 
ar il existealors des types B : Type(n) (p.ex. (U : Type(1))U → U) dont des instan
es sont dans Type etd'autres sont dans TypeP . Il faut 
onnaître le développement 
omplet avant de dé
ider si l'ondoit extraire ou 
a
her les objets de B.Le mé
anisme d'extra
tion de Coq (à partir de la version 7) s'éloigne d'ailleurs du s
hémaprésenté i
i. La distin
tion TypeP et Type est abandonnée, et 
'est une analyse ultérieure sur leprogramme qui permet de s'a�ran
hir lo
alement des o

urren
es de b : B : Type qui s'avèrentpurement logique.Intérêt sémantique à la distin
tion entre Prop et Set La distin
tion entre Prop et Set estutile sur le plan sémantique. En e�et, 
ertaines extensions (logique 
lassique, extensionnalité,. . .)interagissent mal ave
 les aspe
ts 
onstru
tifs du Cal
ul des Constru
tions Indu
tives. Les prendreen 
ompte simplement sur la sorte Prop permet de ne pas détruire la 
ohéren
e du système.6.3.3 Autres méthodes d'analyseTous les assistants de preuves permettant de manipuler des programmes intègrent une 
ertainenotion d'objets logiques. Dans le système Nuprl, on utilise un opérateur pour 
a
her le 
ontenu
al
ulatoire des preuves analogue à notre 
onstru
tion Â. D'autres systèmes privilégient la notionde sous-ensemble, ou bien donnent un statut logique à des propriétés parti
ulières 
omme l'égalité.Toutes ses méthodes sont héritées de la notion logique de formule non-
al
ulatoire.Le défaut de 
ette méthode est qu'elle ne permet pas de supprimer du programme 
ertainsarguments inutiles. C'est le 
as des listes de longueur n, le 
onstru
teur 
ons aura pour type
(n : nat)A→ (list n)→ (list (S n)) 
e qui laisse un terme extrait de type nat→ A→ list→list dans lequel 
haque 
onstru
teur est appliqué à un argument de type entier représentantla longueur de la liste. Même si on le souhaite, les méthodes reposant sur la réalisabilité nepermettent pas aisément de supprimer 
ette 
omposante.Pour régler 
e problème, on peut dépla
er les marques des arités vers les quanti�
ations. Onintroduit une quanti�
ation logique ∀x : A.B ave
E(∀x : A.B) = E(B) et f r ∀x : A.B = ∀x : A.f r BDe tels systèmes ont été étudiés par Takayama [Tak91℄, Hayashi, . . ..Une autre possibilité explorée plus ré
emment est de s'appuyer sur des méthodes d'analysede 
ode mort. Ces te
hniques ont été étudiées par Berardi [Ber96℄, Boerio [BB95℄, Damiani etProst [DP98℄.
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tion a lieu a posteriori, le terme initial et le terme dans lequel on a retiré des partiesde 
ode mort sont prouvablement égaux pour une égalité extensionnelle (Berardi utilise unepropriété générale qui dit que si deux termes du λ-
al
ul simplement typé ont le même typeet que l'un est obtenu par élagage de 
ertains sous-termes de l'autre alors les deux termes sontextensionnellement égaux).Une des di�
ultés est qu'une même 
onstante peut apparaître à plusieurs endroits ave
 des
ontenus 
al
ulatoires di�érents, d'où l'idée d'utiliser du sous-typage ou des types 
onjon
tifspour prendre en 
ompte 
e polymorphisme.6.4 L'extra
tion en pratiqueLe mé
anisme d'extra
tion de Coq implante la fon
tion d'extra
tion E(_). Il se présentesous la forme d'une 
ommande Extra
tion qui produit du 
ode pour plusieurs langages deprogrammation fon
tionnels (O
aml, Haskell et S
heme). Cette 
ommande peut être utiliséedire
tement dans la bou
le d'intera
tion de Coq pour a�
her le 
ode extrait :Coq < Extra
tion plus.(** val plus : nat -> nat -> nat **)let re
 plus n m =mat
h n with| O -> m| S p -> S (plus p m)La 
ommande Re
ursive Extra
tion aura pour e�et d'extraire ré
ursivement tout 
e qui estné
essaire. On peut également utiliser la 
ommande Extra
tion pour é
rire dans un �
hier toutle 
ode 
orrespondant à un ensemble d'objets Coq (le 
ara
tère ré
ursif est alors impli
ite) :Coq < Extra
tion "arith.ml" plus mult.Dans le 
as d'O
aml, une interfa
e est également 
réée (�
hier .mli).



Chapitre 7Preuve de programmes fon
tionnelsDans 
e 
ours, nous nous intéressons à la spé
i�
ation et à la preuve de programmes purementfon
tionnels. Nous montrons 
omment Coq peut être utilisé pour produire du 
ode ML 
erti�é.Ce 
hapitre est illustré par des programmes manipulant des arbres binaires de re
her
he, quisont représentatifs des programmes purement fon
tionnels à la fois 
omplexes et très utiles enpratique.Dans la suite, nous dénommons informatif tout 
e qui se trouve dans la sorte Set et logiquetout 
e qui se trouve dans la sorte Prop. Cette distin
tion de sorte est exploitée par le mé
a-nisme d'extra
tion [PM89a, PM89b, Let03a, Let03b℄ fourni par Coq. Ce mé
anisme extrait le
ontenu informatif d'un terme Coq sous la forme d'un programme ML. Les parties logiques dis-paraissent (ou ne subsistent que sous la forme d'une valeur dégénérée sans au
un 
al
ul asso
ié).Les fondements théoriques de l'extra
tion ont été exposés au 
hapitre pré
édent.7.1 Méthode dire
teLa façon la plus simple de 
erti�er un programme purement fon
tionnel 
onsiste à l'é
rire
omme une fon
tion dans Coq puis à prouver des propriétés de 
ette fon
tion. C'est 
e qui a étéfait par exemple dès le début de 
e 
ours ave
 la plus sur les entiers de Peano. Un grand nombrede programmes ML purement fon
tionnels peuvent être é
rits dire
tement dans le Cal
ul desConstru
tions.D'une manière générale, on 
ommen
e par dé�nir dans Coq une fon
tion � pure �, 
'est-à-direave
 un type à la ML (un type du système F) purement informatif. Supposons i
i une fon
tionprenant un seul argument :
f : τ1 → τ2On montre alors que 
ette fon
tion réalise une 
ertaine spé
i�
ation S : τ1 → τ2 → Prop par unthéorème de la forme
∀x. (S x (f x))La preuve de 
e théorème se fait en suivant la dé�nition de f .Exemple. On souhaite développer et 
erti�er formellement une bibliothèque d'ensembles �nis
odés à l'aide d'arbres binaires de re
her
he.On se donne un type d'arbres binaires 
ontenant des entiersCoq < Indu
tive tree : Set :=Coq < | EmptyCoq < | Node : tree -> Z -> tree -> tree.85
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e In indiquant qu'un élément apparaît dans un arbre (indépendam-ment de tout 
hoix de rangement des éléments dans les arbres) :Coq < Indu
tive In (x:Z) : tree -> Prop :=Coq < | In_left : forall l r y, (In x l) -> (In x (Node l y r))Coq < | In_right : forall l r y, (In x r) -> (In x (Node l y r))Coq < | Is_root : forall l r, (In x (Node l x r)).Une fon
tion de test de l'ensemble vide peut alors s'é
rireCoq < Definition is_empty (s:tree) : bool := mat
h s withCoq < | Empty => trueCoq < | _ => false end.et sa preuve de 
orre
tion s'énon
e ainsiCoq < Theorem is_empty_
orre
t :Coq < forall s, (is_empty s)=true <-> (forall x, ~(In x s)).La preuve suit la dé�nition de is_empty et tient en trois lignes :Coq < Proof.Coq < destru
t s; simpl; intuition.Coq < inversion_
lear H0.Coq < elim H with z; auto.Coq < Qed.Venons-en au test d'o

urren
e dans un arbre binaire de re
her
he. On 
ommen
e par sedonner une relation d'ordre ternaire sur les entiers relatifs :Coq < Indu
tive order : Set := Lt | Eq | Gt.Coq < Hypothesis 
ompare : Z -> Z -> order.Puis on dé�nit une fon
tion mem de re
her
he dans un arbre supposé être un arbre de re
her
he :Coq < Fixpoint mem (x:Z) (s:tree) {stru
t s} : bool := mat
h s withCoq < | Empty =>Coq < falseCoq < | Node l y r => mat
h 
ompare x y withCoq < | Lt => mem x lCoq < | Eq => trueCoq < | Gt => mem x rCoq < endCoq < end.La preuve de 
orre
tion de 
ette fon
tion né
essite de dé�nir la notion d'arbre binaire de re-
her
he, sous la forme du prédi
at indu
tif bst suivant :Coq < Indu
tive bst : tree -> Prop :=Coq < | bst_empty :Coq < (bst Empty)Coq < | bst_node :Coq < forall x (l r : tree),Coq < bst l -> bst r ->Coq < (forall y, In y l -> y < x) ->Coq < (forall y, In y r -> x < y) -> bst (Node l x r).
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orre
tion de la fon
tion mem peut alors s'é
rire ainsi :Coq < Theorem mem_
orre
t :Coq < forall x s, (bst s) -> (mem x s=true <-> In x s).On voit sur 
et exemple que la spé
i�
ation S prend la forme P x → Q x (f x). P est 
e quel'on appelle une pré
ondition et Q une post
ondition.Modularité. Si l'on 
her
he à faire la preuve de mem_
orre
t on 
ommen
e par indu
tions; simpl pour suivre la dé�nition de mem. Le premier 
as (Empty) est trivial. Ave
 le se
ond(Node s1 z s2) on tombe alors sur un terme de la forme mat
h 
ompare x z with ... qui nepermet pas d'aller plus avant. En e�et, on ne sait rien de la fon
tion 
ompare utilisée i
i par lafon
tion mem. Il nous faut la spé
i�er, par exemple sous la forme d'un axiomeCoq < Hypothesis 
ompare_spe
 :Coq < forall x y, mat
h 
ompare x y withCoq < | Lt => x<yCoq < | Eq => x=yCoq < | Gt => x>yCoq < end.On peut alors utiliser 
ette spé
i�
ation de la manière suivante :Coq < generalize (
ompare_spe
 x z); destru
t (
ompare x z).La preuve se poursuit alors sans di�
ulté.Note. Pour des fon
tions purement informatives telles que is_empty ou mem, le programmeextrait est identique au terme Coq. Ainsi la 
ommande Extra
tion mem donne-t-elle le 
odeo
amllet re
 mem x = fun
tion| Empty -> false| Node (l, y, r) ->(mat
h 
ompare x y with| Lt -> mem x l| Eq -> true| Gt -> mem x r)7.1.1 Cas des fon
tions partiellesUne première di�
ulté apparaît lorsque la fon
tion est partielle, i.e. a un type de la forme
f : ∀x : τ1. (P x)→ τ2Le 
as typique est 
elui d'une fon
tion de division qui attend un diviseur non nul.Dans notre exemple, on peut souhaiter dé�nir une fon
tion min_elt retournant le plus petitélément d'un ensemble supposé non vide (
'est-à-dire l'élément rangé le plus à gau
he dans l'arbrebinaire de re
her
he). On peut donner à 
ette fon
tion le type suivant :

min_elt : ∀s : tree. ¬s = Empty→ Z (7.1)où apparaît la pré
ondition ¬s = Empty. La spé
i�
ation de min_elt peut alors s'é
rire
∀s. ∀h : ¬s = Empty. bst s→ In (min_elt s h) s ∧ ∀x. In x s→ min_elt s h ≤ x
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 une pré
ondition reprenant naturellement 
elle de la fon
tion (hypothèse h) et ajoutant
bst s. La présen
e de h est même né
essaire pour pouvoir appliquer la fon
tion min_elt. Onvoit que l'utilisation d'une fon
tion partielle en Coq n'est pas simple : il faut passer en argumentdes termes de preuve, souvent di�
iles à 
onstruire.La dé�nition même d'une fon
tion partielle est souvent déli
ate. É
rivons une fon
tion min_eltayant le type (7.1). Le 
ode ML que l'on a en tête est le suivant :let re
 min_elt = fun
tion| Empty -> assert false| Node (Empty, x, _) -> x| Node (l, _, _) -> min_elt lMalheureusement la dé�nition en Coq est plus di�
ile. D'une part l'assert false dans le pre-mier 
as de �ltrage 
orrespond à un 
as absurde (on a supposé l'arbre non vide). La dé�nition enCoq exprime 
ette absurdité à l'aide du ré
urseur False_re
 appliqué à une preuve de l'absurde.Il faut don
 
onstruire une telle preuve à partir de la pré
ondition. De même le troisième 
as de�ltrage fait un appel ré
ursif à min_elt et pour 
ela on doit 
onstruire une preuve que l'argumentl n'est pas vide. C'est i
i une 
onséquen
e du �ltrage qui a éliminé le 
as où l est Empty. Dans
es deux 
as la né
essité de 
onstruire 
es termes de preuve 
omplique le �ltrage, qui doit êtredépendant. On obtient la dé�nition suivante :Coq < Fixpoint min_elt (s:tree) (h:~s=Empty) { stru
t s } : Z :=Coq < mat
h s return ~s=Empty -> Z withCoq < | Empty =>Coq < (fun h => False_re
 _ (h (refl_equal Empty)))Coq < | Node l x _ =>Coq < (fun h => mat
h l as a return a=l -> Z withCoq < | Empty => (fun _ => x)Coq < | _ => (fun h => min_elt lCoq < (Node_not_empty _ _ _ _ h))Coq < end (refl_equal l))Coq < end h.La première preuve (argument de False_re
) est 
onstruite dire
tement. La se
onde fait appelau lemme suivant :Coq < Lemma Node_not_empty : forall l x r s, Node l x r=s -> ~s=Empty.On peut alors prouver la 
orre
tion de 
ette fon
tion :Coq < Theorem min_elt_
orre
t :Coq < forall s (h:~s=Empty), bst s ->Coq < In (min_elt s h) s /\Coq < forall x, In x s -> min_elt s h <= x.Là en
ore la preuve se fait en suivant la dé�nition de la fon
tion et ne pose pas de problème.On peut véri�er que le 
ode extrait est bien 
elui que l'on avait en tête. Extra
tion min_eltdonne en e�et :let re
 min_elt = fun
tion| Empty -> assert false (* absurd 
ase *)| Node (l, x, t) ->(mat
h l with| Empty -> x| Node (t0, z0, t1) -> min_elt l)
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 est extraite en assertfalse, 
e qui est exa
tement le 
omportement souhaité (on a fait une preuve que 
e point deprogramme est inatteignable, il est don
 légitime de dire qu'arriver là est absurde i.e. une �preuve � de false) ; d'autre part on voit que les arguments logiques liés à la pré
ondition qui
ompliquaient la dé�nition ont disparu dans le 
ode extrait (ils étaient dans la sorte Prop).Une autre solution 
onsiste à dé�nir la fon
tion min_elt par une preuve plut�t que par unedé�nition. Il est alors fa
ile de 
onstruire les termes de preuve (on est dans l'éditeur de preuves).I
i la dé�nition-preuve est relativement simple :Coq < Definition min_elt : forall s, ~s=Empty -> Z.Coq < Proof.Coq < indu
tion s; intro h.Coq < elim h; auto.Coq < destru
t s1.Coq < exa
t z.Coq < apply IHs1; dis
riminate.Coq < Defined.Mais il est plus di�
ile de se persuader que l'on 
onstruit la bonne fon
tion (tant que l'on n'a pasmontré la 
orre
tion de 
ette fon
tion). Il faut en parti
ulier prendre bien soin de ne pas utiliserà tort de ta
tiques automatiques telles que auto qui pourraient avoir pour e�et de 
onstruireune fon
tion autre que 
elle que l'on a en tête ; sur 
et exemple auto n'est utilisé que sur un butlogique (Empty=Empty).Une façon de se persuader que le 
ode sous-ja
ent est bien le bon 
onsiste à examiner le 
odeextrait. I
i on retrouve exa
tement le même que pré
édemment.La ta
tique refine aide à la dé�nition de fon
tion partielle (mais pas seulement). Elle permetde donner partiellement un terme de preuve, 
ertaines parties étant omises (dénotées par _) etdonnant lieu à des sous-buts. Ainsi on peut redé�nir la fon
tion min_elt de la façon suivante :Coq < Definition min_elt : forall s, ~s=Empty -> Z.Coq < refineCoq < (fix min (s:tree) (h:~s=Empty) { stru
t s } : Z :=Coq < mat
h s return ~s=Empty -> Z withCoq < | Empty =>Coq < (fun h => _)Coq < | Node l x _ =>Coq < (fun h => mat
h l as a return a=l -> Z withCoq < | Empty => (fun _ => x)Coq < | _ => (fun h => min_elt l _)Coq < end _)Coq < end h).On obtient alors deux sous-buts qu'il est aisé de prouver. On remarque tout de même que l'onn'é
happe pas à un �ltrage dépendant.En�n une dernière solution 
onsiste à rendre la fon
tion totale en la 
omplétant de manièrearbitraire en dehors de son domaine de dé�nition. I
i on peut 
hoisir de retourner la valeur0 lorsque l'ensemble est vide. On évite ainsi l'argument logique ¬s = Empty et ses fâ
heuses
onséquen
es. Le type de min_elt � redevient� tree→ Z et sa dé�nition est très simple :



6 janvier 2010 90Coq < Fixpoint min_elt (s:tree) : Z := mat
h s withCoq < | Empty => 0Coq < | Node Empty z _ => zCoq < | Node l _ _ => min_elt lCoq < end.Le théorème de 
orre
tion reste le même, en revan
he :Coq < Theorem min_elt_
orre
t :Coq < forall s, ~s=Empty -> bst s ->Coq < In (min_elt s) s /\Coq < forall x, In x s -> min_elt s <= x.L'énon
é garde la pré
ondition ¬s = Empty, sans quoi il ne serait pas possible de montrerl'appartenan
e de min_elt s à s.Note. La fon
tion de division sur les entiers relatifs, Zdiv, est ainsi dé�nie 
omme une fon
tiontotale mais 
es propriétés ne sont établies que sous l'hypothèse que le diviseur est non nul.Note. Une autre façon de rendre totale la fon
tion min_elt, plus générale, eût été de lui faireretourner un résultat de type option Z, 
'est-à-dire None lorsque l'ensemble est vide, et Some mlorsqu'il existe un plus petit élément m. Mais on 
hange alors légèrement le 
ode ML sous-ja
ent(et l'énon
é du théorème de 
orre
tion).7.1.2 Cas des fon
tions non stru
turellement ré
ursivesLe problème de la dé�nition (et de l'utilisation) d'une fon
tion partielle se retrouve égalementlorsque l'on 
her
he à dé�nir (et à prouver) une fon
tion ré
ursive mais dont la ré
urren
e n'estpas stru
turelle.En e�et, une solution pour dé�nir une telle fon
tion 
onsiste à utiliser un prin
ipe de ré
ur-ren
e bien fondée, tel que well_founded_indu
tion :Coq < well_founded_indu
tionCoq < : forall (A : Set) (R : A -> A -> Prop),Coq < well_founded R ->Coq < forall P : A -> Set,Coq < (forall x : A, (forall y : A, R y x -> P y) -> P x) ->Coq < forall a : A, P aMais alors la dé�nition né
essite de 
onstruire des preuves de R y x pour 
haque appel ré
ursifsur y ; on retrouve les di�
ultés � mais aussi les solutions � mentionnées dans la se
tionpré
édente.Supposons que l'on souhaite é
rire une fon
tion subset qui teste l'in
lusion sur nos ensembles
omme arbres binaires de re
her
he. Un 
ode ML possible est le suivant :let re
 subset s1 s2 = mat
h (s1, s2) with| Empty, _ ->true| _, Empty ->false| Node (l1, v1, r1), (Node (l2, v2, r2) as t2) ->let 
 = 
ompare v1 v2 in
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 = 0 thensubset l1 l2 && subset r1 r2else if 
 < 0 thensubset (Node (l1, v1, Empty)) l2 && subset r1 t2elsesubset (Node (Empty, v1, r1)) r2 && subset l1 t2On voit que les appels ré
ursifs se font sur des arbres qui ne sont pas toujours des sous-termesdes arguments initiaux (sans 
ompter la di�
ulté supplémentaire d'une ré
urren
e simultanéesur les deux arguments). Il existe 
ependant un 
ritère simple de terminaison, à savoir le nombretotal d'éléments dans les deux arbres.On 
ommen
e don
 par établir un prin
ipe de ré
urren
e bien fondée sur deux arbres basésur la somme de leur nombre d'éléments :Coq < Fixpoint 
ardinal_tree (s:tree) : nat := mat
h s withCoq < | Empty => OCoq < | Node l _ r => (S (plus (
ardinal_tree l) (
ardinal_tree r)))Coq < end.Coq <Coq < Lemma 
ardinal_re
2 :Coq < forall (P:tree->tree->Set),Coq < (forall (x x':tree),Coq < (forall (y y':tree),Coq < (lt (plus (
ardinal_tree y) (
ardinal_tree y'))Coq < (plus (
ardinal_tree x) (
ardinal_tree x'))) -> (P y y'))Coq < -> (P x x')) ->Coq < forall (x x':tree), (P x x').La preuve est fa
ile : on se ramène à un prin
ipe de ré
urren
e bien fondée sur le type nat, fournidans la bibliothèque de Coq, à savoir well_founded_indu
tion_type_2, et l'on prouve aisémentque la relation est bien fondée 
ar elle est de la forme lt (f y y′) (f x x′) et que lt est unerelation bien fondée sur nat (autre résultat fourni par la bibliothèque) :Coq < Proof.Coq < intros P H x x'.Coq < apply well_founded_indu
tion_type_2Coq < with (R:=fun (yy' xx':tree*tree) =>Coq < (lt (plus (
ardinal_tree (fst yy')) (
ardinal_tree (snd yy')))Coq < (plus (
ardinal_tree (fst xx')) (
ardinal_tree (snd xx')))));Coq < auto.Coq < apply (Wf_nat.well_founded_ltof _Coq < (fun (xx':tree*tree) =>Coq < (plus (
ardinal_tree (fst xx')) (
ardinal_tree (snd xx'))))).Coq < Save.On peut alors dé�nir la fon
tion subset par une dé�nition-preuve utilisant la ta
tique refine :Coq < Definition subset : tree -> tree -> bool.Coq < Proof.
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ommen
e par appliquer le prin
ipe de ré
urren
e 
ardinal_re
2 :Coq < intros s1 s2; pattern s1, s2; apply 
ardinal_re
2.Puis on �ltre sur x et x' les deux 
as Empty étant triviaux :Coq < destru
t x.Coq < (* x=Empty *)Coq < intros; exa
t true.Coq < (* x = Node x1 z x2 *)Coq < destru
t x'.Coq < (* x'=Empty *)Coq < intros; exa
t false.On pro
ède ensuite par 
as sur le résultat de 
ompare z z0 :Coq < (* x' = Node x'1 z0 x'2 *)Coq < intros; 
ase (
ompare z z0).Dans 
ha
un des trois 
as, les appels ré
ursifs (hypothèse H) se font à l'aide de la ta
tiquerefine : on a alors une obligation de montrer la dé
roissan
e du nombre d'éléments, 
e qui estautomatiquement prouvé par simpl; omega (simpl est né
essaire pour déplier la dé�nition de
ardinal_tree) :Coq < (* z < z0 *)Coq < refine (andb (H (Node x1 z Empty) x'2 _)Coq < (H x2 (Node x'1 z0 x'2) _)); simpl; omega.Coq < (* z = z0 *)Coq < refine (andb (H x1 x'1 _) (H x2 x'2 _)); simpl ; omega.Coq < (* z > z0 *)Coq < refine (andb (H (Node Empty z x2) x'2 _)Coq < (H x1 (Node x'1 z0 x'2) _)); simpl ; omega.Coq < Defined.Note. On aurait pu également faire une dé�nition à l'aide d'un unique refine.Note. Il est intéressant d'examiner le 
ode extrait d'une fon
tion dé�nie à l'aide d'un ré
urseurtel que well_founded_indu
tion. On peut 
ommen
er par regarder dire
tement le 
ode extraitpour well_founded_indu
tion et l'on re
onnaît un opérateur de point-�xe :let re
 well_founded_indu
tion x a =x a (fun y _ -> well_founded_indu
tion x y)En dépliant 
et opérateur et deux autres 
onstantesCoq < Extra
tion NoInline andb.Coq < Extra
tion Inline 
ardinal_re
2 A

_iter_2 well_founded_indu
tion_type_2.Coq < Extra
tion subset.on obtient exa
tement le 
ode ML souhaité :
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 subset x x' =mat
h x with| Empty -> True| Node (x1, z0, x2) ->(mat
h x' with| Empty -> False| Node (x'1, z1, x'2) ->(mat
h 
ompare z0 z1 with| Lt ->andb (subset (Node (x1, z0, Empty)) x'2)(subset x2 (Node (x'1, z1, x'2)))| Eq -> andb (subset x1 x'1) (subset x2 x'2)| Gt ->andb (subset (Node (Empty, z0, x2)) x'2)(subset x1 (Node (x'1, z1, x'2)))))De nombreuses autres te
hniques pour dé�nir des fon
tions ré
ursives non stru
turelles dansCoq sont dé
rites dans le 
hapitre 15 de l'ouvrage Intera
tive Theorem Proving and ProgramDevelopment [BC04℄.7.2 Utilisation de types dépendantsUne autre appro
he de la preuve de programmes fon
tionnels dans Coq 
onsiste à utiliser lari
hesse du système de types du Cal
ul des Constru
tions Indu
tives pour exprimer la spé
i�-
ation de la fon
tion dans son type même. En fait, un type est une spé
i�
ation. Dans le 
asde ML, 
'est juste une spé
i�
ation très pauvre � une fon
tion attend un entier et retourne unentier � mais dans Coq on peut exprimer qu'une fon
tion attend un entier positif et retourneun entier premier :
f : {n : Z | n ≥ 0} → {p : Z | premier p}Nous allons montrer 
omment.7.2.1 Type sous-ensemble sigLa notation Coq {x : A | P} désigne le � sous-type de A des valeurs véri�ant la propriété

P � ou, dans un vo
abulaire plus théorie des ensembles, le � sous-ensemble de A des élémentsvéri�ant P �. La notation {x : A | P} désigne l'appli
ation sig A (fun x ⇒ P ) où sig estl'indu
tif suivant :Coq < Indu
tive sig (A : Set) (P : A -> Prop) : Set :=Coq < exist : forall x:A, P x -> sig PCet indu
tif est identique à l'existentielle ex, si 
e n'est sa sorte, Set au lieu de Prop (on souhaitedé�nir une fon
tion et don
 que ses arguments et résultats soient informatifs).En pratique, on souhaite lier l'argument au résultat par une post
ondition Q et on préfèredon
 la forme plus générale suivante :
f : ∀ (x : τ1), P x→ {y : τ2 | Q x y}Si l'on reprend l'exemple de la fon
tion min_elt, sa spé
i�
ation peut être la suivante :Coq < Definition min_elt :Coq < forall s, ~s=Empty -> bst s ->Coq < { m:Z | In m s /\ forall x, In x s -> m <= x }.
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ultés de dé�nition dire
te mentionnées dans la se
tion pré
édente et l'onpréfère don
 en général la dé�nition par preuve (ave
 toujours la même mise en garde vis-à-visdes méthodes automatiques).Note. Le dépla
ement de la propriété bst s vers la pré
ondition n'est pas né
essaire ; 
'estjuste plus naturel.Note. L'extra
tion de sig A Q oublie l'annotation logique Q et se réduit don
 à l'extra
tiondu type A. Dit autrement, le type sig peut disparaître à l'extra
tion ; de fait on aCoq < Extra
tion sig.type 'a sig = 'a(* singleton indu
tive, whose 
onstru
tor was exist *)7.2.2 Variantes de sigOn peut dé�nir d'autres types similaires à sig. Ainsi si l'on souhaite é
rire une fon
tionretournant deux entiers, telle que par exemple une division eu
lidienne, on a envie d'emboîterdeux utilisation de sig de la même manière que l'on peut le faire pour deux existentielles ex :
div : ∀a b, b > 0→ {q | {r | a = bq + r ∧ 0 ≤ r < b}}Mais la se
onde utilisation de sig a pour sorte Set et non Prop, 
e qui rend 
ette é
riturein
orre
te. Coq introduit pour 
ela une variante de sig, sigS :Coq < Indu
tive sigS (A : Set) (P : A -> Set) : Set :=Coq < existS : forall x:A, P x -> sig Poù la seule di�éren
e est la sorte de P (Set au lieu de Prop). sigS A (fun x ⇒ P ) se note

{x : A & P}, 
e qui permet d'é
rire
div : ∀a b, b > 0→ {q & {r | a = bq + r ∧ 0 ≤ r < b}}L'extra
tion de sigS est naturellement une paire :Coq < Extra
tion sigS.type ('a, 'p) sigS =| ExistS of 'a * 'pDe même si l'on souhaite une spé
i�
ation de la forme

{x : A | P x ∧Q x}il existe un indu
tif � sur mesure �, sig2, dé�ni parCoq < Indu
tive sig2 (A : Set) (P : A -> Prop) (Q : A -> Prop) : Set :=Coq < exist2 : forall x : A, P x -> Q x -> sig2 P QSon extra
tion est identique à 
elle de sig.
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i�
ation d'une fon
tion booléenne : sumboolUn type de spé
i�
ation1 qui revient très souvent est 
elui de la spé
i�
ation d'une fon
tionbooléenne. Dans 
e 
as, on souhaite exprimer quelles sont les deux propriétés établies lorsquela fon
tion retourne false et true respe
tivement. Coq introduit un type indu
tif pour 
ela,sumbool, dé�ni parCoq < Indu
tive sumbool (A : Prop) (B : Prop) : Set :=Coq < | left : A -> sumbool A BCoq < | right : B -> sumbool A BC'est un type semblable au type bool mais dont 
haque 
onstru
teur 
ontient une preuve, de Aet de B respe
tivement. sumbool A B se note {A}+{B}. Une fon
tion de test de l'ensemble videpourra se spé
i�er ainsi :
is_empty : ∀s, {s = Empty}+ {¬s = Empty}Un 
as plus général, et très fréquent, est 
elui d'une égalité dé
idable. En e�et, si un type A estmuni d'une égalité eq : A → A → Prop, on peut spé
i�er une fon
tion de test de 
ette égalitésous la forme
A_eq_dec : ∀x y, {eq x y}+ {¬(eq x y)}C'est presque la même 
hose que donner une preuve de

∀x y, (eq x y) ∨ ¬(eq x y)si 
e n'est que la sorte n'est pas la même. Dans 
e dernier 
as, on a une disjon
tion dans Prop(un tiers-ex
lu pour le prédi
at eq) alors que dans le pré
édent on a une � disjon
tion � dansSet, 
'est-à-dire un programme dé
idant de l'égalité.L'extra
tion de sumbool est un type isomorphe à bool :Coq < Extra
tion sumbool.type sumbool =| Left| RightEn pratique on peut indiquer à l'extra
tion de Coq d'utiliser dire
tement les booléens de ML aulieu de Left et Right (permet notamment d'utiliser if-then-else dans le 
ode extrait).Variante sumorIl existe une variante à sumbool où les sortes ne sont pas les mêmes à gau
he et à droite :Coq < Indu
tive sumor (A : Set) (B : Prop) : Set :=Coq < | inleft : A -> A + {B}Coq < | inright : B -> A + {B}Cet indu
tif permet de spé
i�er une fon
tion ML qui retourne une valeur du type α option :le 
onstru
teur inright représente le 
as None et lui asso
ie la propriété B, et le 
onstru
teurinleft représente le 
as Some et lui asso
ie la spé
i�
ation A. De fait, l'extra
tion de sumor estisomorphe au type option de ML :1C'est le 
as de le dire !
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tion sumor.type 'a sumor =| Inleft of 'a| InrightOn peut ainsi 
ombiner sumor et sig pour spé
i�er la fon
tion min_elt de la manière sui-vante :Coq < Definition min_elt :Coq < forall s, bst s ->Coq < { m:Z | In m s /\ forall x, In x s -> m <= x } + { s=Empty }.Il s'agit là de la version 
orrespondant à une fon
tion ML rendue totale ave
 un type option.On peut de même 
ombiner sumor et sumbool pour spé
i�er notre fon
tion de 
omparaisonternaire :Coq < Hypothesis 
ompare : forall x y, {x<y} + {x=y} + {x>y}.On note que maintenant 
ette seule hypothèse rempla
e à elle seule l'indu
tif order et les deuxhypothèses 
ompare et 
ompare_spe
.Reprenons l'exemple de la fon
tion de test d'appartenan
e dans un arbre binaire de re
her
he,mem. On peut maintenant la spé
i�er à l'aide d'un type dépendant :Coq < Definition mem :Coq < forall x s, bst s -> { In x s }+{ ~(In x s) }.La dé�nition-preuve 
ommen
e par une indu
tion sur s.Coq < Proof.Coq < indu
tion s; intros.Coq < (* s = Empty *)Coq < right; intro h; inversion_
lear h.Le 
as s=Empty est trivial. Dans le 
as s=Node s1 z s2, il s'agit de pro
éder par 
as sur lerésultat de 
ompare x z. C'est maintenant plus simple qu'ave
 la méthode pré
édente : plusbesoin de faire appel au lemme 
ompare_spe
, 
ar 
ompare x z 
ontient sa spé
i�
ation dansson type.Coq < (* s = Node s1 z s2 *)Coq < 
ase (
ompare x z); intro.De même 
haque hypothèse de ré
urren
e (sur s1 et s2) est une fon
tion 
ontenant sa spé
i�-
ation. On l'utilise, le 
as é
héant, en lui appliquant la ta
tique 
ase. Le reste de la preuve estaisé.Note. Il est possible de retrouver la fon
tion pure 
omme proje
tion de la fon
tion spé
i�ée àl'aide d'un type dépendant :Coq < Definition mem_bool x s (h:bst s) := mat
h mem x s h withCoq < | left _ => trueCoq < | right _ => falseCoq < end.
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orre
tion de 
ette fon
tion pure (
ar la preuve est 
ontenue dansle type de la fon
tion d'origine) :Coq < Theorem mem_bool_
orre
t :Coq < forall x s, forall (h:bst s),Coq < (mem_bool x s h)=true <-> In x s.Coq < Proof.Coq < intros.Coq < unfold mem_bool; simpl; 
ase (mem x s h); intuition.Coq < dis
riminate H.Coq < Qed.Mais 
ette proje
tion a peu d'intérêt en pratique.Note. Il est important de noter que 
haque fon
tion se voit maintenant donner sa spé
i�
ationdès sa dé�nition : il n'est plus aussi fa
ile de montrer plusieurs propriétés d'une même fon
tionque dans le 
as d'une fon
tion pure.7.2.4 Spé
i�
ation dans les types de donnéesL'ajout de spé
i�
ation dans les types ML peut également s'appliquer aux types ré
ursifs.Ainsi on peut introduire le type dépendant des arbres ayant la propriété d'être des arbres binairesde re
her
he :Coq < Indu
tive bst_tree : Set :=Coq < | Bst_tree : forall t, bst t -> bst_tree.Il s'agit là d'un 
ouple dépendant 
onstitué d'un arbre t (dans la sorte Set) et d'une preuve debst t (dans la sorte Prop). Un tel indu
tif a un 
onstru
teur est un re
ord (type enregistrement) :Coq < Re
ord bst_tree : Set := {Coq < t :> tree;Coq < bst_t : bst tCoq < }.Note. La notation :> introduit une 
oer
ion du type bst_tree vers le type tree (la premièreproje
tion). Ce
i permet par exemple d'appliquer dire
tement le prédi
at In a une valeur dutype bst_tree.7.3 Modules et fon
teursL'adéquation de Coq 
omme formalisme de spé
i�
ation et de preuve de programmes MLpurement fon
tionnels s'étend jusqu'au système de modules. En e�et, Coq est depuis peu équipéd'un système de modules inspiré de 
elui d'Obje
tive Caml [Ler00, Chr03a, Chr03b℄. De mêmeque les types de fon
tion Coq peuvent enri
hir 
eux de ML par des annotations logiques, lesmodules de Coq peuvent enri
hir 
eux de ML.Ainsi, si l'on souhaite é
rire notre bibliothèque d'ensembles �nis sous la forme d'un fon
teurprenant en argument un type quel
onque (et non plus Z 
omme jusqu'à présent) équipé d'unordre total, on 
ommen
e par dé�nir une signature pour 
et argument. On y met un type t, uneégalité eq et une relation d'ordre lt sur 
e type :



6 janvier 2010 98Coq < Module Type OrderedType.Coq < Parameter t : Set.Coq < Parameter eq : t -> t -> Prop.Coq < Parameter lt : t -> t -> Prop.ainsi qu'un résultat de dé
idabilité de lt et eq :Coq < Parameter 
ompare : forall x y, {lt x y}+{eq x y}+{lt y x}.Il faut également fournir quelques propriétés sur eq (relation d'équivalen
e) et lt (relation d'ordrein
ompatible ave
 eq) sans lesquelles les fon
tions sur les arbres binaires de re
her
he ne peuventêtre 
orre
tes :Coq < Axiom eq_refl : forall x, (eq x x).Coq < Axiom eq_sym : forall x y, (eq x y) -> (eq y x).Coq < Axiom eq_trans : forall x y z, (eq x y) -> (eq y z) -> (eq x z).Coq <Coq < Axiom lt_trans : forall x y z, (lt x y) -> (lt y z) -> (lt x z).Coq < Axiom lt_not_eq : forall x y, (lt x y) -> ~(eq x y).En�n, on peut ajouter à la signature des 
ommandes Hint pour la ta
tique auto �- et ellesseront ainsi disponibles automatiquement dans le 
orps du fon
teur :Coq < Hint Immediate eq_sym.Coq < Hint Resolve eq_refl eq_trans lt_not_eq lt_trans.Coq < End OrderedType.On peut alors é
rire notre bibliothèque d'ensembles sous la forme d'un fon
teur prenant unargument X de type OrderedType :Module ABR (X: OrderedType).Indu
tive tree : Set :=| Empty| Node : tree -> X.t -> tree -> tree.Fixpoint mem (x:X.t) (s:tree) {stru
t s} : bool := ...Indu
tive In (x:X.t) : tree -> Prop := ...Hint Constru
tors In.Indu
tive bst : tree -> Prop :=| bst_empty : (bst Empty)| bst_node :forall x (l r : tree),bst l -> bst r ->(forall y, In y l -> X.lt y x) ->(forall y, In y r -> X.lt x y) -> bst (Node l x r).(* et
. *)
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tive Caml fournit une bibliothèque d'ensembles �nis 
odés par des arbresbinaires de re
her
he équilibrés (des AVL [AVL62℄), sous la forme d'un fon
teur prenant enargument un type ordonnée. Cette bibliothèque implante toutes les opérations habituelles sur lesensembles (union, interse
tion, di�éren
e, 
ardinal, plus petit élément, et
.), des itérateurs (map,fold, iter) et également une fon
tion d'ordre total sur les ensembles permettant d'obtenir desensembles d'ensembles par une se
onde appli
ation du même fon
teur (et ainsi de suite). Cettebibliothèque a été 
erti�ée à l'aide de Coq par Pierre Letouzey et Jean-Christophe Filliâtre [FL04℄.Cette preuve a permis de dé
ouvrir un bug dans le ré-équilibrage des arbres e�e
tué par 
ertainesfon
tions ; le 
ode a été 
orrigé dans la dernière version d'o
aml (3.07).



Chapitre 8Preuve de programmes impératifs8.1 Logique de Hoare 
lassiqueOn 
onsidère un langage PASCAL très simpli�é, ave
 des variables globales entières, desexpressions entières et booléennes, et les instru
tions d'a�e
tation, de test et de bou
le while :
e ::= n | x | e op e
op ::= + | − | ∗ | / |=|6=|<|>|≤|≥| and | or
i ::= skip | x := e | i; i | if e then i else i | while e do i doneExemple 5 Appelons ISQRT le programme suivant, sur trois variables n, count et sum :
ount := 0; sum := 1;while sum <= n do 
ount := 
ount + 1; sum := sum + 2 * 
ount + 1 doneA�rmation : à la �n de l'exé
ution de 
e programme, count est la ra
ine 
arré de n, arrondie àl'entier inférieur.8.1.1 Sémantique opérationnelleUn état d'un programme est une table d'asso
iation E qui à 
haque variable x du programmeasso
ie sa valeur 
ourante E(x). La valeur d'une expression bien typée e dans un état E est dé�niepar

E(n) = n

E(x) = E(x)

E(e1 op e2) = E(e1) op E(e2)La sémantique opérationnelle de 
e langage est dé�nie par les règles de transition (sur touteinstru
tion bien typée) :
E −→

x:=e
E{x = E(e)}

E1 −→
i1;i2

E3 si E1−→
i1
E2 et E2−→

i2
E3

E1 −→
if e then i1 else i2

E2 si E1(e) = true et E1−→
i1
E2

E1 −→
if e then i1 else i2

E2 si E1(e) = false et E1−→
i2
E2

E1 −→
while e do i

E3 si E1(e) = true, E1−→
i
E2 et E2 −→

while e do i
E3

E −→
while e do i

E si E(e) = false100



6 janvier 2010 1018.1.2 Logique de HoareUn triplet de Hoare est un triplet noté {P}i{Q} où P et Q sont des assertions logiques et iune instru
tion. Ces assertions logiques sont des formules du premier ordre, ave
 
omme formulesatomiques les expressions de notre langage. Remarque importante : il y a ainsi identi�
ation entreles variables du programme et les variables de la logique.On dit qu'un triplet de Hoare {P}i{Q} est valide si pour tous états E1 et E2 tels que
E1−→

i
E2 et P est vraie dans E1, Q est vraie dans E2.Exemples de triplets valides : {x = 1}x := x+ 2{x = 3}, {x = y}x := x+ y{x = 2y}.Exemple 6 Sur le programme ISQRT , on souhaiterait montrer la validité du triplet

{n ≥ 0}ISQRT{count ∗ count ≤ n ∧ n < (count+ 1) ∗ (count+ 1)}Logique de Hoare : ensemble de règles de dédu
tion sur les triplets :
{P}skip{P}

{P ∧ e = true}i1{Q} {P ∧ e = false}i2{Q}
{P}if e then i1 else i2{Q}

{P [x← e]}x := e{P}
{I ∧ e = true}i{I}

{I}while e do i{I ∧ e = false}

{P}i1{Q} {Q}i2{R}
{P}i1; i2{R}

{P ′}i{Q′} P → P ′ Q′ → Q

{P}i{Q}Proposition 1 Cet ensemble de règles est 
orre
t : tout triplet dérivable est valide.Preuve : pas de di�
ulté (
f 
hapitre 2).Di�
ulté : prouver un triplet à partir de 
es règles demande de � deviner � les bonnes anno-tations intermédiaires, par exemple pour la séquen
e, mais aussi pour la règle d'a�aiblissement.Ainsi, on ne peut pas prouver le programme de la ra
ine 
arrée sans ré�é
hir : il faut en parti-
ulier trouver un invariant de bou
le adéquat. L'équivalent, du point de vue théorique, de 
ettedi�
ulté est : a-t-on 
omplétude de la logique de Hoare, 
.-à-d. peut-on prouver tous les tripletsvalides ?8.1.3 Complétude, et 
al
ul de plus faible pré
onditionPour i et Q �xés, l'ensemble des P tels que {P}i{Q} est valide, s'il est non vide, possède-t-ilun élément minimal P0 au sens où pour tout P tels que {P}i{Q} est valide, P implique P0.Cal
ul de WP :
WP (x := e,Q) = Q{x← e}
WP (i1; i2, Q) = WP (i1,WP (i2, Q))

WP (if e then i1 else i2, Q) = (e = true→WP (i1, Q)) ∧ (e = false→WP (i2, Q))

WP (while e do i,Q) = pas de formule simple !Exemple 7 WP (x := x+ y, x = 2y) ≡ x+ y = 2yProposition 2 L'ensemble des règles de logique de Hoare est relativement 
omplet : Tout tripletvalide {P}i{Q} est dérivable (en parti
ulier, on peut trouver des invariants pour les bou
les whilede i).Preuve : le relativement exprime i
i une hypothèse qui est que la logique dans laquelle on exprimeles annotations est su�samment expressive, en parti
ulier pour exprimer les invariants de bou
lené
essaires à l'aide de point-�xe [Cou90℄.



6 janvier 2010 102let isqrt = fun (n : int) ->{ n >= 0 } (* pré-
ondition *)beginlet 
ount = ref 0 inlet sum = ref 1 inbeginwhile !sum <= n do{ invariant 
ount >= 0 and n >= 
ount*
ount and sum = (
ount+1)*(
ount+1)variant n - sum } (* invariant et variant de bou
le *)
ount := !
ount + 1;sum := !sum + 2 * !
ount + 1done;!
ountendend{ result >= 0 and result * result <= n and n < ( result+1)*( result+1) }(* post-
ondition *)Fig. 8.1 � Cal
ul de la ra
ine 
arrée en Why8.1.4 Di�
ultésDe nombreux travaux ont fait suite à la logique de Hoare originale [Cou90℄, pour étendre leformalisme et résoudre des di�
ultés, par exemple :� Référer, dans une post-
ondition Q de {P}i{Q}, à la valeur d'une variable avant l'exé
utionde i.� Avoir des e�ets de bord dans les expressions.� Traiter l'appel de sous-programmes.� Prouver la terminaison des programmes (terminaison des bou
les while).� Supporter les break, 
ontinue, les ex
eptions.� Avoir des stru
tures de données 
omplexes : tableaux, stru
tures, pointeurs, objets, et
.� Travailler sur des entiers bornés, et véri�er le non-débordement des opérations sur lesentiers.8.2 Transformation fon
tionnelle : la méthode WhyObje
tif général : établir la validité d'un triplet de Hoare, non pas ave
 les règles de dédu
tionpré
édente, mais ave
 une te
hnique fondée sur le 
al
ul des 
onstru
tions indu
tives. Cet obje
tifa été développé par Jean-Christophe Filliâtre [Fil03a℄ et implantée dans un outil logi
iel appeléeWhy [Fil03b℄. Les programmes traités par Why ne sont pas en PASCAL, ni en C ou autre langagede programmation existant, mais dans une syntaxe spé
i�que, qui a été 
onçue pour la preuvede 
es programmes.En Why, toutes les di�
ultés mentionnées 
i-dessus sont traitées, ex
eptés la possibilitéd'avoir des stru
tures de données 
omplexes et les entiers bornés. Dans la se
tion suivante,nous verrons à la fois 
omment traiter les stru
tures de données 
omplexes, et 
omment faire despreuves sur des programmes é
rits dans des langages de programmation impératifs standards :Java ou C en l'o

urren
e.La �gure 8.1 donne de nouveau le programme qui 
al
ule la ra
ine 
arrée, é
rit 
ette fois sousforme d'une fon
tion Why. On remarque que :



6 janvier 2010 103programmes annotésWhy
Obligations de preuvesCoq PVS HOL-light Mizar Simplify haRVeyFig. 8.2 � Appro
he multi-prouveur de Why� Le langage Why est un langage pro
he de Caml� En parti
ulier, il n'y a pas de distin
tion entre instru
tion et expression. Les triplets à laHoare s'applique sur des expressions, et dans une post-
ondition on peut utiliser le mot 
léresult pour parler du résultat de l'expression.� L'ajout d'un variant, pour garantir la terminaisonLe travail de l'outil Why 
onsiste à produire, à partir d'un programme annoté, des obligationsde preuves dont la validité assure la 
orre
tion du programme. Ave
 Why, 
es obligations depreuves sont des formules en logique du premier ordre, exprimable dans la syntaxe de di�érentsdémonstrateurs existants, aussi bien des démonstrateurs intera
tifs 
omme Coq, PVS, HOL-lightou Mizar, que des démonstrateurs automatiques 
omme Simplify ou haRVey.Néanmoins, la sortie pour Coq possède une parti
ularité supplémentaire : la validation, quiest un programme fon
tionnel Coq équivalent au programme de départ. Il s'agit là de l'idéedire
tri
e de l'appro
he Why : un programme impératif peut être traduit en un programmefon
tionnel par ajout de paramètre. Sur l'exemple de ISQRT, on é
rirait quelque 
hose 
ommeisqrt(n) = isqrt2(n,0,1)isqrt2(n,
ount,sum) =if sum<=n then isqrt2(n,
ount+1,sum + 2 * (
ount+1)+1) else 
ountOn est ramené alors à la preuve d'un programme fon
tionnel. Il s'agit là d'une instan
e de l'ap-pro
he par plongement super�
iel (shallow embedding en anglais) opposé à plongement profond(deep embedding), tel qu'expliqué dans le 
hapitre 2.8.2.1 Le langage WhyC'est un langage fon
tionnel auquel sont rajoutés quelques traits impératifs. Les types debase sont : int, bool, float et unit (habité par la 
onstante void). Comme d'habitude ave
 leslangages fon
tionnels, il n'y a pas de distin
tion syntaxiques entre expressions et instru
tions :les instru
tions sont les expressions de type unit.Le noyau fon
tionnel est 
onstitué des expressions suivantes :� les 
onstantes entières, booléennes, �ottantes et void ;� les variables ;� l'appli
ation, notée sous forme 
urry�ée (e e1 . . . en) ;� les opérations primitives (unaires et binaires) +, -, et
. ;� les dé�nitions lo
ales let v = e1 in e2 ;� les 
onditionnelles if e1 then e2 else e3 ;� l'abstra
tion notée fun (x1 : t1) · · · (xn : tn)→ e.Les traits impératifs sont introduits par� les dé�nitions de référen
es lo
ales let v = ref e1 in e2 ;
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iation !v ;� l'a�e
tation : v := e ;� la séquen
e e1; ...; en ;� la bou
le while e1 do e2 done ;Remarque : pour simpli�er on ne traite pas les dé�nitions ré
ursives i
i, ni la levée et le rattrapaged'ex
eption. Le langage 
omplet est dé
rit dans le manuel utilisateur.EnWhy, toute expression e peut être annotée, ave
 la notation des triplets de Hoare {pre} e {post}.Les bou
les while doivent être annotée parwhile e do { invariant inv variant var } e donepour spé
i�er un invariant de bou
le, ainsi qu'un variant, une expression 
ensée dé
roitre à 
haqueitération de la bou
le, assurant ainsi la terminaison. Les annotations pre, post et inv sont desformules de logique du premier ordre, leur variables sont les variables du programme. De plus,dans les post on peut utiliser le mot-
lé result pour référer à la valeur résultat de l'expression, et
v� pour désigner la valeur de v avant l'exé
ution de l'expression.8.2.2 Typage ave
 e�etsComme un langage de programmation 
lassique, le langage Why possède des règles de typage,et un programme doit être 
orre
tement typé pour que la génération des obligations de preuvespuissent se faire. Comme 
e langage est pro
he de Caml, le type en est assez pro
he aussi, maison lui ajoute une spé
i�
ité qui est le typage des e�ets, qui 
onsiste à pré
iser quelles sont lesréféren
es qui sont lues et 
elles qui sont é
rites.Voi
i un exemple de programme très simple, qui va nous servir pour illustrer les mé
anismesde Why :parameter montant : int reflet 
rediter = fun (s:int) ->{ s >= 0 }montant := !montant + s{ montant = s + montant� }En tant que programme � Caml �, on sait très bien inférer que 
rediter a le type int -> unit.Ce qu'on va faire en plus 
'est de 
al
uler ses e�ets, pour déterminer dans 
et exemple que laréféren
e montant est à la fois lue et é
rite.Un type ave
 e�et est un triplet (type, variables lues, variables é
rites). Voi
i un extrait desrègles de typage de Why (
f [Fil03a℄ pour le reste).

x : t ∈ Γ t non ref
γ ⊢ x : (t, ∅, ∅)

x : t ref ∈ Γ

Γ ⊢!x : (t, {x}, ∅)

Γ ⊢ e1 : (t2 → (t1, R,W ), R1,W1) Γ ⊢ e2 : (t2, R2,W2) t2 non ref
Γ ⊢ (e1 e2) : (t1, R1 ∪R2 ∪R,W1 ∪W2 ∪W )

Γ, x : t ⊢ e : (t′, R,W )

Γ ⊢ fun(x : t)→ e : (t→ (t′, R,W ), ∅, ∅)

x : t ref ∈ Γ Γ ⊢ e : (t, R,W )

Γ ⊢ x := e : (unit, {x} ∪R, {x} ∪W )
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ation 
i-dessus interdit d'appliquer une fon
tion à une référen
e.Une règle spé
iale existe dans 
e 
as :
Γ ⊢ e1 : (t2 ref → (t1, R,W ), R1,W1) Γ ⊢ r : (t2 ref,R2,W2) r /∈ (t1, R,W )

Γ ⊢ (e1 r) : (t1[x← r], R1 ∪R2 ∪R[x← r],W1 ∪W2 ∪W [x← r])Il est fondamental de remarquer que 
ette règle interdit les alias, 
.-à-d. de référen
er la même
hose ave
 deux noms di�érents. C'est une 
ondition essentielle pour garantir la 
orre
tion de laméthode Why. Voi
i un exemple typique :let in
r2 = fun (x:int ref) (y:int ref) ->{ true } begin x := !x + 1; y := !y + 1 end { x = x� + 1 and y = y� + 1 }parameter t : int reflet test = { true } (in
r2 t t) { t = t� + 1 }Why signale une erreur de typage sur l'appli
ation (in
r2 t t). Si 
'était a

epté, alors au vude la post-
ondition de in
r2, la post-
ondition t = t� + 1 serait prouvable, or elle est fausse,
'est t=t� + 2 qui est vrai.Exer
i
e 2 Dériver le jugement de typage
montant : int ref ⊢ crediter : (int→ (unit, {montant}, {montant}), ∅, ∅))On peut utiliser 
ette appro
he de typage ave
 e�ets pour dé�nir des programmes Why defaçon modulaire : un programme peut très faire appel à une autre fon
tion dont le 
ode n'estpas donné, 
ette fon
tion doit seulement être spé
i�ée par son type ave
 e�ets, ainsi qu'ave
 unpré et une post-
ondition. Par exemple on peut é
rire :parameter montant : int refparameter 
rediter : s:int ->{ s >= 0 }unit reads montant writes montant{ montant = s + montant� }let test = fun (tt:unit) ->{ true }begin(
rediter 50); (
rediter 80)end{ montant = montant� + 130 }8.2.3 Cal
ul de plus faible pré
onditionAve
 l'inféren
e de type ave
 e�ets, on est 
apable d'asso
ier à 
haque sous-expression d'unprogramme un type ave
 e�ets. L'étape suivante 
onsiste à leur asso
ier aussi une pré et unepost-
ondition : de deux 
hoses l'une : soit l'expression 
onsidérée est déjà annotée (une bou
lewhile, un identi�
ateur de fon
tion, ou une expression expli
itement annotée par l'utilisateur),soit on lui détermine une annotation par 
al
ul de plus faible pré-
ondition, d'une manière trèssimilaire à 
elui de la logique de Hoare 
lassique, mais adaptée au langage Why.
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i un extrait des formules de 
al
ul de WP, les règles 
omplètes sont dans le manuel deWhy [Fil02℄ et dans [Fil99℄ .
WP (x,Q) = Q[result← x]

WP (!x,Q) = Q[result← x]

WP (x := e,Q) = WP (e,Q[result← tt, x← result, x@← x])

WP (e1; e2, Q) = WP (e1,WP (e2, Q))

WP (if e1 then e2 else e3, Q) = WP (e1, if result then WP (e2, Q) else WP (e3, Q)

WP (let x = e1 in e2, Q) = WP (e1,WP (e2, Q)[x← result])La règle pour l'appli
ation est l'une des plus 
omplexe :
WP ((f e1 · · · en), Q) = WP (e1,WP (e2, . . . ,WP (en,

(Pf ∧ ∀w1, . . . , wk, result,Qf → Q)[xn ← result]) . . .)[x1 ← result])si f a le type ave
 e�ets annoté x1 : t1 · · · xn : tn → {Pf}(t, R,W ){Qf}, et les expressions
e1, . . . , en sont pures, 
.-à-d. ne modi�ent au
une variable. Cette dernière 
ondition fait qu'ilpeut arriver que l'outil Why peut parfois ne pas parvenir à générer les obligations de preuves,auquel 
as il faut simpli�er l'appli
ation 
on
ernée en introduisant des let. . .in. . .Exer
i
e 3 Annoter le 
ode de 
rediter.8.2.4 Tradu
tion fon
tionnelleIl s'agit maintenant du 
÷ur même de la méthode Why. Nous en donnons i
i un aperçu, lesdétails étant dans[Fil99, Fil03a℄.Le but est d'engendrer un programme fon
tionnel Coq équivalent au programme Why 
om-plètement annoté. Ce programme 
omportera des � trous � pour les preuves des annotationslogiques : les obligations de preuve. Celle-
i peuvent naturellement être prouvées dans Coq, pourobtenir alors un programme fon
tionnel Coq 
erti�é, équivalent au programme de départ, quel'on appelle la validation Why.Interprétation fon
tionnelle des types ave
 e�etsTout type ave
 e�ets annoté T = {P}(t, ~r, ~w){Q} est interprété en un type Coq T :

∀~x, P (~x)→ ∃~y,∃r,Q(~x, ~y, r)La notation P (~x) désigne la formule P où les o

urren
es des variables lues ~r sont substituées parles ~x, et la notation Q(~x, ~y, r) désigne la formuleQ où, pour 
haque variable v de ~w, les o

urren
esde v sont rempla
ées par le y 
orrespondant, les v@ par le x 
orrespondant, pour 
haque variable
v de ~r qui n'est pas dans ~w, 
haque o

urren
e de v est rempla
ée par le x 
orrespondant, eten�n result est rempla
é par r. Il s'agit là d'exprimer le fait que les x désignent les an
iennesvaleurs des variables modi�ables, alors que les y désignent les nouvelles valeurs.En pratique, le ∃ est utilisé est 
elui dans Set, noté ave
 des a

olades. Par exemple, le typeave
 e�et de 
rediter :

s : int→ {s >= 0}(unit, {montant}, {montant}){montant = s+montant@}), ∅, ∅)est interprété par le type Coqforall (s: Z), forall (montant: Z), forall (H: s >= 0),{ montant0: Z, result: unit | montant0 = s + montant }Notons également que les types de base int, bool et float sont interprétés par leurs re-présentations mathématiques Coq (Z, bool et R) et don
 en parti
ulier les entiers ne sont pasbornés.



6 janvier 2010 107Interprétation fon
tionnelle des programmesOn donne maintenant des règles de tradu
tion d'une expression e de type ave
 e�ets T =
{P}(t, {r1, . . . , rk}, {w1, . . . , wl}){Q} dans un environnement Γ, en un terme Coq à trous e detype T dans l'environnement Γ obtenu en enlevant toutes les variables de type ref.� si e ≡ x variable :

e = λ ~x0, λp : P ( ~x0), (∅, x, ?1)où ?1 : Q( ~x0, ∅, x)� si e ≡!x:
e = λ ~x0, λp : P ( ~x0).(∅, x0,i, ?1)où x0,i est la variable 
orrespondant à x, et ?1 : Q( ~x0, ∅, x0,i)� si e ≡ x := e1, où e1 a le type {P1}(t1, ~r1, ~w1){Q1}

e = λ ~x0, λp : P ( ~x0), let( ~x1, v, q1) = (e1 ~x0 ?1) in ( ~x1 ⊕ {x← v}, tt, ?2)où ?1 : P1( ~x0) et ?2 : Q( ~x0, ~x1 ⊕ {x ← v}, tt), où ~x1 ⊕ {x ← v} désigne le ve
teur devariables ~x1 où la variable x1,i 
orrespondant à x est rempla
ée par v.� si e ≡ fun(x : t1)→ e1 et t1 n'est pas un type ref :
e = λ ~x0, λp : P ( ~x0), (∅, λx.e1, ?1)où ?1 : Q( ~x0, ∅, λx.e1).� si e ≡ (e2 e1) : alors e2 a un type ave
 e�ets annoté de la forme

{P2}(x : t1 → {P ′}(t, R′,W ′){Q′}, R2,W2){Q2}on distingue deux 
as suivant e1 :� t1 non ref, e1 a le type {P1}(t1, R1,W1){Q1} :
e = λ ~x0, λp : P (~x), let ( ~x1, a, q1) = (e1 ~x0 ?1) in

let ( ~x2, f, q2) = (e2 ( ~x0 ⊕ ~x1) ?2) in
let ( ~x3, v, q

′) = (f a ( ~x0 ⊕ ~x1 ⊕ ~x2) ?3) in
( ~x1 ⊕ ~x2 ⊕ ~x3, v, ?4)où ?1 : P1( ~x0), ?2 : P2( ~x0 ⊕ ~x1), ?3 : P ′( ~x0 ⊕ ~x1 ⊕ ~x2) et ?4 : Q( ~x0, ~x1 ⊕ ~x2 ⊕ ~x3, v), etla notation ~x ⊕ ~y désigne le ve
teur de variables obtenus en ajoutant/sur
hargeant lesvariables de ~y aux variables de ~x.� t1 = t′1 ref , alors e1 est une variable r et

e = λ ~x0, λp : P ( ~x0), let ( ~x1, f, q2) = (e2 ~x0 ?1) in
let ( ~x2, v, q

′) = (f r ( ~x0 ⊕ ~x1) ?2 in
( ~x1 ⊕ ~x2, v, ?3)où ?1 : P2( ~x0, ?2 : P ′( ~x0 ⊕ ~x1) et ?3 : Q( ~x0, ~x1 ⊕ ~x2, v).Remarques : les interprétations de l'appli
ation évaluent les arguments de l'appli
ation dedroite à gau
he. L'interprétation des bou
les while [Fil99, Fil03a℄ utilise well_founded_indu
tiontel qu'expliqué au 
hapitre 7.Exemple 8 La validation à trous de 
rediter estDefinition 
rediter :=(fun (s: Z) (montant: Z) (Pre: s >= 0) =>let (result1, Post) :=exist (fun (result: Z) => result = (s + montant))(montant + s) (PO1 s montant Pre)(* : { result: Z | result = s + montant } *)



6 janvier 2010 108inexist_2 (fun (montant1: Z) (result0: unit) => montant1 = s + montant)result1 tt Post)(* : { result1: Z, result2:unit | result1 = s + montant } *)oùPO1 (s:Z) (montant:Z) (Pre:s>=0) : montant + s = s + montantProposition 3 (Corre
tion [Fil99, Fil03a℄) Pour toute expression e typée ave
 e�ets anno-tée, si les obligations de preuve de e sont prouvables, alors e véri�e sa spé
i�
ation (
.à-d. quesa post-
ondition est valide quand sa pré-
ondition est satisfaite).Pour la preuve de 
ette proposition, il faut dé�nir formellement la sémantique de Why [Fil99,Fil03a℄.8.3 Traitement des stru
tures données 
omplexes et appli
ationà d'autres langages de programmationWhy ne gère pas expli
itement de stru
tures de données 
omplexes. Néanmoins, il a uneappro
he modulaire, dans le sens où de même qu'il a

epte des programmes en paramètre ave
uniquement leurs spé
i�
ations, il a

epte des types abstraits, et des prédi
ats et fon
tions lo-giques abstraites sur 
es types.8.3.1 Exemple d'un programme ave
 un tableau : le drapeau hollandaisIl s'agit d'un exemple 
élèbre : un programme de tri linéaire quand il n'y a que trois valeurs(
omme les 
ouleurs du drapeau hollandais !) dû à Dijkstra [Dij76℄.On introduit un type abstrait Why ave
 des axiomes :parameter BLUE, WHITE, RED : 
olorlogi
 is
olor : 
olor -> propaxiom 
olor_elim : forall 
:
olor. is
olor(
) -> 
=BLUE or 
=WHITE or 
=REDpuis un premier programme Why uniquement spé
i�é, pour le test d'égalité des 
ouleurs :parameter eq_
olor : 
1:
olor -> 
2:
olor ->{ } bool { if result then 
1=
2 else 
1<>
2 }On introduit ensuite une axiomatisation des tableaux : on les représente en logique 
ommedes tableaux � fon
tionnels �, 
.-à-
. où la mise à jour d'une 
ase de tableau retourne un nouveautableau :logi
 a

 : 
olorarray, int -> 
olor (* a

(t,i) represente t[i℄ *)logi
 length : 
olorarray -> int (* longueur d'un tableau *)logi
 update : 
olorarray, int, 
olor -> 
olorarray (* mise à jour t[i℄ := 
 *)axiom length_pos: forall t:
olorarray. 0 <= length(t)axiom length_up:forall t:
olorarray.forall i:int. forall v:
olor.length(update(t,i,v)) = length (t)
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_up_eq :forall t:
olorarray.forall i:int. forall v:
olor.a

(update(t,i,v),i) = vaxiom a

_up_neq :forall t:
olorarray.forall i:int. forall j:int. forall v:
olor.i <> j -> a

(update(t,i,v),j) = a

(t,j)et on a les programme WHY suivant sur les tableaux :parameter length_ : t:
olorarray -> { } int { result = length(t) }parameter a

_ : t:
olorarray -> i:int ->{ 0 <= i < length(t) }
olor{ result=a

(t,i) }parameter update_ : t:
olorarray ref -> i:int -> v:
olor ->{ 0 <= i < length(t) }unit reads t writes t{ t = update(t�,i,v) }noter les pré
onditions sur les bornes des tableaux utilisés.On peut maintenant 
ommen
er par un petit programme qui e
hange deux éléments d'untableau :let swap = fun (t : 
olorarray ref) (i:int) (j:int) ->{ 0 <= i < length(t) and 0 <= j < length(t) }let ti = (a

_ !t i) inlet tj = (a

_ !t j) inbegin(update_ t i tj);(update_ t j ti)end{ length(t) = length(t�) anda

(t,i) = a

(t�,j) anda

(t,j) = a

(t�,i) andforall k:int. i <> k and j <> k -> a

(t,k) = a

(t�,k) }Pour é
rire le programme de tri de Dijkstra, on introduit un predi
at mono
hrome :logi
 mono
hrome : 
olorarray, int, int, 
olor -> propaxiom mon1 :forall t:
olorarray.forall i:int. forall j:int. forall 
:
olor.mono
hrome(t,i,j,
) -> (forall k:int. i <= k < j -> a

(t,k)=
)axiom mon2 :forall t:
olorarray.forall i:int. forall j:int. forall 
:
olor.(forall k:int. i <= k < j -> a

(t,k)=
) -> mono
hrome(t,i,j,
)
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ipal est alorslet flag = fun (t : 
olorarray ref) ->{ forall k:int. 0 <= k < length(t) -> is
olor(a

(t,k)) }beginlet b = ref 0 inlet i = ref 0 inlet r = ref (length_ !t) inwhile !i < !r do{ invariant(forall k:int. 0 <= k < length(t) -> is
olor(a

(t,k)))and 0 <= b and b <= i and i <= r and r <= length(t)and mono
hrome(t, 0, b, BLUE)and mono
hrome(t, b, i, WHITE)and mono
hrome(t, r, length(t), RED)variant r - i }let 
 = (a

_ !t !i) inif (eq_
olor 
 BLUE)thenbegin (swap t !b !i); b := !b + 1; i := !i + 1 endelseif (eq_
olor 
 WHITE)then i := !i + 1elsebegin r := !r - 1; (swap t !r !i) enddoneend{ exists r:int. exists b:int.mono
hrome(t, 0, b, BLUE)and mono
hrome(t, b, r, WHITE)and mono
hrome(t, r, length(t), RED) }Notons que les onze obligations de preuves engendrées pour 
es deux programmes (swap etflag) sont prouvées entièrement automatiquement par Simplify.8.3.2 Programmes Java et CL'appro
he 
i-dessus pour les tableaux simples peut être étendue à toute stru
ture de don-nées 
omplexes, 
e qui permet de traiter des � vrais � langages 
omme Java ou C : pour 
eux-
i,la stru
ture de la mémoire est modélisée ave
 les opérations logiques abstraites et des axiomes.L'outil Krakatoa [MPMU04℄ suit 
e prin
ipe, et permet de traduire automatiquement un pro-gramme Java en un programme Why ave
 une telle modélisation. L'outil Cadu
eus, en 
ours dedéveloppement, fait de même ave
 les programmes C.Remarquons aussi que 
ette appro
he pour modéliser les stru
tures de données 
omplexespeut être aussi utilisée pour traiter les entiers bornés : il su�t d'interpréter les opérations arith-métiques 
omme l'addition par une autre fon
tion logique. On a même le 
hoix de permettre lesdébordements et faire des 
al
uls modulo 232, ou bien imposer le non-débordement, en introdui-sant une fon
tion d'addition sur les entiers non bornés mais ave
 pré
ondition de la formeparameter bounded_add : x:int -> y:int ->{ -2^31 <= x+y < 2^31 } int { result = x+y }



Chapitre 9Sémantique du Cal
ul desConstru
tions Indu
tives9.1 Le Cal
ul des Constru
tions pur (CC)La théorie du Cal
ul des Constru
tions pur se ramène essentiellement à 
elle du système Fωpar e�a
ement des dépendan
es en les preuves dans les types (
f 
hapitre sur l'extra
tion).Tous deux 
orrespondent à une logique très faible, puisqu'en interprétant Prop de manièrebooléenne, toute formule admet un modèle �ni. En revan
he, tous deux 
orrespondent à unlangage de fon
tions très ri
he puisqu'ils 
ontiennent toutes les fon
tions prouvablement totalesdans l'arithmétique d'ordre supérieur.9.1.1 Puissan
e logiqueLe modèle booléen à preuve unique (modèle � proof irrelevant �)Le CC admet un modèle booléen, dans lequel Prop est interprété par l'ensemble a deuxélément B = {true, false}. L'imprédi
ativité se résume alors à une quanti�
ation �nie sur B.Les types de Type sont 
onstruits ré
ursivement à partir de B et le produit fon
tionnel. Dansle 
as d'un produit A → T ave
 A une proposition et T un type, l'interprétation est 
elle1.L'interprétation s'applique à tous les jugements qui ne sont pas des jugements de preuve (onnote X, P , Q et T , U pour les objets et types du niveau Type et x, t, u et A, B pour les objetset types2 du niveau Prop).
[[Prop]] = {true, false}
[[∀x : A.U ]] = [[U ]]
[[∀X : T.U ]] = [[T ]] → [[U ]]
[[∀X : T.B]]ρ = true ssi [[B]]ρ,X:=V = true pour tout V ∈ [[T ]]

[[∀x : A.B]]ρ = true ssi [[A]]ρ = false ou [[B]]ρ = true

[[∀X : T.B]]ρ = true ssi [[B]]ρ,X:=V = true pour tout V ∈ [[T ]]

[[λx : A.P ]]ρ = [[P ]]ρ
[[λX : T.P ]]ρ = V ∈ [[T ]] 7→ [[P ]]ρ,X:=V

[[Pu]]ρ = [[P ]]ρ
[[PQ]]ρ = [[P ]]ρ([[Q]]ρ)

[[X]]ρ = ρ(X)1Le modèle booléen standard de CC di�éren
ie selon que A est prouvable ou pas (
f par exemple [MW03℄) de
T . Ce ra�nement, qui for
e à 
onsidérer des interprétations partiellement dé�nies n'est pas né
essaire pour notreanalyse. Autrement dit, on se restreint à un modèle ayant le grain du modèle booléen de Fω2qui sont in
idemment aussi des objets du niveau Type111
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onversion est validée par le modèle et on a ⊢ t : A qui implique [[A]] = true, d'où la
ohéren
e du CC puisque [[∀A : Prop.A]] = false.Le modèle est lo
alement �ni et [[A]] = true est dé
idable puisque les quanti�
ations neportent que sur des espa
es fon
tionnels engendrés à partir de B qui est �ni et d'un nombre �nide 
onstru
tion par produit. En parti
ulier la 
ohéren
e de CC est prouvable dans l'arithmétique.Dans 
e modèle, tous les entiers (dans le type ∀A.(A → A) → (A → A)) sont identi�és. Onne peut don
 prouver 0 6= 1. Les axiomes de Peano ne sont don
 pas dérivables, en a

ord ave
l'existen
e d'une preuve de 
ohéren
e dans l'arithmétique.Question ouverte: 
omplétion de Fω (et plus généralement de CC dans son modèle booléenstandard) vis à vis du modèle booléen. Quels axiomes ajouter pour obtenir ([[A]] = true) → ⊢ A(
andidats: ∀A : Prop.A = True ∨ A = False (
omplétude propositionnelle) et ∀f, g : (∀x :
T.U).(∀u : T.fu =Uu gu)→ f = g (extensionnalité)) ?Remarque 1: l'indis
ernabilité des preuves (� proof-irrelevan
e �), la 
omplétude proposition-nelle et le tiers-ex
lu sont tous les trois validés par le modèle booléen..Remarque 2: on peut typiquement représenter false en théorie des ensembles par l'ensemblevide ∅ et true par un ensemble singleton (typiquement l'ensemble {∅} dont l'unique élément estl'ensemble vide); en 
e 
as, [[∀X : T.B]]ρ s'exprime 
omme ∩V ∈[[T ]][[B]]ρ,X:=V .Le modèle booléen sur le λ-
al
ul pur (modèle booléen non � proof irrelevant �)Il existe une variante du modèle booléen qui préserve le 
ontenu 
al
ulatoire des preuves. Cemodèle, non exprimable dans l'arithmétique, permet par exemple de montrer la non prouvabilitéde l'indu
tion de Peano [Geu01, SG95℄. La di�éren
e par rapport au modèle booléen à preuveunique est que les propositions vraies sont interprétées par l'ensemble Λ de tous les λ-termespurs. L'interprétation est don
 la suivante:

[[Prop]] = {Λ, ∅}
[[∀x : A.U ]] = [[U ]]
[[∀X : T.U ]] = [[T ]] → [[U ]]
[[∀x : A.B]]ρ = {t ∈ Λ|pour tout u ∈ [[A]]ρ, t u ∈ [[B]]ρ,x:=u}
[[∀X : T.B]]ρ = ∩V ∈[[T ]][[B]]ρ,X:=V

[[λx : A.P ]]ρ = [[P ]]ρ
[[λX : T.P ]]ρ = V ∈ [[T ]] 7→ [[P ]]ρ,X:=V

[[Pu]]ρ = [[P ]]ρ
[[PQ]]ρ = [[P ]]ρ([[Q]]ρ)

[[X]]ρ = ρ(X)

[[x]]ρ = ρ(x)

[[λX : T.t]]ρ = [[t]]ρ
[[λx : A.t]]ρ = λy.[[t]]ρ,x:=ypour y frais
[[tP ]]ρ = [[t]]ρ
[[tu]]ρ = [[t]]ρ([[u]]ρ)et on montre que ⊢ t : A implique [[t]] ∈ [[A]].9.1.2 Puissan
e 
al
ulatoireLe CC admet aussi un modèle par réalisabilité qui respe
te le 
ontenu intensionnel des fon
-tions (et des preuves). Un tel type de modèle permet de prouver la normalisation forte de CCet Fω, don
 la 
ohéren
e de l'arithmétique d'ordre supérieur et, a fortiori, de l'arithmétique. En
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ulier, le modèle par réalisabilité montre la 
ohéren
e de CC + (0 6= n+ 1) + inje
tivité dusu

esseur + indu
tion, 
'est-à-dire de CC + les axiomes de Peano.Tous les programmes prouvablement terminant dans l'arithmétique d'ordre supérieur sontdérivables dans Fω et don
 dans le CC [Gir72℄.S
hématiquement, le modèle par réalisabilité interprète les propositions 
omme des ensemblesde λ-termes 
los par β-expansion ave
 la propriété que t ∈ [[A→ B]] ssi tu ∈ [[B]] pour tout
u ∈ [[A]] (propriété dite de rédu
tibilité). L'interprétation des types de Type est alors la mêmeque pour le modèle booléen standard du CC : le produit du CC est interprété 
omme le produitensembliste à 
e
i près que le domaine de base, Prop, est maintenant un ensemble de parties de
λ-termes.9.1.3 Extensions in
ohérentes du Cal
ul des Constru
tionsSystèmes U-, U et Type:TypeLes systèmes U- et U (dus à J.-Y. Girard [Gir72℄) sont en fait des extensions du système Fω.Alors que la 
ou
he Type de Fω 
orrespond à un λ-
al
ul simplement typé bati sur la 
onstanteProp, la 
ou
he Type des systèmes U- et U 
orrespond à un λ-
al
ul polymorphe (le système F )in
luant Prop 
omme type de base.Le système Type : Type (énon
é par P. Martin-Löf) est le système où Prop et Type sont
onfondus et où tous les produits sont permis. En parti
ulier, Type : Type est un objet terminalde la 
atégorie des PTS : tout PTS se plonge dans Type : Type.Ces trois systèmes sont in
ohérents. Une des manières de dériver une in
ohéren
e est de
onstruire dans U- (et don
 aussi dans les 2 autres systèmes) un type Univ : Type et uneinje
tion3 i : ∀A : Type.(A→ A→ Prop)→ (A→ Prop)→ Univ.En spé
ialisant i à Univ, on peut plonger dans Univ toute relation R : Univ → Univ → Propdé�nie sur un domaine D : Univ → Prop. Par 
e fait, on peut dériver le paradoxe de Burali-Forti(
f Girard [Gir72, Coq86℄), le paradoxe de Reynolds-Coquand (
f Coquand [Coq94b℄), ou plusgénéralement en
oder la théorie naïve des ensembles de Cantor et en parti
ulier le paradoxe deRussell (
f Miquel [Miq01℄).9.2 Le Cal
ul des Constru
tions ave
 univers (CCω)Le Cal
ul des Constru
tions ave
 univers CCω étend le CC ave
 une hiérar
hie dénom-brable d'univers Type1:Type2:Type3... (on identi�e alors le niveau Type de CC ave
 Type1).Les produits sur 
ette hiérar
hie sont prédi
atifs : si T : Typei et U(X) : Typej alors ΠX :
T.U(X) : Typemax(i,j). La sorte Prop reste imprédi
ative : si T : Typei et U(X) : Prop alors
ΠX : T.U(X) : Prop.De plus, CCω introduit une relation de sous-typage véri�ant Prop ⊂ Type1 ⊂ Type2 ⊂ Type3...Con
rètement, la relation de 
onversion est rempla
ée par une relation de sous-typage dé�nie parTypei ⊂ Typej ssi i ≤ jProp ⊂ Typei

ΠX : T.U(X) ⊂ ΠX : T ′.U ′(X) ssi T =β T
′ et U(X) ⊂ U(X ′)

T ⊂ T ′ ssi T =β T
′ sinonLa règle de 
onversion est rempla
ée en 
onséquen
e par

Γ ⊢ t : T Γ ⊢ T ′ : s T ⊂ T ′

Γ ⊢ t : T ′3Typiquement il su�t de prendre Univ = ∀A : Type.(A → A → Prop) → (A → Prop).
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orrespond à la partie sans indu
tifs et sans Set du Cal
ul des Constru
tions Indu
tives4.9.2.1 En
odage de l'arithmétiqueDans CCω, on peut dé�nir l'ensemble des entiers naturels au niveau Type2

Nat : Type2 := ∀X : Type1.X → (X → X)→ X
0 : Nat := λXfa.a
s : Nat→ Nat := λnXfa.nXf(fa)puis on peut dé�nir le prédi
at 
ara
téristique des entiers naturels par

IsNat := λn : Nat.∀P : Nat→ Prop. P (0)→ (∀m : Nat. P (m)→ P (s(m)))→ P (n)On peut alors prouver que 0 6= s(n) et que s est inje
tif sur tout entier de IsNat, 
e qui donnel'arithmétique de Peano.Ainsi, CC ave
 juste un niveau supplémentaire de Type 
ontient l'arithmétique5.9.2.2 En
odage de la théorie des ensembles de ZermeloEn utilisant un 
odage des ensembles sous forme de graphe pointé, Miquel [Miq01℄ a puplonger la théorie des ensembles de Zermelo (qui est beau
oup plus faible que ZF) dans CCωave
 trois niveaux6 de Type.9.2.3 Puissan
e logiqueNous allons faire une analyse de la for
e logique de CCω en termes ensemblistes, 
'est-à-direen termes de profondeur d'imbri
ation des ensembles que l'on peut 
onstruire dans ECC 7.On vient de voir que Type2 
ontient l'ensemble des entiers naturels (ω) 
e qui 
orrespond enthéorie des ensembles à un ensemble de profondeur ω. Par ailleurs, la 
onstru
tion de 
haqueTypei+1 permet au plus d'itèrer ω fois le produit fon
tionnel à partir de Typei. Les fon
tions étantreprésentées en théorie des ensembles par des relations, une fon
tion de type A→ B 
orresponden théorie des ensembles à une partie de l'ensemble produit A × B et plus généralement, unefon
tion de type Πx : A.B(x) est une partie de A × ∪x∈AB(x). Ainsi, l'ensemble de fon
tions
Πx : A.B(x) se 
onstruit en ajoutant un niveau d'imbri
ation au maximum des niveaux de Aet des B(x). Les types de Typei+1 ont don
 un nombre �ni de niveaux d'imbri
ation en plus duniveau d'imbri
ation de Typei. En passant à la limite, le type Typei+1 lui-même a don
 ω niveauxd'imbri
ation en plus que Typei. On arrive de la sorte à établir que Typei 
ontient des ensemblesde niveaux d'imbri
ation ensemblistes ω.i. En passant à la limite une nouvelle fois, on établitque ECC doit 
ontenir des ensembles de niveau d'imbri
ation au moins ω2.Par ailleurs, P.-A. Melliès et B. Werner [MW98℄ ont exhibé un modèle de 
ette 
ardinalitémontrant que la for
e ordinale de ECC était bien ω2 (itération ω2 des parties).4Une première version de CC ave
 univers apparaît dans la thèse de T. Coquand [Coq85℄ sous le nom deCal
ul des Constru
tions Généralisé (GCC): 
'est une version sans la règle Prop ⊂ Typei et dont le sous-typage(appelé 
umulativité) ne passe pas sous les produits (ainsi, si f est une variable de type A → Type1, alors on a
λx : A.(f x) : A → Type2 mais pas f : A → Type2). La version de CC ave
 univers dé
rite i
i est due à Luo[Luo90℄ dont le Cal
ul des Constru
tions Étendu (ECC) 
orrespond à l'extension de CCω ave
 une 
onstru
tionprimitive pour les types existentiels (Σ-types). La terminologie CCω, quant à elle, remonte à Miquel [Miq01℄5En fait, les dépendan
es en les preuves ne sont pas né
essaires pour en
oder l'arithmétique. Ainsi, Fω ave
un niveau supplémentaire 
onvient tout aussi bien.6Comme pour l'en
odage de l'arithmétique, Fω ave
 deux niveaux supplémentaires (
e qui se note Fω.3) su�tpour en
oder la théorie des ensembles de Zermelo.7En théorie des ensembles, un niveau supplémentaire d'imbri
ation des ensembles 
orrespond à une appli
ationde l'axiome des parties. On démarre de l'ensemble vide dont la profondeur est nulle. Le passage à la limite se faitave
 l'axiome de l'union.
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ohérentes et in
ohérentes du Cal
ul des Constru
-tions Indu
tivesOn 
onsidère le Cal
ul des Constru
tions Indu
tives ave
 Set et Prop.Dans le 
as où Set est imprédi
atif, il n'existe pas de modèle 
omplet du CCI. Les deuxapproximations les plus pro
hes sont� le modèle de B. Werner qui ne prend en 
ompte ni Prop ni la hiérar
hie d'univers [Wer94℄� le modèle d'A. Miquel qui distingue une sorte Prop interprétée 
lassiquement et une sorteSet interprétée par réalisabilité mais qui ne prend pas en 
ompte les types indu
tifs[Miq01℄Dans le 
as d'un Set prédi
atif, il n'existe pas non plus expli
itement de modèle, mais il est
ommunément admis que le modèle booléen ave
 Set interprété 
omme Type0 fon
tionne.Axiome K de Strei
herL'axiome K de Strei
her énon
e que toute preuve de la ré�exivité de l'égalité peut êtrerempla
ée dans tout 
ontexte par la preuve 
anonique de ré�exivité
∀A : Set.∀a : A.∀p : (a = a).∀P : a = a→ Prop.P (refl_equal(a))− > P (x)Cet énon
é est équivalent à l'existen
e d'une unique preuve de ré�exivité de l'égalité

∀A : Set.∀a : A.∀p : (a = a), p = refl_equal(a)Il existe plusieurs autres formulations équivalentes à l'axiome K. L'une d'elle est parti
ulièrementintéressante en pratique: elle exprime que deux objets dans des types dépendants sont égaux dèslors qu'ils sont dans la même instan
e dépendante
∀A : Set.∀B : A→ Set.∀a : A.∀b, b′ : B(a). (a, b) = (a, b′)→ b = b′Notons que l'axiome K est dérivable si l'égalité sur A est dé
idable (
e qui est le 
as en parti-
ulier en admettant la logique 
lassique). Notons par ailleurs que l'axiome K est une 
onséquen
edire
te de l'indis
ernabilité des preuves, indépendamment alors de la logique 
lassique.Indis
ernabilité des preuvesL'indis
ernabilité des preuves s'exprime par

∀A : Prop.∀p, q : A.p = qIndépendant dans CC : non prouvable (pas de preuve 
lose), validé par le modèle booléen.In
ohérent dans CCI en remplaçant Prop par Set (
ar 0 6= 1 dans Set).Logique 
lassiqueLa logique 
lassique peut être exprimée par exemple par le tiers-ex
lu.
∀A : Prop.A ∨ ¬AIndépendant dans CC et ECC : non prouvable (pas de preuve 
lose), validé par le modèle booléen.In
ohérent dans CCI si la disjon
tion est dans Set : de part la dérivabilité de l'axiome du
hoix (somme forte/élimination dépendante) et de true 6= false dans Set, on peut inje
ter Propdans bool (une � rétra
tion �), puis en
oder le système U- et dériver l'absurde.Remarque: ∀A : Set.A ∨ ¬A est supposé 
ohérent. Ce qui permet vraiment de montrer unein
ohéren
e, 
'est que la disjon
tion soit dans Set.Dans CCI, la logique 
lassique entraîne l'indis
ernabilité des preuves (la preuve né
essitel'élimination dépendante des indu
tifs de Prop et l'imprédi
ativité, 
f Barbanera et Berardi[BB96℄).
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omplétude propositionnelleLa 
omplétude propositionnelle (∀A : Prop.A = True∨A = False) est équivalente dans CC àla 
onjon
tion de la logique 
lassique et de l'extensionnalité propositionnelle (∀A,B : Prop.(A↔
B)→ A = B).Dans CCI, l'extensionnalité propositionnelle entraîne l'indis
ernabilité des preuves (la preuvené
essite l'élimination dépendante des indu
tifs de Prop).Axiome du 
hoixL'axiome du 
hoix (forme fon
tionnelle) est dérivable si l'existentielle (notée alors 
omme un
Σ-type) est dans Set ou dans Type :

(∀x : X.Σy : Y. P (x, y))→ Σf : X → Y.∀x : X.P (x, fx)Si l'existentielle est dans Prop et Y dans Set, l'axiome est in
ohérent en présen
e de la logique
lassique dans Prop, 
ar alors, on peut inje
ter Prop dans bool et en
oder le système U-.
∀X : Type.∀A : Set.(∀x : X.∃a : A.P (x, y))→ ∃f : X → A.∀x : X.P (x, fx)En fait, une forme beau
oup plus faible de l'axiome du 
hoix (bien que plus 
ompliquée à expri-mer), à savoir l'axiome de des
ription su�t à obtenir 
ette 
ontradi
tion.Remarque: Si Y est dans Type, du fait du sous-typage Set ⊂ Type, la 
ontradi
tion ave
 lalogique 
lassique persiste.L'axiome du 
hoix uniqueContrairement à 
e que son nom suggère, l'axiome de 
hoix unique ne 
hoisit pas. Ce qu'ex-prime l'axiome du 
hoix unique, 
'est que toute relation fon
tionnelle peut être � réi�ée � en unefon
tion :

(∀a : A.∃!b : B.P (a, b))→ ∃f : A→ B.∀a : A.P (a, fa) .Si l'existentielle est dans Set ou Type, l'axiome est dérivable. Dans Prop (et ave
 B dans Setou Type), il entraîne l'existen
e d'une rétra
tion de Prop vers bool:Set. Ainsi, l'axiome estin
ohérent ave
 la logique 
lassique dans Prop pour le CCI ave
 Set imprédi
atif (
ar alors onpeut simuler le système U-). Si Set est prédi
atif, il reste 
ohérent ave
 la logique 
lassique (larétra
tion s'interprète 
omme un ora
le qui dé
ide la validité de toute proposition).On peut aussi s'intéresser aux intera
tions ave
 la logique 
lassique 
al
ulatoire, 
'est-à-direbasée sur une réalisation par l'opérateur 
all-

 de S
heme ou SML ou l'opérateur µ de Parigot.Une telle interprétation 
al
ulatoire de la logique 
lassique est in
ompatible ave
 l'axiome dedes
ription même ave
 Set prédi
atif [Her05℄.Le prin
ipe de des
ription indé�nie (opérateur ǫ de Hilbert)Le prin
ipe de des
ription indé�nie a�rme l'existen
e a priori d'un témoin 
anonique danstout prédi
at non vide sur un domaine non vide. On peut l'exprimer en Coq par la proposition
A non vide → Σx : A.(∃x : A.P (x))→ P (x) .Ce prin
ipe est équivalent à se donner, pour tout A non vide, un opérateur ǫ : (A→ Prop)→

A tel que ∃x : A.P (x)→ P (ǫ(P )) (opérateur ǫ de Hilbert).De manière évidente, le prin
ipe de des
ription indé�nie entraîne l'axiome du 
hoix.
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ipe de des
ription indé�nie (version 
onstru
tive)Le prin
ipe de des
ription indé�nie (dans sa version 
onstru
tive) exprime que si une pro-position est prouvablement habitée, alors il existe un terme qui dénote un habitant de 
etteproposition. Ce prin
ipe peut être exprimé dans le CCI par la formule
∃x : A.P (x)→ Σx : A.P (x) .Notons que le prin
ipe de des
ription indé�nie est dérivable si A est dénombrable et Pdé
idable. En e�et, on peut alors 
onstruire un programme qui teste su

essivement si 
ha
undes éléments de A, dans l'ordre, véri�e P . Ce programme est 
al
ulable par dé
idabilité de Pet terminant par existen
e d'un habitant dans P . On en déduit le prin
ipe de des
ription (
ftheories/Logi
/Constru
tiveEpsilon.v).Le prin
ipe de des
ription dé�nie (opérateur ι de Chur
h)Le prin
ipe de des
ription dé�nie restreint le prin
ipe de des
ription indé�nie au 
as desprédi
ats habités par un objet unique. Le témoin a priori de la non va
uité du prédi
at ne véri�ele prédi
at que si 
e terme est prouvablement unique. Le prin
ipe de des
ription dé�nie peut êtreexprimé dans le CCI par la formule

A non vide → Σx : A. (∃!x : A.P (x))→ P (x) .Ce prin
ipe est équivalent à se donner, pour tout A non vide, un opérateur ι : (A→ Prop)→ Atel que ∃!x : A.P (x)→ P (ι(P )) (opérateur ι de Chur
h).Ce s
héma n'entraîne pas l'axiome du 
hoix mais il entraîne l'axiome du 
hoix unique.Le prin
ipe de des
ription dé�nie (version 
onstru
tive)Dans sa version 
onstru
tive, le prin
ipe de des
ription dé�nie ne présuppose pas l'existen
ea priori de témoins : le témoin d'un prédi
at n'aura une dénotation que si le prédi
at est e�e
-tivement habité de manière unique. Ce prin
ipe s'exprime dans le CCI par la formule
∃!x : A.P (x)→ Σx : A.P (x) .Tout 
omme le prin
ipe de des
ription indé�nie dans sa version 
onstru
tive, la des
riptiondé�nie est dérivable dans sa version 
onstru
tive si A est dénombrable et P dé
idable.Axiome du 
hoix relationnelL'axiome du 
hoix sous sa forme relationnelle s'exprime par

(∀a : A.∃b : B.P (a, b)) → ∃P ′.∀a : A.∃b : B.(P (a, b) ∧ P ′(a, b) ∧ ∀b′ : B.P ′(a, b′)→ b = b′L'axiome du 
hoix relationnel + l'axiome de 
hoix unique est équivalent à l'axiome du 
hoixfon
tionnel.Dans les 
on�its entre logique 
lassique, axiome du 
hoix et imprédi
ativité de Set, 
'est la
omposante � 
hoix unique � qui pose problème. En e�et, 
ette dernière, en présen
e de la logique
lassique, peuple le monde des fon
tions d'objets non 
al
ulables, 
e qui est in
ompatible ave
 lavision du monde requise par l'imprédi
ativité, vision pour laquelle seules existent les fon
tionsqui sont 
al
ulables.Ainsi, l'axiome du 
hoix (ave
 sa réelle 
apa
ité à ordonner les domaines non dénombrables)n'a semble-t-il rien d'in
ompatible ave
 logique 
lassique et imprédi
ativité si l'on se restreint àsa formulation relationnelle.
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ats et axiome du 
hoixL'extensionnalité des prédi
ats + l'axiome du 
hoix (même sous une forme relationnelle quin'implique pas l'axiome de des
ription) entraîne la logique 
lassique !! C'est à l'origine un résultatde Dia
ones
u pour la théorie des ensembles qui a été adapté à la théorie des types par La
as etWerner [Dia75, LW99℄.Extensionnalité fon
tionnelleL'extensionnalité des fon
tions exprime pour deux types A et B (ou plus généralement pourun produit fon
tionnel ∀x : A.B(x)) que deux fon
tions ayant le même graphe d'entrées-sortiessont égales
∀f, g : (∀x : A.B(x)). (∀x : A.f(x) = g(x))→ f = gTypiquement, l'extensionnalité fon
tionnelle implique que l'addition sur les entiers dé�nie parré
urren
e sur son premier argument est égale à l'addition dé�nie par ré
urren
e sur son se-
ond argument. L'extensionnalité n'est pas prouvable (elle n'est pas validée par le modèle deréalisabilité qui est intentionnel; par ailleurs, une inspe
tion des formes normales possibles d'uneéventuelle preuve devraient permettre d'a�rmer l'absen
e d'une telle preuve).Un modèle ensembliste validerait l'extensionnalité fon
tionnelle. Donner un modèle ensem-bliste du Cal
ul des Constru
tions Indu
tives ave
 Set prédi
atif est faisable à la 
ondition deretirer la règle de sous-typage Prop ⊂ Type.En présen
e de Prop ⊂ Type, il est vraisemblable que le modèle ensembliste fon
tionne maisil reste des obsta
les te
hniques. Une question ouverte reste don
 la 
ompatibilité de l'extension-nalité fon
tionnelle ave
 le sous-typage Prop ⊂ Type.Condition de gardeSans 
ondition de garde, on peut dire
tement dériver l'absurde:Fixpoint Paradox (u:unit) : False := Paradox u.Condition de positivitéSans 
ondition de positivité, on peut fa
ilement dériver l'absurde:Indu
tive A : Prop := intro : (A->False)->A.Definition Paradox : False := (fun (H:A->False) => H (intro H)).Élimination forte sur un ensemble largeSans restri
tion de l'élimination forte sur un indu
tif large, on pourrait en
apsuler le type despropositions (un type large) 
omme une proposition (un petit type) et le redé
apsuler à volontésans perte d'information.Indu
tive prop : Prop := down : Prop -> prop.Definition up (p:prop) : Prop := let (A) := p in A.Theorem iso : forall A:Prop, up (down A) = A.Proof. reflexivity. Qed.La quanti�
ation imprédi
ative dans Type du système U- deviendrait ainsi simulable dans leCCI par une simple quanti�
ation imprédi
ative dans Prop, rendant possible la dérivation d'unparadoxe dans le CCI.
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teLa positivité large n'est pas su�sante pour garantir l'absen
e de paradoxe. De fait, autoriserle type non stri
tement positif suivantIndu
tive T : Type := I : ((T->Prop)->Prop)->T.
onduit à un paradoxe. L'idée (extraite de Coquand�Paulin-Mohring [CPM90℄) est la suivante:Tout objet de type A peut s'interpréter 
omme un ensemble singleton de type A → Prop enposant sA(t) = λx : A.x = t. Pour A étant T→ Prop, on en déduit l'existen
e d'un plongement
φ(P ) = I(s

T→Prop(t)) de T → Prop vers T. Ce plongement est inje
tif par inje
tivité de I. Onpose alors
P0 = λx : T.∃P. x = φ(P ) ∧ ¬P (x)Par inje
tivité de φ, on montre que P0(φ(P0)) est équivalent à ¬P0(φ(P0)). Contradi
tion.
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