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Correction devoirs

Exercice 1 Minimisation. On se donne un prédicat T' sur les entiers naturels et on cherche & justifier
Iexistence d’une application de N dans N telle que pour tout n € N :

S AN ol

7.

f(n)=n siT(n) f(n)=f(n+1) si-T(n)

. Donner une définition par cloture de la relation F'(n, m) correspondant & cette définition récursive

(ie F(n,m) < f(n) =m).

Ecrire le principe d’induction associé & cette définition par cloture.

Montrer par induction sur la relation que si F'(n,m) est vérifié alors n < m A T(m).
Prouver par induction que la relation F'(n,m) est fonctionnelle.

A quelle condition sur T'(n) cette relation décrit-elle une fonction totale ?

Montrer que pour tout n € N : (Im, F(n,m)) < (Im,n < m AT(m)). On pourra commencer
par prouver Vkn,T(n + k)= 3Im, F(n,m) par récurrence sur l'entier k et utiliser le résultat de
la question 3.

Comment peut-on caractériser la valeur calculée par f(n)?

Correction :

1.

On ne sait pas encore s’il existe une fonction f qui vérifie les équations, on commence par définir
par des régles d’inférence une relation binaire F' correspondant au graphe de la fonction, puis on
montrera que cette relation est fonctionnelle.

T(n) -T(n) F(n+1,m)
F(n,n) F(n,m)

Principe d’induction simple associé :
Soit P(n,m) une propriété quelconque, si :
(a) ¥n,T(n)= P(n,n)
(b) Ynm,—-T(n)=P(n+1,m)= P(n,m)
alors Vnm, F(n,m)=-P(n,m)
On doit prouver que Ynm, F(n,m)=n < m AT(m) On applique le principe d’induction simple
précédent en prenant P(n,m) © o <ma T(m).
Le principe d’induction dans lequel on a remplacé P(n,m) par la propriété souhaitée nous dit que
st les deuz conditions suivantes sont vérifiées

(a) Vn,T(n)=(n <nAT(n))
(b) Vnm,=T(n)=(n<m+1AT(m))=(n <mAT(m))
alors Vnm, F(n,m)=(n <m AT(m))

Les propriétés (a) et (b) sont triviales et on a donc bien le résultat voulu.



4. Pour montrer que F' est fonctionnelle, on doit prouver la propriété suivante
Ynmp, F(n,m)=F(n,p)=m=p

On va appliquer le principe d’induction associé o F'(n,m) sur la propriété P(n,m) = Vp, F(n,p)=
m = p. On aura besoin du principe d’inversion de F(n,m) qui nous dil que si F'(n,m) est vérifié
alors forcément une des deux régles de définition s’applique et donc soit F(n,m) est prouvé par la
premiere régle et (T'(n) An =m), soit il est prowvé par la seconde régle et (=T (n) A F(n+1,m))
est vrai. Au final on a :Vnm,F(n,m)=(T(n) An=mV =T (n) AN F(n+1,m))
~ Cas 1 :VYn,T(n)= P(n,n) s’écrit Yn,T(n)=Vp, F(n,p)=n = p qui est une conséquence du
principe d’inversion.
~ Cas 2 : Ynm,—T(n)= P(n+ 1,m) = P(n,m) qui s’écrit Ynm,—T(n) = (Vp, F(n+ 1,p) =
m = p) = Vp, F(n,p) =m = p. On applique le principe d’inversion a Uhypothése F(n,p) en
tenant compte du fait que =T (n) on en déduit F(n+ 1,p) et d’aprés Uhypothése de récurrence
(Vp, F(n+ 1,p)=m = p) on en déduit m = p qui est le résultat attendu.
5. L’application f(n) est définie seulement s’il existe un m plus grand que n qui vérifie T'(m) (sinon
il n’y a pas de moyen de terminer l'arbre de preuve).
6. On a déja montré Ynm, F(n,m)=n < m AT(m). On en déduit aisément un sens de l’équiva-

lence :
(Fm, F(n,m))=(3m,n <mAT(m))

en effte, on suppose Im, F(n,m), par élimination on a un m tel que F(n,m) et donc n <
m A T(m), il suffit de prendre ce m comme témoin pour ’existentielle et on a montré Im,n <
m AT (m).

Dans lautre sens, on va montrer que Ym,n < m A T(m)=-3mg, F(n,mg).

On commence par faire une preuve par récurrence sur k de la propriété P(k) def Vn,T(n+k)=

Img, F(n, mp).

~ Pour k =0, il faut montrer Vn,T(n)=Img, F(n,mg) qui est vérifié en prenant mo = n.

— On suppose ensuite la propriété vraie pour k, on a donc ¥Yn,T(n + k)= Img, F(n,mg) et on
veut la montrer pour k+ 1 : Vn,T(n + k + 1) = 3Img, F(n,mg). Soit n, si T(n) est vérifié
alors on prend mgo = n. Sinon on appliqgue Uhypothése de récurrence pour n + 1 et on trouve
dmg, F(n+ 1,mg). Soit mg tel que F(n+ 1,mq), comme =T (n) on en déduit F'(n,mg).

On en déduit que Vnk,T(n + k)= Img, F(n,mq) et donc YVm,n < m A T(m)=Img, F(n,mg).

en remarquant que si n < m alors m =n + (m —n) et en appliquant le théoréme précédent avec

k=m—n.
7. f(n) calcule le plus petit entier m tel que n < m et T(m). C’est une fonction partielle qui n’est

totale que st une infinité d’entiers vérifie le prédicat T.

Exercice 2 Récurrences Simples.
Dans les questions suivantes, vous devrez rédigez une récurrence classique pour montrer les pro-
priétés suivantes pour tout n € N :

=]

L 1+449+...+n?= Zn:/g:w_
k=1

gntl_q
r—1

n
2. Ve AL 1+ax+a?.. . +an= > aF=
k=0

Correction :



1. Soit P(n) la propriété définie pour tout n € N comme suit :

L n(n+1)(2n+1
> K2 = (vt1)(nt1)

Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout n.

0
- Initialisation : > k* =0 = w.
k=1
P(0) est vraie.

— Hérédité : Soit n tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) l'est également.

n+1 n
MR =(n+1)2+ 3k
k=1 k=1

Notre hypothése de récurrence nous dit que kil k? = w. Du coup, on a :
Z k2 (n+1) n(n+1)6(2n+1)
:6(n+1)2+(n2+n)(2n+1)
:6n2+12n+6§|-2n3+n2+2n2+n
::2n3+9n2+13ni6
D’un autre cétéfS on a :
(D) ((n+D+1)2(n+1)+1)  (n>43n42)(2n+3)
6 :2n3+3n2§k6n2+9n+4n+6
::2n3+9n2+1§;+6
n+1

=5 k?
k=1
On a donc P(n + 1) également vraie.
— Conclusion : On a P(0) vraie et Yn, P(n)=P(n+1), on a donc P(n) vraie pour tout n € N.

n
On a bien pour tout n, > k? = %.
k=1

2. Soit x # 1 quelconque. Posons P(n) la propriété définie pour tout n € N comme suit :
E: x* 1:111
Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout n.
- Inttialisation : i ok =29 =1=2=1,

k=0 o
P(0) est vraie.

~ Hérédité : Soit n tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) l’est également.
n+1

Z:z: —z"“‘l—l-Zac

—_

n
N . . k n+1
Notre hypothése de récurrence nous dit que kzox == 1 . Du coup, on a :
n+1
k_,n+1 antl_1
P e I
k=0

7x"+1(x—1)+a:”+1—1

z—1
7In+27xn+l+mn+lil

:m”+271

z—1
On a donc P(n + 1) également vraie.

— Conclusion : On a P(0) vraie et Vn, P(n) = P(n + 1), on a donc P(n) vraie pour tout

n e N Comme x a été choisi de maniére quelconque, on a bien pour tout x # 1 et pour tout

n+1_1
n, Zx .

z—1



Exercice 3 Récurrences Fortes.

Dans les questions suivantes, vous devrez rédigez une récurrence forte pour montrer les propriétés
suivantes sur n. Pour rappel, le schéma d’une récurrence forte sur la propriété P se fait en deux étapes :

— Montrer que P(0) est vrai.

— Soit n tel que pour tout k < n, P(k) est vrai. Montrer que P(n + 1) est également vrai.
Questions.

1. Soit la suite (uy)nen définie comme suit :
ug = 2
uy = 3
Vn, Unt2 = upy1 — 2up
Montrez par récurrence forte que pour tout n € N, u, = 1 4 2".

2. Soit la suite (vp)nen définie comme suit :
vy = 1

n
VN, one1 =vo+ 01+ ...+ vy =D v
i=k

(a) Calculez vy, va, vs, vy4.

(b) Montrez par récurrence forte que pour tout n > 1, v, = 271,
(Vous pourrez utiliser le résultat de la question 2 de Pexercice 2.)

3. Montrez par récurrence forte que pour tout n > 1, il existe deux entiers p et ¢ tels que n =
2P(2q +1).

Correction :

1. Soit P(n) la propriété définie pour tout n € N comme suit :
Up =14 27
Montrons par récurrence forte que P(n) est vraie pour tout n.
— Initialisation :up=2=1+20 et u; =3 =1+ 2L
P(0) et P(1) sont vraies. (On montre ici P(0) ET P(1) car dans la récurrence, on aura besoin
de P(n) ET P(n — 1) pour montrer P(n + 1), on devra donc prendre n > 0.)
— Hérédité : Soit n > 0 tel que, pour tout k < n, P(k) est vraie. Montrons que P(n + 1) l’est
également.
Upt1 = 3Up — 2Up_1
Comme P(k) est vraie pour tout k < n et que n >0, on a P(n) et P(n—1) vraies : u, = 142"
et Up_1 =1+ 271,
Du coup, on a :
un+1:3un — 2Up1
Z3(1+27) — 2(1 + 271
=3+3x2"-2-2"
=1+2x2"
=1 + 2n+1
On a donc P(n + 1) également vraie.
~ Comnclusion : On a P(0) et P(1) vraies, et Yn > 0, (Vk < n,P(k))= P(n+ 1), on a donc
P(n) vraie pour tout n € N. On a bien pour tout n u, =1+ 2.

2. (a) vi=vo=1,va=v9g+v1 =2, v3=0v9+v1+v2=4, vy ==v9+v; +v2+v3=38
(b) Soit P(n) la propriété définie pour tout n > 1 comme suit :
vy =271
Montrons par récurrence forte que P(n) est vraie pour tout n > 1.
— Initialisation : v; =1 =211,
P(1) est vraie.



— Hérédité : Soit n > 1 tel que, pour tout k € [1,n], P(k) est vraie. Montrons que P(n+1)
lest également.
n
Un+1 = Z Vg
k=0
Comme P(k) est vraie pour tout 1 <k <n, on a pour tout 1 <k <n : v, = ok—1

Du coup, on a :
n

Un4+1— Z Vg
k=0

=vg + Z 2k—1
k=1

n—1
=1+ > 2 en remplacant k par j + 1

j=0
=1+ 2;:11 en utilisant le résultat de la question 2 de l’exercice 2 avec x = 2
=1+2"—-1

On a donc P(n + 1) également vraie.

~ Conclusion : On a P(1) vraie, et Vn > 1, (Vk € [1,n],P(k)) = P(n+ 1), on a donc
P(n) vraie pour tout n > 1. On a bien pour tout n > 1 v, = 2"~ L.

Remarque : On aurait pu faire une récurrence simple en remarquant que

n n—1
Unt1 = E Vg = Up + § Vg = 20,
k=0 k=0

3. Soit P(n) la propriété définie pour tout n > 1 comme suit :
Il existe deuz entiers p et q tels que n = 2P(2q + 1).
Montrons par récurrence forte que P(n) est vraie pour tout n > 1.
- Initialisation : 1 =22 x 0+ 1), avec p=q=1, ¢a marche.
P(1) est vraie.
— Hérédité : Soit n > 1 tel que, pour tout k € [1,n], P(k) est vraie. Montrons que P(n+1) l'est
également.
On a deux cas, soit n+ 1 est pair soit il est impair :
- Sin+1 estpair, n+1=2x ”TH Onal< "TH < n, on peut utiliser la propriété de
récurrence sur k = ”TH :
Il eziste p' et ¢ tels que “EL = 27 (2¢ +1).
En posantp=p +1etq =q, on abienn+1=2P2q+1).
- Sin+1 est impair, en posant p =10 et ¢ = 5, on a bien n + 1 = 2P(2¢ + 1).
On a donc P(n+ 1) également vraie.
— Conclusion : On a P(1) vraie, et Yn > 1, (Vk € [1,n], P(k)) = P(n+ 1), on a donc P(n)
vraie pour tout n > 1. On a bien l'existence pour tout n > 1 de deuzx entiers p et q tels que
n=2P(2q+1).



