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TD 9 - ordres, algèbres de Boole

Exercice 1 Ordres bien fondés

Soient A et B des ensembles, B muni d'une relation d'ordre ≤B et <B l'ordre strict associé. Soit

f une application de A dans B. On dé�nit une relation sur A par x <A y
def
= f(x) <B f(y).

1. Montrer que x <A y est un ordre strict.

2. Montrer que si <B est un ordre bien fondé alors il en est de même de x <A y.

Exercice 2 Ordre structurel sur les arbres. On rappelle que l'ensemble des arbres binaires T est dé�ni

par un ensemble de termes construits sur une signature avec deux symboles leaf et node. On dé�nit

une relation sur les arbres par t ≤ u si t est un sous-arbre de u.

1. Donner des règles d'inférence pour dé�nir la relation t ≤ u.

2. Montrer que si t ≤ u alors size(t) ≤ size(u).

3. Montrer que cette relation est un ordre et que ∀t ∈ T, leaf ≤ t.

4. Cet ordre est-il total ?

5. Deux éléments ont-il toujours une borne supérieure ? une borne inférieure ?

6. Montrer que l'ordre ainsi dé�ni est bien fondé.

Exercice 3 On considère l'ensemble A des relations binaires sur un ensemble E.

1. Expliquer comment munir A d'une structure d'algèbre de Boole. On explicitera les éléments ⊥,
>, les opérations t, u ainsi que l'opération de complément.

2. Si R et S sont des relations d'equivalence, en est-il de même de R u S ? R t S ? comment sont

reliées les classes d'équivalence ?

3. Si R et S sont des relations d'ordre, en est-il de même de R u S ? R t S ?

Exercice 4 Algèbre de Boole, Exam 1 - 2010

On se place dans une algèbre de Boole (treillis distributif complémenté). On pourra utiliser les

propriétés des algèbres de Boole vues en cours sans les redémontrer (loi de de Morgan, loi d'absorption,

etc). Montrer les propriétés suivantes :

1. ∀a b, a t b t a t a = >
2. ∀a b c d, (a t b) u (c t d) ≤ (a u c) t (b u d)

3. En utilisant l'algèbre des booléens, montrer qu'il existe a, b, c, d tels que :

(a t b) u (c t d) 6= (a u c) t (b u d)

Exercice 5 Dénombrement, Exam 1 - 2013

Pour saisir son mot de passe, la banque postale a�che les chi�res de 0 à 9 sur un damier de 4 cases

par 4 cases (certaines cases restent vides).

Combien y-a-t-il de con�gurations di�érentes ? (on pourra utiliser la fonction factorielle pour ex-

primer le résultat).
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