Des relations binaires au treillis de Tamari

Viviane Pons

en collaboration avec Grégory Chatel, Joél Gay et Vincent Pilaud

Université Paris-Sud

Séminaire d'équipe GALaC 13 mai 2016

Viviane Pons Des relations binaires au treillis de Tamari



Motivations Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algebre

Le tri a bulle sur les permutations

251436

Des relations binai illis de Tamari



Motivations Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algebre

Le tri a bulle sur les permutations

251436

Des relations binai illis de Tamari



Motivations Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algebre

Le tri a bulle sur les permutations

251436

/

215436

Viviane Pons Des relations binaires au treillis de Tamari



Motivations Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algebre

Le tri a bulle sur les permutations

251436

/

215436

Viviane Pons Des relations binaires au treillis de Tamari



Motivations Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algebre

Le tri a bulle sur les permutations

251436

/N

215436 251346

Viviane Pons Des relations binaires au treillis de Tamari



Motivations Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algebre

Le tri a bulle sur les permutations
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Motivations Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algebre

Ordre faible
4321
/TN
3421 4231 4312
321 S X XN
//// \\\\ 3241 2431 3412 4213 4132
/NSO SN
231 312 3214 2341 3142 2413 4123 1432
VAL N XY
2314 3124 2143 1342 1423
213 132 N X X S
\\\\ //// 2134 1324 1243
N
123 1234
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Motivations Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algebre

Ordre faible
4321
/1N
3421 4231 4312
321 /X XN
//// \\\\ 3241 2431 3412 4213 4132
BYERNAYA
231 312 3214 2341 3142 2413 4123 1432
VA N XY
2314 3124 2143 1342 1423
213 132 N X X S
\\\\ //// 2134 1324 1243
N
123 1234
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Motivations Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algebre

Ordre faible
4321
/1N
3421 4231 4312
321 S X XN
//// \\\\ 3241 2431 3412 4213 4132
/NS SN N
231 312 3214 2341 3142 2413 4123 1432
VAL N XY
2314 3124 2143 1342 1423
213 132 N X X S
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Motivations Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algebre

Ordre faible
4321

/1IN

3421 4231 4312

321 /X XN
/ \ 3241 2431 3412 4213 4132
BV WAYA
231 312 3214 2341 3142 2413 4123 1432

VA /A XY

2314 3124 2143 1342 1423

213 132 N X X /

\ / 2134 1324 1243
N\ |/

123 1234

2413 N 4213 = 2413
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Motivations Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algebre

Ordre faible
4321

/N

3421 4231 4312

321 /XX N
/ \ 3241 2431 3412 4213 4132
/N NN
231 312 3214 2341 3142 2413 4123 1432

VAL O XY

2314 3124 2143 1342 1423

213 132 N X XS

\ / 2134 1324 1243
N

123 1234

2413 N 4213 = 2413 2413 v 4213 = 4231
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Motivations

Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algébre

Triple interprétation
Interprétation combinatoire

4321

32.) 3421 4231 4312

3241 2431 3412 4213 4132
$ /\
/ 0\
/ \
3214 2341 3142 2413 4123 1432
\ /
"N\

\ /

2314 3124 2143 1342 1423

2134 1324 1243

1234

Algebre
Fo1.Fi2 = Foimn
= F2134 + F2314 + F2341 + F3214 + F3241 + F3421
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Motivations Le tri a bulle sur les permutations

Géométrie, combinatoire, algébre

Triple interprétation
Interprétation combinatoire

‘
Géométrie , < ,Af//}/\
\ T N

Algebre

P\.P/:P</+P_§+P<+P>+P\<‘+P\>
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Graphe d'une permutation
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de Tamari



Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires

Graphe d'une permutation

4312

de Tamari



Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires

Graphe d'une permutation

4312 1 2 3 4

Des relations binai illis de Tamari



Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires

Graphe d'une permutation

4312 1 2 3 4

Des relations binai illis de Tamari



Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires

Graphe d'une permutation

4312 1 2 3 4

Des relations binai illis de Tamari



Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires

Graphe d'une permutation

4312 1 ) 3 4

Des relations binai illis de Tamari



Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires

Graphe d'une permutation

Des relations binai illis de Tamari



Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires

Graphe d'une permutation

4312 1 2 3 4

Des relations binai illis de Tamari



Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires

Graphe d'une permutation

4312 1 2 3 4

Des relations binai illis de Tamari



Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires

Graphe d'une permutation

4312 1 2 3 4

3412
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Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires

Graphe d'une permutation

4312 1 2 3 4

3412 1 2 3 4
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Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires

Graphe d'une permutation

4312 1 2 3 4

3412 1 2 3 4

3142 1 2 3 4
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o . P Retour sur les permutations
Ordre faible sur les relations binaires P

Généralisation aux relations binaires

Relations binaires sur les entiers
Soit R une relation de taille n.
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o . P Retour sur les permutation:
Ordre faible sur les relations binaires P LaUORS

Généralisation aux relations binaires

Relations binaires sur les entiers
Soit R une relation de taille n.

iRj
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o . P Retour sur les permutation:
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o . P Retour sur les permutation:
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o . P Retour sur les permutations
Ordre faible sur les relations binaires P

Généralisation aux relations binaires

Relations binaires sur les entiers
Soit R une relation de taille n.

iRj kRi iRk

En taille n, 2"("—1) relations binaires possibles.
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o . P Retour sur les permutation:
Ordre faible sur les relations binaires P LaUORS

Généralisation aux relations binaires

Ordre partiel sur les relations

Soit R une relation binaire
R'" = {iRj,i <j}
RPe = (jRi,i <}
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" . P Retour sur les permutations
Ordre faible sur les relations binaires P

Généralisation aux relations binaires

Ordre partiel sur les relations

Soit R une relation binaire

R'" = {iRj,i <j}
RPe = (jRi,i <}

Soient R et S deux relations binaires,

R < S o Rlnc ») Slnc et RDec C SDec
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o . P Retour sur les permutation:
Ordre faible sur les relations binaires P LaUORS

Généralisation aux relations binaires

Relations de taille 2
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Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires

L XS X
.
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o . P Retour sur les permutation:
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Retour sur les permutations
Généralisation aux relations binaires

Ordre faible sur les relations binaires
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o . P Retour sur les permutation:
Ordre faible sur les relations binaires P LaUORS

Généralisation aux relations binaires

Inf et Sup

NP
DA

1 2 3 4

NS
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Le treillis des poset

- Sous ordres et sous treills
Sous poset et sous treillis

On veut conserver les relations
> antisymétriques
> transitives

(posets)
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Le treillis des poset
Sous ordres et sous treills

Sous poset et sous treillis

Antisymétrie
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Le treillis des poset
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Sous poset et sous treillis
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Le treillis des poset
Sous ordres et sous treills

Sous poset et sous treillis

Sous treillis 7
Si R et S sont antisymétriques, est-ce que R A'S I'est aussi ?
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Le treillis des poset

- Sous ordres et sous treills
Sous poset et sous treillis

Sous treillis ?
Si R et S sont antisymétriques, est-ce que R A S I'est aussi ?
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Le treillis des poset

- Sous ordres et sous treills
Sous poset et sous treillis

Transitivité

Non transitive transitive
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Le treillis des poset
Sous ordres et sous treills

Sous poset et sous treillis

T
/N
12 3 12 3
~ N
N AN
1‘%?72 /3 23 1\;72/ /3 L2 3 1\; 2%/3
NN N
A 12 03 o2 s
/N I/
1?3 s 1/2_\3 2 s 1@3
VAN~
i Iy
N S
T
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Sous treillis ?

Sous poset et sous treillis
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Le treillis des poset

- Sous ordres et sous treills
Sous poset et sous treillis

Sous treillis ?
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Le treillis des poset

o Sous ordres et sous treills
Sous poset et sous treillis

Retour aux permutations

Y
4312 4 2 3 4

On a i R ssi le nombre i est placé avant le nombre j dans la
permutation.
La relation est donc

> antisymétrique
> transitive

> et totale
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Le treillis des poset

o Sous ordres et sous treills
Sous poset et sous treillis

Retour aux permutations

Y
4312 4 2 3 4

On a i R ssi le nombre i est placé avant le nombre j dans la
permutation.
La relation est donc
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Le treillis des poset
Sous ordres et sous treills

Sous poset et sous treillis

e
/N
12 3 12 3
~ N
NS
1%;/72//3 203 1\;72/ /3 12 31 ) 72¥/3
NN\
L2 s 12 3 2
/NI /N
1?3 2 s 1/2\3 72 s 1@3
T
NV
FT
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Le treillis des poset

o Sous ordres et sous treills
Sous poset et sous treillis

2 3
A
N
/ \
,// N\
2 3 1 2 3
: g )

1 2 3 27 1 2 3 12 3
: N
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Le treillis des poset
Sous ordres et sous treills

Sous poset et sous treillis

A
/N
1 2 3 1 2 3
'Yf,,,/‘ "\;%/
S AL
12 3 1 2 3 L2 12 3 1 2 3
~ ~ ~— = N
N\ NN\
1¥/2 3 1 2 3 1 2¥/3
/N I/
1?3 TP 17 ! % s 1@3
NN
\
AN
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Le treillis des poset

o Sous ordres et sous treills
Sous poset et sous treillis

Travail en cours

» Définir des familles de posets qui forment des treillis

» Le cas échéant, prouver que ce sont des sous-treillis.

Et apres...

» Etudier les polytopes associés

» Etudier les algebres associées.
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