
Opérateurs de réordonnement
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Opérateurs {πi , 1 ≤ i ≤ n − 1}

vérifient les relations de tresse et des relations quadratiques :

πiπj = πjπi , si |i − j | > 1,

πi+1πiπi+1 = πiπi+1πi , si 1 ≤ i ≤ n − 2,

πiπi = πi
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vérifient les relations de tresse et des relations quadratiques :

πiπj = πjπi , si |i − j | > 1,

πi+1πiπi+1 = πiπi+1πi , si 1 ≤ i ≤ n − 2,

πiπi = πi
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Action sur les permutations

K := {Kσ;σ ∈ Sn}

Kσπi =

{
Kσsi si σi > σi+1

Kσ sinon

K321π1π2π1 =

K231π2π1 = K213π1 = K123
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Déformation de πi

π̂i = πi − 1

π̂i π̂j = (πi − 1)(πj − 1) = π̂j π̂i , si |i − j | > 1,

π̂i+1π̂i π̂i+1 = (πi+1 − 1)(πi − 1)(πi+1 − 1)

= π̂i π̂i+1π̂i , si 1 ≤ i ≤ n − 2,

π̂i π̂i = −π̂i
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Action sur les permutations

K := {Kσ;σ ∈ Sn}

Kσπi =

{
Kσsi si σi > σi+1

Kσ sinon

K̂ := {K̂σ;σ ∈ Sn}

K̂σπ̂i =

{
K̂σsi si σi > σi+1

−K̂σ sinon

Kω = K̂ω

ω = [n, n − 1, . . . , 2, 1]
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Générateurs de l’algèbre de 0-Hecke

H(t1, t2) engendrée par les opérateurs {Ti , 1 ≤ i ≤ n − 1}

TiTj = TjTi , si |i − j | > 1,

Ti+1TiTi+1 = TiTi+1Ti , si 1 ≤ i ≤ n − 2,

(Ti − t1)(Ti − t2) = 0

base : (Tσ)σ∈Sn

0-Hecke : t2 = 0, t1 =?

t1 = 1, t2 = 0 −→ πi

t1 = −1, t2 = 0 −→ π̂i

2 bases : (πσ)σ∈Sn et (π̂σ)σ∈Sn
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Polynômes
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Changement de base ?

σ = s1s2s1

πσ = π1π2π1

= (π̂1 + 1)(π̂2 + 1)(π̂1 + 1)

= π̂1π̂2π̂1 + π̂1π̂2 + π̂1π̂1 + π̂1 + π̂2π̂1 + π̂2 + π̂1 + 1

= π̂1π̂2π̂1 + π̂1π̂2 + π̂2π̂1 + π̂2 + π̂1 + 1
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Changement de base ?

σ = si1 . . . sim

πσ = πi1 . . . πim

= (π̂i1 + 1)(π̂i2 + 1) . . . (π̂im + 1)

=
∑
µ

π̂µ

où une décomposition réduite de µ est un sous-mot d’une
décomposition réduite de σ.(Lascoux)

→ µ ≤ σ pour l’ordre de Bruhat sur les permutations
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Ordre de Bruhat

Un ordre sur les permutations, gradué selon le nombre d’inversions.
Soit σ ∈ Sn, µ est un successeur de σ dans l’ordre de Bruhat ssi :

I µ = στ avec τ transposition

I `(µ) = `(σ) + 1
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Exemple :
352614

532614 452613 362514 356214 354612 352641

Contre-exemple : 652314 n’est pas un successeur, ajout des
inversions (6,3) (5,3)
Successeurs : ..b...d ..→ ..d ...b.. avec entre b et d , uniquement
des valeurs < b ou > d
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Changement de base : K , K̂
123

213 132

231 312

321

K̂321 = K321

K̂231 = K̂321π̂1 = K321(π1 − 1)

= K231 − K321

K̂213 = K̂231π̂2 = K231π̂2 − K321π̂2

= K213 − K231 − K312 + K321

K̂σ =
∑
µ≥σ

(−1)`(µ)−`(σ)Kµ

Kσ =
∑
µ≥σ

K̂µ
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Produits de π et π̂

I relations de tresses sur les π et les π̂ séparément

I une relation simple entre πi et π̂i
I produit quelconque de π et π̂ : problème complexe

Étude d’un produit particulier

Motivations géométriques : polynômes de Grothendieck, caractères
de Demazure
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I une relation simple entre πi et π̂i

I produit quelconque de π et π̂ : problème complexe
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Polynômes
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Polynômes clés et polynômes de Grothendieck

Polynômes dominants

G(ω) :=
∏

i=1...n
j=1...n−i

(1− yjx
−1
i ), ω = [n, n − 1, . . . , 1]

Kλ = K̂λ := xλ1
1 xλ2

2 . . . xλnn , λ = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . λn
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Action de π et π̂

f πi =
xi .f − xi+1.f

si

xi − xi+1

f π̂i = f (πi − 1) =
xi+1.f − xi+1.f

si

xi − xi+1
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Bases de l’anneau des polynômes

On obtient l’ensemble des polynômes à partir des polynômes
dominants.

G(σsi ) := G(σ)πi ,

si σ(i) > σ(i + 1).

G(123)

G(213) G(132)

G(231) G(312)

G(321)

π1

π2

π1

π2

π1

π2
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Produit de polynômes de Grothendieck

Theorème
(Lascoux)

G(σ)
yσ1 · · · yσk
x1 · · · xk

≡ G(ω)π̂ωζπζ−1σ.

où σ ∈ Sn, 1 ≤ k < n, ζ un représentant particulier de la classe de
σ dans Sn/(Sk ×Sn−k).

σ = 43678215
k = 3

}
ζ = 643|87521
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G(σ)
yσ1 · · · yσk
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Résolution du problème dans les bases K et K̂ .

Kωπ̂ωζπζ−1σ
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Kωπ̂ωζ =

(152 termes)
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Kωπ̂ωζ =
(152 termes)
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Kωπ̂ωζπζ−1σ =
(8 termes)
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

σ = 43678215

ζ = 643|87521

ω = 87654321

s3

s5

s2

s6

Kω

π̂ωζπζ−1σ =?

Kωπ̂ωζ =
∑
µ≥ζ
±Kµ

= K̂ζ

K̂ζπζ−1σ =
∑

σ≤µ≤ζ
K̂µ

=
∑
ν

±Kν
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Produit de π et π̂

σ = 43678215

ζ = 643|87521

64837521

87653421
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s3
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s2

s6
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Opérateurs de réordonnement
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

436|78215

436|78512436|87215463|78215634|78215 436|78251 536|78214 456|78213 437|68215

K̂ζπζ−1σ =
∑

σ≤µ≤ζ
K̂µ

=
∑
ν≥σ
ν�µ

σ<µ≤ζ

±Kν
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Produit de π et π̂

436|78215

436|78512436|87215463|78215634|78215 436|78251 536|78214 456|78213 437|68215

K̂ζπζ−1σ =
∑

σ≤µ≤ζ
K̂µ

=
∑
ν≥σ
ν�µ

σ<µ≤ζ

±Kν
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Soient σ, k , Wσ(k) est la liste des k-transpositions de Bruhat
(a, b) de σ par ordre décroissant sur σ(a) puis croissant sur σ(b).

σ = 1362|54

Wσ =

((2, 6), (2, 5), (4, 6), (4, 5))
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Polynômes
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Wσ = (τ1, τ2, . . . , τm)

Eσ := Kσ · (1− τ1) · (1− τ2) · · · (1− τm)

avec :

Kµ · τ =

{
Kµτ si τ est une transposition de Bruhat de µ,

0 sinon.
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

+K1362|54

−K1462|53 −K1562|34 −K1364|52 −K1365|24

+K1562|43 +K1463|52 +K1465|23 +K1563|24 +K1365|42

−K1563|42 −K1564|23 −K1465|32

+K1564|32

(2,6)
(2,5)

(4,6)

(4,5)

(2,5)
(4,6)

(4,5) (4,5) (4,5)

(4,6)
(4,5) (4,5)

(4,5)

Wσ = ((2, 6), (2, 5), (4, 6), (4, 5))
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Opérateurs de réordonnement
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Produit de π et π̂

+K1362|54

−K1462|53

−K1562|34 −K1364|52 −K1365|24

+K1562|43 +K1463|52

+K1465|23 +K1563|24 +K1365|42

−K1563|42 −K1564|23

−K1465|32

+K1564|32

(2,6)

(2,5)
(4,6)

(4,5)

(2,5)
(4,6)

(4,5) (4,5) (4,5)

(4,6)
(4,5)

(4,5)

(4,5)

Wσ = ((2, 6), (2, 5), (4, 6), (4, 5))

Viviane Pons Opérateurs de réordonnement et polynômes de Grothendieck
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Résultat :

Kωπ̂ωζπζ−1σ = Eσ

Démonstration :

Kωπ̂ωζπζ−1σ =

∑
µ≥ζ
±Kµ

πζ−1σ

= Eζπζ−1σ
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Opérateurs de réordonnement
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

Lemme
Si σ(i) > σ(i + 1) et i 6= k, alors

Eσπi = Eσsi
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Opérateurs de réordonnement
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Opérateurs de réordonnement
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Polynômes
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Opérateurs de réordonnement
Polynômes

Produit de π et π̂

ζ = 6321|54, Wζ = ((2, 6), (2, 5), (3, 6), (3, 5), (4, 6), (4, 5)), |Eζ | = 46

↓ s3

σ = 6312|54, Wσ = ((2, 6), (2, 5), (4, 6), (4, 5),���(3, 6),���(3, 5)), |Eσ| = 14
↓ s2

σ = 6132|54, Wσ = ((3, 6), (3, 5), (4, 6), (4, 5)), |Eσ| = 14
↓ s1

σ = 1632|54, Wσ = ((3, 6), (3, 5), (4, 6), (4, 5)), |Eσ| = 14
↓ s2

σ = 1362|54, Wσ = ((2, 6), (2, 5), (4, 6), (4, 5)), |Eσ| = 14
↓ s5

σ = 1362|45, Wσ = ((2, 5),���(2, 6), (4, 5),���(4, 6)), |Eσ| = 4
↓ s3

σ = 1326|45, Wσ = ((2, 5), (3, 5)), |Eσ| = 4
↓ s2

σ = 1236|45, Wσ = ((3, 5),���(2, 5)), |Eσ| = 2
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σ = 6132|54, Wσ = ((3, 6), (3, 5), (4, 6), (4, 5)), |Eσ| = 14
↓ s1

σ = 1632|54, Wσ = ((3, 6), (3, 5), (4, 6), (4, 5)), |Eσ| = 14
↓ s2

σ = 1362|54, Wσ = ((2, 6), (2, 5), (4, 6), (4, 5)), |Eσ| = 14
↓ s5

σ = 1362|45, Wσ = ((2, 5),���(2, 6), (4, 5),���(4, 6)), |Eσ| = 4
↓ s3

σ = 1326|45, Wσ = ((2, 5), (3, 5)), |Eσ| = 4
↓ s2

σ = 1236|45, Wσ = ((3, 5),���(2, 5)), |Eσ| = 2
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Polynômes
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Structure :

Intervalle

+K1362|54

−K1462|53 −K1562|34 −K1364|52 −K1365|24

+K1562|43 +K1463|52 +K1465|23 +K1563|24 +K1365|42

−K1563|42 −K1564|23 −K1465|32

+K1564|32
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Merci de votre attention.
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