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® Description, objectifs

® Experts
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Agrégation séquentielle

Description, objectifs

On demande a un statisticien de prédire une suite y1, yo, . ..
d’élements issus d’'un ensemble d’observations .

Ses prédictions pi, p», . .. sont choisies dans un ensemble de
prédictions X.

Les observations

e (ainsi que les predictions) sont realisees de maniere
séquentielle,

e Ne reposent sur aucun modele stochastique,

c’est ce que I'on appelle des observations données par des
suites individuelles.

Notre mission est, a tous les toursde jeut =1, 2,.. ., de predire

y, en se fondant surles ¢! ™' = (y1,...,y:—1)-

Lobservation y;, € ) est alors devoilée et il s'agit de la comparer
a la prédiction p; € X.

Exemple. Prévisions méteorologiques, Y = {0,1} et X = [0, 1].
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Afin de préciser mathématiquement ce qu’'on entend par
meilleur expert, on considere une fonction de perte
/. X x)Y —R.

On définit les pertes cumulées du statisticien et de I'expert ;5 par
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Prédire une suite individuelle

® Description, objectifs
® Experts

® Regret

@ Prédiction randomisée
® Jeu répéte

Information compléete

Information imparfaite

Agrégation séquentielle

Regret

Le regret est défini comme la différence de ces pertes cumulées,

AN

— Ljn= Zf(ﬁt,yt) - Zg(fj,tayt)
t=1 t=1
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En géneral (i.e., sans condition de convexité sur /), et parce que
I'on se place dans le cas le pire, aucune strategie déterministe
ne pourra realiser ce vceu.

Le contre-exemple typique est X = Y = {0,1} et {(x,y) = [[5£-
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Agrégation séquentielle

En géneral (i.e., sans condition de convexité sur /), et parce que
I'on se place dans le cas le pire, aucune strategie déterministe
ne pourra realiser ce vceu.

(Se placer dans le cas le pire revient a jouer contre un
adversaire qui peut lire nos pensees. On ne peut le surprendre
gu’en se remettant a une randomisation auxiliaire.)
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Information compléete

Information imparfaite

Agrégation séquentielle

C’est pourquoi on suppose que le statisticien peut faire usage
de stratégies randomisées.
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Information compléete

Information imparfaite

Agrégation séquentielle

C’est pourquoi on suppose que le statisticien peut faire usage
de stratégies randomisées.

Lorsque I'on aura des hypotheses de convexité, on pourra ne
recourir a aucune randomisation et agréger les avis des experts,
par exemple pour la régression linéaire séquentielle.
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Information compléete

Information imparfaite

Agrégation séquentielle

C’est pourquoi on suppose que le statisticien peut faire usage
de stratégies randomisées.

En revanche, dans le cas d’'un déplacement en voiture dans un
réseau de routes, aucune agrégation n’est possible. La
randomisation permet d“agréger en esperance”.
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Les observations peuvent étre independantes des prédictions
(en statistique) ou choisies par un adversaire reagissant a nos
prédictions (en théorie des jeux).
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® Description, objectifs
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@ Regret

o hrediion randomisee  une probabilité p, = (p14,...,pn ) SUr les experts.
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Information compléete

La prédiction est formée en tirant un expert I; selon p,,

Information imparfaite

AN
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Les observations peuvent étre independantes des prédictions
(en statistique) ou choisies par un adversaire reagissant a nos
prédictions (en théorie des jeux).

Dans ce dernier cas, I'adversaire a eégalement une stratégie
(déterministe), y; est la réalisation d’'une variable aléatoire Y;
déependantde I4,...,1;_;.
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Prédiction randomisée

Une strategie randomisee est une suite de fonctions

Prédire une suite individuell e (Ui associent aux observations passées y{‘l et aux avis

® Description, objectifs

® Experts paSSéS et pl’ésentS fj,S! S < t;

@ Regret

o e une probabilité p, = (p1.4,...,pn ) SUr les experts.

Information compléete

La prédiction est formée en tirant un expert I; selon p,,

Information imparfaite

AN
Agrégation séquentielle pt J— fI
© 7t

Les observations peuvent étre independantes des prédictions
(en statistique) ou choisies par un adversaire reagissant a nos
prédictions (en théorie des jeux).

Dans ce dernier cas, I'adversaire a eégalement une stratégie
(déterministe), y; est la réalisation d’'une variable aléatoire Y;
déependantde I4,...,1;_;.

Le probleme de prédiction séquentielle peut étre vu comme un
jeu repeté (a somme nulle) entre le statisticien et un adversaire.
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Le jeu (réepéte) de prédiction

Parametres : ensemble de prédictions X et d’observations ),
Ceaemesnendacle NV experts, n tours de jeu (n = oo est une valeur possible).

® Description, objectifs
® Experts

@ Regret

@ Prédiction randomisée
® Jeu répéte

Information compléete

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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® Description, objectifs
® Experts

@ Regret

@ Prédiction randomisée
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Information compléete

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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® Description, objectifs

® Experts

@ Regret

® Prédiction randomisée

0 Jou repéte A chaque tourt =1,2,...,n,

e Compee  'adversaire choisit et annonce les préedictions des experts
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Agrégation séquentielle
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Parametres : ensemble de prédictions X et d’observations ),
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® Description, objectifs

® Experts

@ Regret

® Prédiction randomisée

0 Jou repéte A chaque tourt =1,2,...,n,

e Compee  I'adversaire choisit et annonce les predictions des experts
information impartate fit,---, vt € X, le statisticien en prend connaissance ;

Agrégation séquentielle

« le statisticien choisit une probabilité p, = (p1+,...,pn) SUr les
experts, tire secretement un expert I; selon p,, et prédit
secrétement p; = fr, ¢ ;
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® Description, objectifs

® Experts

@ Regret

® Prédiction randomisée

o Jeu répéte A chaquetourt=1,2,...,n,

AN MBS  I'adversaire choisit et annonce les predictions des experts
Information impariaie fit,---, vt € X, le statisticien en prend connaissance ;

Agrégation séquentielle

e le statisticien choisit une probabilité p, = (p14,...,pn ) SUrles
experts, tire secretement un expert I; selon p,, et prédit
secrétement p; = fr, ¢ ;

e Simultanément, I'adversaire choisit en secret I'observation
yr € Y ;
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Agrégation séquentielle

le statisticien choisit une probabilité p, = (p1¢,...,pn ) SUrles
experts, tire secretement un expert I; selon p,, et prédit
secrétement p; = f1, ¢ ;

simultanément, I'adversaire choisit en secret I'observation
yr € YV ;

I'observation v, et la prédiction p; sont toutes deux rendues
Yy p
publigues, et les pertes peuvent alors étre calculées.
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Le jeu (réepéte) de prédiction

Parametres : ensemble de prédictions X et d’observations ),
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@ Description, objectifs
® Experts

@ Regret

® Prédiction randomisée

o Jeu répéte A chaquetourt=1,2,...,n,

Information compléete

I'adversaire choisit et annonce les prédictions des experts
R fit,---, vt € X, le statisticien en prend connaissance ;

Agrégation séquentielle

le statisticien choisit une probabilité p, = (p1¢,...,pn ) SUrles
experts, tire secretement un expert I; selon p,, et prédit
secretement p; = f1, + ;

simultanément, I'adversaire choisit en secret I'observation
yr € YV ;

I'observation y; et la prédiction p; sont toutes deux rendues
publiques, et les pertes peuvent alors étre calculées.
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Borne générale ./n sur le regret

en information complete
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Prédire une suite individuelle

Information complete

® Regret en espérance

® Pondération exp. (1)

® Pondération exp. (2)

® Remarques

® Minmax

® Preuve détaillée

® Résumé et perspectives

Information imparfaite

Agrégation séquentielle

Regret vs. regret en espérance

On cherche a minimiser le regret

L, - jmin Ly = Zﬁ frot:ye) —  min f(fg t>Yt)

ou I, est tire selon la probabilite D;.

Gilles Stoltz, DMA, ENS de Paris
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Regret vs. regret en espérance

On cherche a minimiser le regret

Prédire une suite individuelle

n

I:f;rmatiton comp’léte Ln - I]ljlln L] n — Z K fItat7 yt HllIl é(fj t yt)
oPor?dération pr. 1) J t 1
® Pondération exp. (2) < .,
 Remaraues ou I, est tiré selon la probablllte D,
® Minmax
® Preuve détaillée
® Résumé et perspeciives On note E; I'espéerance conditionnelle par rapport a I'information
Information imparfaite prOCUFée par IeS tOUfS 17 RS 7t - 1,
Agrégation séquentielle N

By [6(fr,6,ut)] = Zpi,tg(fi,ta yt) = (P> yt)

1=1
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Regret vs. regret en espérance

On cherche a minimiser le regret

Prédire une suite individuelle

n

I:f:rmatiton comp’léte LTL - I]ljlln L] n — Z K fItat7 yt HllIl é(fj t yt)
oPor?dération pr. 1) J t 1
® Pondération exp. (2) < .,
 Remaraues ou I, est tiré selon la probablllte D,
® Minmax
® Preuve détaillée
® Résumé et perspeciives On note E; I'espéerance conditionnelle par rapport a I'information
Information imparfaite prOCUFée par IeS tOUfS 17 RS 7t - 1,
Agrégation séquentielle N

By [6(fr,6,ut)] = Zpi,tg(fi,ta yt) = (P> yt)

1=1

Un argument de martingales montre que, sous de bonnes

hypotheses,
L - Zg(flt,ta Yyt) — Zg(pta yt) = op(n)
t=1 t=1
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Regret vs. regret en espérance

On cherche a minimiser le regret

Prédire une suite individuelle

Information compléete Ln - mlIl L] n — Z K fIt ’t, yt HllIl é(fj t yt)

® Regret en espérance J ]_

® Pondération exp. (1) t 1
® Pondération exp. (2) < .,

e Remargues ou I; est tiré selon la probablllte D;-

® Minmax

® Preuve détaillée

® Résumé et perspecives On suppose que la fonction de perte ¢ est bornée, a valeurs
Information imparfaite danS O B .
0,

Agrégation séquentielle

L'inégalité d’'Hoeffding—Azuma assure qu’avec probabilité au

moins 1 — 4,
n n ’}’L 1
= > Ufr,.6,y) — ) UPpy) < By 5 In<
> W) =3 Upey) < By ging
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Regret vs. regret en espérance

On cherche a minimiser le regret

Prédire une suite individuelle

Information compléete Ln - HllIl L] n — Z K fIt ’t, yt HllIl é(fj t yt)

® Regret en espérance ] ]_

® Pondération exp. (1) t 1
® Pondération exp. (2) < .,

e Remargues ou I; est tiré selon la probablllte D;-

® Minmax

® Preuve détaillée

® Résumé et perspecives On suppose que la fonction de perte ¢ est bornée, a valeurs
Information imparfaite danS O B .
0,

Agrégation séquentielle

L'inégalité d’'Hoeffding—Azuma assure qu’avec probabilité au

moins 1 — 4,
n n ’}’L 1
= > Ufr,.6,y) — ) UPpy) < By 5 In<
> W) =3 Upey) < By ging

(Le lemme de Borel-Cantelli implique alors que, presque
sdrement, il existe un ng tel que

Zn—fnéB glnn

pour tout n > ng.)
|
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Regret vs. regret en espérance

On cherche a minimiser le regret

Prédire une suite individuelle

Information compléete Ln - HllIl L] n — Z K fIt ’t, yt HllIl e(f] t yt)

® Regret en espérance ] ]_

® Pondération exp. (1) t 1
® Pondération exp. (2) < .,

e Remargues ou I; est tiré selon la probablllte D;-

® Minmax

® Preuve détaillée

® Résumé et perspeciives On suppose que la fonction de perte ¢ est bornée, a valeurs
Information imparfaite .
dans [0, B]

Agrégation séquentielle

L'inégalité d’'Hoeffding—Azuma assure qu’avec probabilité au

moins 1 — 4,
n n ’}’L 1
= > Ufr,.6,y) — ) UPpy) < By 5 In<
> W) =3 Upey) < By ging

(La version maximale de l'inégalité d’'Hoeffding—Azuma
associée au lemme de Borel-Cantelli conduit méme a
I'existence p.s. d’'un ng tel que

En — L, <OBvVnlnlnn

pour tout n > ng.)
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Regret vs. regret en espérance

On cherche a minimiser le regret

Prédire une suite individuelle

Information compléete Ln - HllIl L] n — Z K fIt ’t, yt HllIl é(fj t yt)

® Regret en espérance ] ]_

® Pondération exp. (1) t 1
® Pondération exp. (2) < .,

e Remargues ou I; est tiré selon la probablllte D;-

® Minmax

® Preuve détaillée

® Résumé et perspecives On suppose que la fonction de perte ¢ est bornée, a valeurs
Information imparfaite danS O B .
0,

Agrégation séquentielle

L'inégalité d’'Hoeffding—Azuma assure qu’avec probabilité au

moins 1 — 4,
i ° n 1
=Y U frey) — > Py, p) < By =In<
2 (fIt,t yt) - (Pt yt> 9 S

La moralite, c’est qu'il suffit de se concentrer sur le regret en
espérance,

n

fn—J nin Ly = Zﬁ Py, Yt) _mlnNt 1f(fjt,yt)
|

Gilles Stoltz, DMA, ENS de Paris Prédiction de suites individuelles : une méthode de (méta-)apprentissage séquentiel — 10/30



Pondération exponentielle (1)

L'idée est d'assigner une plus grande probabilité aux experts qui
ont les meilleurs résultats.

Prédire une suite individuelle

formation complte _ Ce faisant, on obtient une version regularisée de la stratégie
SR déeterministe qui consisterait a predire comme le meilleur expert
¢ Remaries courant — strategie déterministe qui bien évidemment échoue en
@ Preuve détaillée généra| .

® Résumé et perspectives

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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Pondération exponentielle (1)

La pondération par des poids exponentiels est une stratégie
efficace, quoique tres simple ; p, est uniforme et pour ¢ > 2 et
i=1,...,N,

Prédire une suite individuelle

Information complete
® Regret en espérance

® Pondération exp. (1) t— 1
I e (WXL W) el
® Minmax ’i,t T

- N — o N
:Eréeslijvri:(;a;l?:pectives ijl eXp (_77 ZZ::][_ g(f],87 yS)) ijl eXp (_T]Ljat_l)

Information imparfaite

ou n > 0 est un parametre a préciser.

Agrégation séquentielle
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Pondération exponentielle (1)

La pondération par des poids exponentiels est une stratégie
efficace, quoique tres simple ; p, est uniforme et pour ¢ > 2 et

Prédire une suite individuelle

Information compléte ,L — 1’ Y N’
@ Regret en espérance
ondération exp. t—1
e e exp (-0 53 Ui vs)) exp (~nLis—1)
@ Minmax p’l,,t — = N
- N —1
e Sy exp (—n i Ui ws)) e P (<L)

Information imparfaite

ou n > 0 est un parametre a préciser.

Agrégation séquentielle

Cette strategie, appelée algorithme de prédiction par
pondération exponentielle a été introduite par
e Vovk '90,

o Littlestone et Warmuth '94.

Voir également
e Fudenberg et Levine '95,

e Cesa-Bianchi, Freund, Helmbold, Haussler, Schapire et
Warmuth '97,

e Cesa-Bianchi et Lugosi '99.
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Pondération exponentielle (1)

La pondération par des poids exponentiels est une stratégie
efficace, quoique tres simple ; p, est uniforme et pour ¢ > 2 et
i=1,...,N,

Prédire une suite individuelle

Information complete
® Regret en espérance

® Pondération exp. (1) t— 1
I e (WXL W) el
® Minmax ’i,t T

- N — o N
:Eréeslijvri:iapl)ltﬁzpectives ijl eXp (_77 ZZ::][_ g(f],87 yS)) ijl eXp (_T]Ljat_l)

Information imparfaite

ou n > 0 est un parametre a préciser.

Agrégation séquentielle

On suppose que la fonction de perte ¢ est bornée, disons
(: X xY —|[0,B].
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Pondération exponentielle (1)

La pondération par des poids exponentiels est une stratégie
efficace, quoique tres simple ; p, est uniforme et pour ¢ > 2 et

Prédire une suite individuelle

Information compléte ,L — 1’ Y N’
@ Regret en espérance
ondération exp. t—1
e e exp (-0 53 Ui vs)) exp (~nLis—1)
@ Minmax p’l,,t — = N
- N —1
e Sy exp (—n i Ui ws)) e P (<L)

Information imparfaite

ou n > 0 est un parametre a préciser.

Agrégation séquentielle

On suppose que la fonction de perte ¢ est bornée, disons

¢:X x)Y — |[0,B]. Il estdésormais bien connu que pour toute
stratégie de I'adversaire, le regret en espérance de cette
stratégie est borné par
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Prédire une suite individuelle
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¢:X x)Y — |[0,B]. Il estdésormais bien connu que pour toute
stratégie de I'adversaire, le regret en espérance de cette
stratégie est borné par

S : - ImnN  nn
;K(ptayt) j:TEmN;f(fj,t,yt) STy + S B

sy
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e e exp (-0 53 Ui vs)) exp (~nLis—1)
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- N —1
e Sy exp (—n i Ui ws)) e P (<L)

Information imparfaite
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Agrégation séquentielle

On suppose que la fonction de perte ¢ est bornée, disons

¢:X x)Y — |[0,B]. Il estdésormais bien connu que pour toute
stratégie de I'adversaire, le regret en espérance de cette
stratégie est borné par

. . - InN nn s n
gg(ptayt) j:TEIHN;f(fJ,tayt)\ —+g B By/5 N

sy

pourn = B~!,/81In N/n.
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Pondération exponentielle (1)

La pondération par des poids exponentiels est une stratégie
efficace, quoique tres simple ; p, est uniforme et pour ¢ > 2 et

Prédire une suite individuelle

Information compléte ,L — 1’ Y N’
@ Regret en espérance
ondération exp. t—1
e e exp (-0 53 Ui vs)) exp (~nLis—1)
@ Minmax p’l,,t — = N
- N —1
e Sy exp (—n i Ui ws)) e P (<L)

Information imparfaite

ou n > 0 est un parametre a préciser.

Agrégation séquentielle

On suppose que la fonction de perte ¢ est bornée, disons

¢:X x)Y — |[0,B]. Il estdésormais bien connu que pour toute
stratégie de I'adversaire, le regret en espérance de cette
stratégie est borné par

. . - InN nn s n
gg(ptayt) j:TEIHN;f(fJ,tayt)\ —+g B By/5 N

sy

pourn = B~!,/81In N/n.

: Une mise au point sera nécessaire pour le choix de 7.
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Pondération exponentielle (2)

Le point-clé de la preuve est I'utilisation du lemme de Hoeffding :

Lemme. Une variable aléatoire X, —B < X < 0, verifie, pour
Information compléte
® Regret en espF:érance tOUt S > O,

® Pondération exp. (1) 2

® Pondération exp. (2) S

® Remarques SE [X] < log E |:€5X:| < SE [X] + §B2 .
® Minmax

® Preuve détaillée

Prédire une suite individuelle

® Résumé et perspectives

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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Pondération exponentielle (2)

On rappelle que I'algorithme choisit p; ; = w; /W, ou
Prédire une suite individuelle Wt — wl,t —|_ cc e —|_ wN,t’ w’b,l — 1’ et pour t > 21

t—1
Information compléte w’l,,t — eXp (_an’t_]_> = eXp _77 ZS:l g (f’i,S? y8>

® Regret en espérance

® Pondération exp. (1)

® Pondération exp. (2)

® Remarques

® Minmax

® Preuve détaillée

® Résumé et perspectives

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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Pondération exponentielle (2)

On rappelle que I'algorithme choisit p; ; = w; /W, ou
Prédire une suite individuelle Wt — wlat —|_ v —|_ wNat’ w’l,,]_ — 1’ et pour t > 2

o Wie = P (ML) :eXp< DIMIE y>)

® Pondération exp. (1)

® Pondération exp. (2)

’

® Remarques D Une part,
® Minmax

® Preuve détaillée ‘T 7

® Résumé et perspectives n—+ 1

maxX;—=1,.. N Wjn+1
In—— > 1In J J =-—n min_ L;j,—InN
Information imparfaite Wl N ] 1 N

Agrégation séquentielle
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Pondération exponentielle (2)

On rappelle que I'algorithme choisit p; ; = w; /W, ou
Prédire une suite individuelle Wt — wlat —|_ v —|_ wNat’ w’l,,l — 1’ et pour t > 2

Information comp’léte ’U]/L’t = eXp (_an,t_]_> — eXp < 77 Z f’[, S yg))

® Regret en espérance
® Pondération exp. (1)

® Pondération exp. (2)

® Remarques D’Une part,
® Minmax
@ Preuve détaillée W max A7 w
® Résumé et perspectives n+ 1 =1,... ','I”L—f- 1
In > In = ) =-—n min_ L;j,—InN
Information imparfaite W]_ N ] 1 N

Agrégation séquentielle

D’autre part, pour chaque t =1, ...,n,

N —nl(fie,ye) N
M/ ) Ui i,tsYt
t+1 1 Zi:l fwz,t—l6 — ] ) —ne(fi,tyyt)
— |n N = 1n Pi t€

In
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Prédire une suite individuelle

Information complete

® Regret en espérance

® Pondération exp. (1)

® Pondération exp. (2)

® Remarques

® Minmax

® Preuve détaillée

® Résumé et perspectives

Information imparfaite

Agrégation séquentielle

Pondération exponentielle (2)

In

On rappelle que I'algorithme choisit p; ; = w; /W, ou
Wi=wis+...+wnye, win = 1, etpourt > 2

wi,t = exp (—nLl;t—1) = exp ( 772 £(fi,s) ys))
D’une part,

Wi+ maXi;—1,....N Wjn+1
n—+ > In J=L,... J,m+ = —p min Lj o — In N
Wi N j=1,...,N

In

D’autre part, pour chaque t =1, ...,n,

W oL —nl(fi,0 1) al
. ne Ji,t Yt
t+1 1 i—1 Wi t—1€ — ] o o= fit,yt)
— In N = in Pit€
Wy E ﬁjzl Wj t—1 i=1

A\

=1

N
=1 sz',tg (fitsyt) +

77_232

8
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Pondération exponentielle (2)

On rappelle que I'algorithme choisit p; ; = w; /W, ou
Prédire une suite individuelle Wt — wlat —|_ v —|_ wNat’ w’l,,l — 1’ et pour t > 2

Information comp’léte ’U]/L’t = eXp (_an,t_]_> — eXp < 77 Z f’[, S yg))

® Regret en espérance
® Pondération exp. (1)
® Pondération exp. (2)

® Remarques D’Une part,
® Minmax
@ Preuve détaillée W max A7 w
® Résumé et perspectives n+ 1 =1,... ','I”L—f- 1
In > In = ) =-—n min_ L;j,—InN
Information imparfaite W]_ N ] 1 N

Agrégation séquentielle

D’autre part, pour chaque t =1, ...,n,

2
Witq

2
W =2 " 52
<=0 pisl (Firr00) + LB = 0l (pyy) + =B
Wt ni:1p N’ (f )t yt) S T (pt yt) ]

In
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Pondération exponentielle (2)

On rappelle que I'algorithme choisit p; ; = w; /W, ou
W, = Wit + ...+ WNt Wil = 1,etpourt > 2

Prédire une suite individuelle

Information comp’léte w’l,,t = eXp (_an,t_]_> — eXp ( n Z f’[, S yg))

® Regret en espérance
® Pondération exp. (1)
® Pondération exp. (2)

® Remarques D’Une part,
® Minmax
@ Preuve détaillée W max A7 w
® Résumé et perspectives n+ 1 =1,... 5 ','I”L—f- 1
In > In = J =-—n min_ L;j,—InN
Information imparfaite W]_ N ] 1 N

Agrégation séquentielle

D’autre part, pour chaque t =1, ...,n,

2

2
n 7
= E il (fi ye) + §B2 = —nl (P, Yt) + gBQ
1=1

Wita -
Wi

In

On conclut en sommant selon¢t =1, ...,n et en combinant |a
borne supérieure ainsi obtenue avec la borne inférieure,

InN nn _,
Li, £ —+ —2B
Z (P, ye) — _mmN J " + 3
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Remarques et mises au point

Choix de n :

Prédire une suite individuelle

On peut faire usage d’'un “doubling trick”

Information complete

® Regret en espérance

® Pondération exp. (1)

® Pondération exp. (2)

® Remarques

® Minmax

® Preuve détaillée

® Résumé et perspectives

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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Remarques et mises au point

Choix de n :

Prédire une suite individuelle

On peut faire usage d’'un “doubling trick” ou utiliser toute
information compléte I'information disponible et faire dépendre n du temps,

® Regret en espérance
® Pondération exp. (1)

o t—1
® Pondération exp. (2) .
® Remarques eXp (_/r] Zs:l g(f’L,S) y8>)
® Minmax p  + —
@ Preuve détaillée &y

N —1
® Résumé et perspectives ijl eXp (_77 Zi:]_ g(fj,S? y8>)

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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Remarques et mises au point

Choix de n :

Prédire une suite individuelle

On peut faire usage d’'un “doubling trick” ou utiliser toute
information compléte I'information disponible et faire dépendre n du temps,

® Regret en espérance
® Pondération exp. (1)

ot t—1
® Pondération exp. (2)
® Remarques eXp (_nt ZS:]_ g(f’l:,S? y8)>
® Minmax o —
® Preuve détaillée Di.t

N —1
® Résumé et perspectives Zj:]_ eXp (_nt Zz:]_ g(fj,S) y8)>

Information imparfaite

avec n; = B~1,/8In N/(t — 1).

Agrégation séquentielle
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Remarques et mises au point

Choix de n :

Prédire une suite individuelle

On peut faire usage d’'un “doubling trick” ou utiliser toute
information compléte I'information disponible et faire dépendre n du temps,

® Regret en espérance
® Pondération exp. (1)

at t—1
® Pondération exp. (2)
@ Remarques eXp (_nt 2821 g(f’l:,S? y8)>
® Minmax o —
® Preuve détaillée Di.t

N —1
® Résumé et perspectives ijl eXp (_T]t ZZ:]_ g(f],S) y8)>

Information imparfaite

avec n; = B~1,/8In N/(t — 1).

Agrégation séquentielle

Auer, Cesa-Bianchi et Gentile ‘02 montrent que le regret (en
espérance) de cette stratégie est plus petit que

B (1 +2v/(n/2) 1nN).
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Remarques et mises au point

Choix de n :

Prédire une suite individuelle

On peut faire usage d’'un “doubling trick” ou utiliser toute
information compléte I'information disponible et faire dépendre n du temps,

® Regret en espérance
® Pondération exp. (1)

ondération exp. G—1l
:ger:arq;es " eXp (_nt ZS:l g(f'l:,S? yS))
® Minmax - p’L ! p—
® Preuve détaillée ) N t—1
@ Résumé et perspectives ijl eXp (—nt 28:1 g(f],s , yS ))

Information imparfaite

avec n; = B~1,/8In N/(t — 1).

Agrégation séquentielle

Auer, Cesa-Bianchi et Gentile ‘02 montrent que le regret (en
espérance) de cette stratégie est plus petit que

B (1 +2v/(n/2) 1nN).

Autres fonctions de poids :

On peut eviter ces problemes de choix de parametre en
considérant d’autre fonctions de poids, par exemple des poids

| polynémiaux z — (max{x, 0})” = 2%, pour p > 1.
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Remarques et mises au point

Autres fonctions de poids :

Prédire une suite individuelle

On peut eviter ces problemes de choix de parametre en

ST considérant d’autre fonctions de poids, par exemple des poids
@ Pondération exp. = I p - b

o poneeraton &0 () polyndbmiaux = — (max{z, 0})" = z-_, pour p > 1.

® Remarques

® Minmax

® Preuve détaillée
® Résumé et perspectives

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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Remarques et mises au point

Autres fonctions de poids :

Prédire une suite individuelle

On peut eviter ces problemes de choix de parametre en

ST considérant d’autre fonctions de poids, par exemple des poids
@ Pondération exp. A I p _ p

oﬁongéra:ionexg. 8 pOIynomlaux L = (maX{x? O}) T Qj+, pourp > 1'

® Remarques

o ailee Plus précisément, au lieu de

® Résumé et perspectives

—1 —1
Information imparfaite exp (77 (ZZ:]_ g(ps’ yS) — ZZ:]_ g(f’l:,SJ y8>)>
Agrégation séquentielle p’L,t — N | t—1
Zj:1 exXp (77 (23321 U(Ds:Ys) = D o1 €[ ys)))
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Remarques et mises au point

Autres fonctions de poids :

Prédire une suite individuelle

On peut eviter ces problemes de choix de parametre en

e considérant d’autre fonctions de poids, par exemple des poids
@ Pondération exp. A I p _ p

oﬁongéra:ionexg. 8 pOIynomlaux L = (maX{x? O}) T Qj+, pourp > 1'

® Remarques

o ailee Plus précisement, on prend

® Résumé et perspectives

t—1 t—1 P
Information imparfaite (2821 €(p57 yS) a ZS:l 6(f’l:,87 y8)> _|_
Pit =

Agrégation séquentielle N t— 1 t— 1 p
S (S e ve) - S )
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Remarques et mises au point

Autres fonctions de poids :

Prédire une suite individuelle

On peut eviter ces problemes de choix de parametre en

ST considérant d’autre fonctions de poids, par exemple des poids
@ Pondération exp. A I p - b
oﬁongéra:ionexg. 8 pOIynomlaux L = (maX{x? O}) T Qj+, pour p > 1'

® Remarques
® Minmax

o Prove détailée Plus précisement, on prend
® Résumé et perspectives t—1 t—1 P
(Zszl Ups,Ys) — > a1 U fis, ys)>+
Pit =

Agrégation séquentielle N t— 1 t— 1 p
S (S e ve) - S )

Cesa-Bianchi et Lugosi '03 prouvent que la stratégie ci-dessus
encourt un regret plus petit que

Information imparfaite

B\/(p— )nN2/» < By/(2InN —1)en

pour la valeur optimale p = 2In V.

Gilles Stoltz, DMA, ENS de Paris Prédiction de suites individuelles : une méthode de (méta-)apprentissage séquentiel — 13/30



Remarques et mises au point

Autres fonctions de poids :

Prédire une suite individuelle

On peut eviter ces problemes de choix de parametre en

Information compléte considérant d’autre fonctions de poids, par exemple des poids

) Regre’t EITI espérance . ) D D

 ronderation o () polynémiaux x +— (max{z, 0})" = =2, pour p > 1.

® Remarques

o e Plus précisement, on prend

® Résumé et perspectives t—1 t—1 P

- Y1 Pssys) =D a1 U fis, Ys)

Information imparfaite _|_

Agrégation séquentielle pz,t - N t—]. € t—l K p
23:1 D sm1 (PssYs) = D1 £(fj,5,Ys) N

Cesa-Bianchi et Lugosi '03 prouvent que la stratégie ci-dessus
encourt un regret plus petit que

B\/(p— )nN2/» < By/(2InN —1)en
pour la valeur optimale p = 2In V.

Mais les stratégies avec poids exponentiels s’étendent plus
facilement au cas de la prédiction avec information imparfaite —

et c’est pourguoi on se concentrera sur elles dans la suite.
|
1
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Ordre de grandeur minmax du regret

Cesa-Bianchi, Freund, Haussler, Helmbold, Schapire et
Warmuth '97 exhibent une borne inférieure sur le regret en
espérance.

Prédire une suite individuelle

Information complete

® Regret en espérance

® Pondération exp. (1)

® Pondération exp. (2)

® Remarques

® Minmax

® Preuve détaillée

® Résumé et perspectives

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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Ordre de grandeur minmax du regret

Cesa-Bianchi, Freund, Haussler, Helmbold, Schapire et
Warmuth '97 exhibent une borne inférieure sur le regret en

Prédire une suite individuelle

espérance.
Information complete
e honraton o (01 Théoreme. Pour Y = [0, 1], il existe une fonction de perte
PN ¢:NxY —{0,1} et deux constantes ~, ¢ > 0
® Minmax

® Preuve détaillée
® Résumé et perspectives

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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Ordre de grandeur minmax du regret

Cesa-Bianchi, Freund, Haussler, Helmbold, Schapire et
Warmuth '97 exhibent une borne inférieure sur le regret en

Prédire une suite individuelle

espérance.
Information complete
PN Théoreme. Pour Y = [0, 1], il existe une fonction de perte
PN ¢:Nx Y —{0,1} et deux constantes v, ¢ > 0 telles que pour
o oo deailée tous N > 2, n > ~ In N et toute stratégie du statisticien face aux
® Résumé et perspectives eXpertS COnStantS fj’t — j,

Information imparfaite

Agrégation séquentielle Sup Z g(pt’ yt) — j:r:{’_}in e t_lz g(], yt> > cvn ln N .

Y15 Yn €Y

t=1,...,n
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Ordre de grandeur minmax du regret

Cesa-Bianchi, Freund, Haussler, Helmbold, Schapire et
Warmuth '97 exhibent une borne inférieure sur le regret en

Prédire une suite individuelle

espérance.
Information complete
e honraton o (01 Théoreme. Pour Y = [0, 1], il existe une fonction de perte
e romaree ¢:Nx)Y — {0,1} et deux constantes ~, ¢ > 0 telles que pour
o oo deailée tous N > 2, n > ~ In N et toute stratégie du statisticien face aux

® Résumé et perspectives

experts constants f;; = j,

Information imparfaite

Agrégation séquentielle Sup Z g(pt’ yt) — j:r{_}in e t_lz g(], yt> > cvn ln N .

yl,...,yney t=1,...,n ceey

Eléments de preuve :

e /(i,y) est le i-eme élément du développement dyadique de y,

e ON prouve une inégalité plus forte dans laquelle le supremum
est remplacé par une probabilité sur les suites possibles
d’observations,

e cette inegalité etant obtenue ou bien par application

| d’arguments de limite centrale, ou bien par lemme de Fano.
1
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Ordre de grandeur minmax du regret

Cesa-Bianchi, Freund, Haussler, Helmbold, Schapire et
Warmuth '97 exhibent une borne inférieure sur le regret en

Prédire une suite individuelle

espérance.
Information complete
e honraton o (01 Théoreme. Pour Y = [0, 1], il existe une fonction de perte
PN ¢:Nx Y —{0,1} et deux constantes v, ¢ > 0 telles que pour
o oo deailée tous N > 2, n > ~ In N et toute stratégie du statisticien face aux
® Résumé et perspectives eXpertS COnStantS fj’t — j,
Information imparfaite
Agrégation séquentielle Sup Z g(pt’ yt) L min Z g(]j yt> > C\/m .
j=1,....N
Y1, Yn€Y t=1,....,n t=1,....,n

Si on autorise ¢ a dependre de NV, alors ¢ pourra étre pris de la
forme ¢: {1,...,N} x {0,1}* — {0,1}.
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Ordre de grandeur minmax du regret

Cesa-Bianchi, Freund, Haussler, Helmbold, Schapire et
Warmuth '97 exhibent une borne inférieure sur le regret en

Prédire une suite individuelle

espérance.
Information complete
e honraton o (01 Théoreme. Pour Y = [0, 1], il existe une fonction de perte
PN ¢:Nx Y —{0,1} et deux constantes v, ¢ > 0 telles que pour
o oo deailée tous N > 2, n > ~ In N et toute stratégie du statisticien face aux
® Résumé et perspectives eXpertS COnStantS fj’t — j,
Information imparfaite
Agrégation séquentielle Sup Z g(pt’ yt) L min Z g(]j yt> > C\/m .
j=1,....N
Y1, Yn€Y t=1,....,n t=1,....,n

Si on autorise ¢ a dependre de NV, alors ¢ pourra étre pris de la
forme ¢: {1,...,N} x {0,1}* — {0,1}.

L'inégalité d’'Hoeffding—Azuma montre ici encore que la borne
inférieure vaut egalement pour le regret (inconditionnel).
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Preuve plus detaillee de la borne inférieure

En définissant ¢(i, y) comme le i-eme élément du
. développement dyadique de y, on peut construire N probabilités

Information compléte ]P)]_, o« o o ,IEDN

® Regret en espérance

@ Pondération exp. I N

oiongéra:ionexg. 8 Sur |eS SUIteS (Y17 Y27 s 7Y’n7 Y] ) e y 1 te”es que’ SOUS IP)]’
® Remarques

® Minmax

® Preuve détaillée
® Résumé et perspectives

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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Preuve plus detaillee de la borne inférieure

En définissant ¢(i, y) comme le i-eme élément du
developpement dyadique de y, on peut construire N probabilités

Prédire une suite individuelle

Information compléte ]P)l, o« o o ,IEDN

® Regret en espérance

o o O sur les suites (Y1,Ya,...,Y,,...,) € YN, telles que, sous P;,
® Remarques

e e e les /(k, Y;) sont indépendantes (pour tous k et t)

® Résumé et perspectives

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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Preuve plus detaillee de la borne inférieure

En définissant ¢(i, y) comme le i-eme élément du
developpement dyadique de y, on peut construire N probabilités

Prédire une suite individuelle

Information compléte Pl, « e ey IEDN

® Regret en espérance

s oneren o O sur les suites (Y1,Ya,...,Y,,...,) € YN, telles que, sous P;,
® Remarques

e e e les /(k, Y;) sont indépendantes (pour tous k et t)

® Résumé et perspectives

e pour tout ¢, £(7,Y;) admet une loi de Bernoulli de paramétre
Information imparfaite 1/2 L 8,

Agrégation séquentielle
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Preuve plus detaillee de la borne inférieure

En définissant ¢(i, y) comme le i-eme élément du
developpement dyadique de y, on peut construire N probabilités

Prédire une suite individuelle

Information compléte IP)l, « e ey IEDN

® Regret en espérance

@ Pondération exp. I N

s ponceron e ) sur les suites (Y7, Ys,...,Y,,...,) € V", telles que, sous P,

® Remarques
® Minmax

P e les /(k,Y;) sont indépendantes (pour tous k et t)

® Résumé et perspectives

e pour tout ¢, £(7,Y;) admet une loi de Bernoulli de paramétre
Information imparfaite 1/2 L 8,
AU S e les ((k,Y;), k # j, suivent une loi de Bernoulli de parametre
1/2.
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Preuve plus detaillee de la borne inférieure

En définissant ¢(i, y) comme le i-eme élément du
developpement dyadique de y, on peut construire N probabilités

Prédire une suite individuelle

Information compléte IP)l, « e ey IEDN

® Regret en espérance

@ Pondération exp. I N

s ponceron e ) sur les suites (Y7, Ys,...,Y,,...,) € V", telles que, sous P,

® Remarques
® Minmax

P e les /(k,Y;) sont indépendantes (pour tous k et t)

® Résumé et perspectives

e pour tout ¢, £(7,Y;) admet une loi de Bernoulli de paramétre
Information imparfaite 1/2 L 8,
posssnssuene o les ¢(k,Y;), k # j, suivent une loi de Bernoulli de parameétre
1/2.

On utilise alors que le cas le pire est pire que le cas moyen,

sup max Z Py, yt) — Z 0, ve)

y Eynj 1

7j=1,....N

> max E; Z Py, yt) — Z (5, yt)
t=1,....,n t=1,...,n
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Preuve plus detaillee de la borne inférieure

On utilise alors que le cas le pire est pire que le cas moyen,

Prédire une suite individuelle g g
Sup ~max E Py, ye) E (4, y¢)

Information compléte y Ey” j 1 N
® Regret en espérance
® Pondération exp. (1)
® Pondération exp. (2)

> max_ E; Z 0Py, yt) — Z 035, yz)
=1l t=1,....,n

® Preuve détaillée ] 1 N
® Résumé et perspectives

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
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Preuve plus detaillee de la borne inférieure

On utilise alors que le cas le pire est pire que le cas moyen,

Prédire une suite individuelle g g
Sup ~max E Py, ye) E (J, ye)

Information compléte yl Eyn .] 1 N
® Regret en espérance
® Pondération exp. (1)
® Pondération exp. (2)

> max_ E; Z 0Py, yt) — Z 035, yz)
=1l t=1,....,n

® Preuve détaillée J 1 N
® Résumé et perspectives

Information imparfaite Or, pour tout ‘L‘, EJK(]’ yt) — 1/2 — & et
Agrégation séquentielle E‘]K(ptj yt) — 1/2 o €Ej pj’t — 1/2 . gl'P)J ® IP)A [—[t — ]]

ou P4 désigne la randomisation auxiliaire utilisee par le
statisticien.
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Preuve plus detaillee de la borne inférieure

On utilise alors que le cas le pire est pire que le cas moyen,

Prédire une suite individuelle g g
Sup ~max E Py, ye) E (J, ye)

Information compléte yl Eyn .] 1 N
® Regret en espérance
® Pondération exp. (1)
® Pondération exp. (2)

> max E, Z U(Dy, yt) — Z (4, 1)

. Eréeslijvrfl; ita;i)ltla?zpectives — e t=1 penosil

Information imparfaite Or, pour tout t, EJK(]’ yt) — 1/2 — & et

Agrégation séquentielle Ejﬁ(pt, yt) — 1/2 o 5 Ej pj’t — 1/2 o 5 IEDJ ® IEDA [_[t — ]]

ou P4 désigne la randomisation auxiliaire utilisee par le
statisticien. Ainsi,

e Z Uy, yt) — Z (3, )

1 mn
> — — . — 9
> nsj:r{l,?%f]v 1 - g P; @ P4 [I; = j]
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Ainsi,
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n
rai 1
® Pondération exp. (1) o
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: s OPally =] maX{ln(N—l) e—l—l}
ou — 1

K=——) K(P;P;)<0One

de sorte que, pour ¢ bien choisi,

ne?
nsj:n{l?fN <1—ZIP’ ®IP’A[L:—]]> €<1_Dln(N—1))

t=1

ete = 0/In(N — 1)/4/n conclut la preuve.
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Résume et perspectives

La vitesse Bvnln N n'est pas ameliorable en général. On peut
I —— cependant essayer de la préciser, en etablissant des bornes sur
le regret dépendant des donnees.

Information complete

® Regret en espérance

® Pondération exp. (1)

® Pondération exp. (2)

® Remarques

® Minmax

® Preuve détaillée

® Résumé et perspectives

Information imparfaite
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Information imparfaite

Cesa-Bianchi, Mansour et Stoltz '05 montrent que le regret (en
Agrégation séquentiel espérance) d’'une variante de I'algorithme de prédiction par
pondération exponentielle est borné par /V,, In NV, ou V,, est la
somme des variances conditionnelles des pertes,
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Cesa-Bianchi, Mansour et Stoltz '05 montrent que le regret (en
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pondération exponentielle est borné par /V,, In NV, ou V,, est la
somme des variances conditionnelles des pertes,

V=3 0t (6(fje,9) — Uppye)” (< B?n)

t=1 j=1

L'inégalité de Bernstein montre que la différence entre le regret
inconditionnel et le regret en espéerance est essentiellement du

méme ordre de grandeur, /V,, In(1/§) + BIn(1/4).
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Cesa-Bianchi, Mansour et Stoltz '05 montrent alors que la borne
Agrégation séquentele en /V,, en implique d’autres, notamment une borne pour les
pertes petites ou grandes, de la forme

L* (Bn — L*
n
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Cesa-Bianchi, Mansour et Stoltz '05 montrent alors que la borne
Agrégation séquentele en /V,, en implique d’autres, notamment une borne pour les
pertes petites ou grandes, de la forme

L* (Bn — L*
n

Enfin, au passage, ils traitent 'adaptation en n mais aussi en B.
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Prediction
avec information imparfaite
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Prédire une suite individuelle

Information complete

Information imparfaite

® Vente en ligne

® Modele général

@ Jeu répété

® Exemples

® Une stratégie générale (1)
® Une stratégie générale (2)
® Majoration du regret

® Optimalité (1)

@ Optimalité (2)

Agrégation séquentielle

Ajustement sequentiel des prix de vente

Un internaute ouvre une boutique de vente de T-shirts en ligne.
Les clients se connectent un par un a son site.
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Ajustement sequentiel des prix de vente

Un internaute ouvre une boutique de vente de T-shirts en ligne.
Les clients se connectent un par un a son site.

Le vendeur propose un prix ajusté au cours du temps : pour le
t-ieme client, le prixest I, € X = [0, 1].
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Lorsque y; < I;, le client n'achete rien et la perte du vendeur est
de c € [0, 1] (charges fixes).

La fonction de perte du vendeur est ainsi

K(It7 yt) — (yt _ It) Hy,;}It + C]Iyt<It

mais seules les répercussions suivantes sont portées a sa

connaissance,

h(Ita yt) — H?Jt?h
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mais seules les répercussions suivantes sont portees a sa
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h(ls,ys) = Ly, >1,

On rappelle que les valeurs y; sont arbitraires (et sont méme
autorisées a déependre des actions passees du vendeur). On
peut ainsi tenir compte de I'influence de notre politique tarifaire
et publicitaire sur les échelles de prix des clients.
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Notre stratégie sera dynamique, et nous nous comparerons a

tous ceux de nos concurrents qui utilisent des stratégies

classiques, avec études de marche.
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Ces dernieres fournissent un prix (constant) ¢ € [0, 1], et c’est
pourgquoi nous comparons notre perte cumulée a celle du
meilleur prix constant :

Z g(Itv yt)
t=1

n

— min /(q,
oy 2 (4,9t
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Il s’agit, dans la vraie vie, de comparer ce regret au prix d’'une
étude de marche...
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Agrégation séquentielle

On fixe deux ensembiles finis, X, celui des prédictions, et ),

celui des observations.
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On introduit deux fonctions,

 une fonction de perte / : X x Y — [0, 1],

 une fonction de répercussionh: X x Y — S,00 S C [—1,1]
est un ensemble fini de signaux.

Apres avoir choisi I; € X, le statisticien n'a acces qu’a la
répercussion h(1:,y;) et subit une perte ¢(1;, y:).
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 une fonction de perte /: X x )Y — [0, 1],

 une fonction de répercussionh: X x Y — S,00 S C [—1,1]
est un ensemble fini de signaux.

Apres avoir choisi I; € X, le statisticien n'a acces qu’a la
répercussion h(l;,y;) et subit une perte £(1;, y:).

Il cherche a former ses prédictions de telle sorte que son regret

vérifie

Zé Itayt

mm

n

l(x,y:) =o(n) p.S.,

=1l

et ce, independamment de la stratégie que peut potentiellement

suivre son adversaire.
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Le probleme de prédiction séquentielle avec information
imparfaite peut lui aussi étre énonce comme un jeu répéte (a
somme nulle) entre le statisticien et un adversaire.
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A chaquetourdejeut=1,2,...,

e 'adversaire choisit 'observation y; € ) sans la dévoiler ;

e |e statisticien détermine sa probabilité p, sur X, et tire (en
secret) sa prediction I; selon p; ;

e |le statisticien (resp., chacune des =z € X’) subit une perte
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Le statisticien cherche a prédire de telle sorte que son regret

vérifie

;f(ftayt) — gél/‘r\{l;f(af,yt) — o(n) p.S.
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Agrégation séquentielle

Exemples

Puisque X et ) sont finis, on peut représenter ¢/ et h par des

matrices,

L={(z,y)](zpexxy € H=[h(z,y)](zyecrxy
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L={(z,y)](zpexxy € H=[h(z,y)](zyecrxy

Bandits manchots : La seule répercussion portee a la

connaissance du statisticien est sa propre perte,

h=1/¢

(voir Auer, Cesa-Bianchi, Freund et Schapire '02).
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Bandits manchots : La seule répercussion portee a la

connaissance du statisticien est sa propre perte,

h=1/¢
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Dégustation de pommes : X =) = {0, 1},

0 1
1 0

0 1
’ 1 1
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Puisque X et ) sont finis, on peut représenter ¢/ et h par des

matrices,

L={(z,y)](zpexxy € H=[h(z,y)](zyecrxy

Bandits manchots : La seule répercussion portee a la

connaissance du statisticien est sa propre perte,

h=1/¢

(voir Auer, Cesa-Bianchi, Freund et Schapire '02).

Dégustation de pommes : X =) = {0, 1},

0 1
1 0

0 1
1 1

Le statisticien ne recoit de répercussion informative que lorsqu’il
choisit la premiere action (voir Helmbold et Panizza '97).

Gilles Stoltz, DMA, ENS de Paris

Prédiction de suites individuelles : une méthode de (méta-)apprentissage séquentiel — 21/30



Prédire une suite individuelle

Information complete

Information imparfaite

® \ente en ligne

® Modele général

@ Jeu répété

® Exemples

® Une stratégie générale (1)
® Une stratégie générale (2)
® Majoration du regret

® Optimalité (1)

@ Optimalité (2)

Agrégation séquentielle

Exemples

Puisque X et ) sont finis, on peut représenter ¢/ et h par des

matrices,

L={(z,y)](zpexxy € H=[h(z,y)](zyecrxy

Gilles Stoltz, DMA, ENS de Paris

Prédiction de suites individuelles : une méthode de (méta-)apprentissage séquentiel — 21/30



Exemples

Puisque X et ) sont finis, on peut représenter ¢/ et h par des
matrices,

Prédire une suite individuelle

Information compléte L — [f(:lj, y)](m’y)e)c'xy et H B [h(ﬂ?, y)](a;’y)e)c'xy

Information imparfaite
® \ente en ligne

o oere s Prediction economique en nombre d’observations :

@ Jeu répété

® Exemples

® Une stratégie générale (1)

® Une stratégie générale (2)

® Majoration du regret

® Optimalité (1) L =
@ Optimalité (2)

, H=

S = o=
—_ O
—_ = =
= = O

Agrégation séquentielle = - - -

Seul jouer la premiere action procure de l'information, mais fait
également subir une perte maximale (voir Cesa-Bianchi, Lugosi
et Stoltz '04).
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@ Optimalité (2)

Agrégation séquentielle

Une stratégie genérale . estimation des pertes

La stratégie qui suit est inspirée de celle de Piccolboni et

Schindelhauer '01.
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Une stratégie genérale . estimation des pertes

La stratégie qui suit est inspirée de celle de Piccolboni et
Schindelhauer '01.

Elle repose sur une hypothese structurelle, que les pertes
peuvent étre reconstruites a partir des répercussions, a savoir,
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peuvent étre reconstruites a partir des répercussions, a savoir,

qu'il existe une matrice K = [k(x,z)| telleque L=KH

Ainsi, E(:z:,y) — Z k(:z:,z)h(z,y)

zeX
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La stratégie qui suit est inspirée de celle de Piccolboni et
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peuvent étre reconstruites a partir des répercussions, a savoir,

qu'il existe une matrice K = [k(x,z)| telleque L=KH

Ainsi, K(xay) — Z k(a:,z)h(z,y)

zeX

On peut alors estimer les pertes de toute prédiction x € X par

~

g(mvyt> —

k(z, It)h(Ly, yt)

PI, t
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zeX

On peut alors estimer les pertes de toute prédiction x € X par

~ k(x,I;)h(I
g@%?ﬁ) _ (ZU, ;)I i tvyt)

Ces estimateurs sont (conditionnellement) sans biais.
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PI, t

Ces estimateurs sont (conditionnellement) sans biais. I; étant

tire selon p;,
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Agrégation séquentielle

Une stratégie genérale . estimation des pertes

La stratégie qui suit est inspirée de celle de Piccolboni et

Schindelhauer '01.

Elle repose sur une hypothese structurelle, que les pertes
peuvent étre reconstruites a partir des répercussions, a savoir,

gu’il existe une matrice K =

Ainsi,

k(x,z) telleque L=KH

= 3 k(z, 2)h(z,y)

On peut alors estimer les pertes de toute prédiction x € X par

~

g(mvyt> —

k(xajt)h(]tvyt)
PI, t

Ces estimateurs sont (conditionnellement) sans biais. I; étant

tire selon p;,

Et[ 33.%] szt ke, 2)hlz, yt>:£(5€ayt>

zeX

Za
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Une stratégie géenérale : poids exponentiels
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@ Optimalité (2)

Agrégation séquentielle

Parametres : L, H (et K telle que L = K H) sont connues
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Agrégation séquentielle

Une stratégie géenérale : poids exponentiels

Parametres : L, H (et K telle que L = K H) sont connues

Initialisation : L, o = 0 pour tout z € X’
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Une stratégie géenérale : poids exponentiels

A chaquetourt=1,2,...,

Pzt = (1 — ’775)

Parametres : L, H (et K telle que L = K H) sont connues

Initialisation : L, o = 0 pour tout z € X’

e soitn, =0t 23 ety =0t"1/3;
e |e statisticien tire I; dans X selon la probabilité p, définie par
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Initialisation : L, o = 0 pour tout z € X’
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Agrégation séquentielle

Majoration du regret

Cesa-Bianchi, Lugosi et Stoltz ‘04 améliorent les ordres de
grandeur de la borne de Piccolboni et Schindelhauer '01.
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Théoreme. Pour toute stratégie de I'adversaire, pour tous n > 1
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(sous I'hypothese que L = K H).

Application a I'ajustement sequentiel des prix :

On divise le temps en les périodes [2"~1, 2" — 1], r =1,2,..., de
longueur n,, = 2"~1. On relance 'algorithme précédent au début
de chaque période r,
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Application a I'ajustement sequentiel des prix :

On divise le temps en les périodes [27~1, 2" — 1], r =1,2,..., de
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Preuve. Tout se joue au niveau des variances (conditionnelles)
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de sorte que /V,, ~ n?/3, ou \/V,, est la racine de la somme des
variances conditionnelles.

D’autre part, on a (presque !) vu que

(In | X]) Z]Et prtéa:th < 0On?/3
reX
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On considere le probleme de la prédiction économique en
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I
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(K telle que L = K H existe bien).

On ne recoit d’'information que lorsque I'on choisit la premiere
action, qui par ailleurs entraine systematiqguement une perte

maximale.

Gilles Stoltz, DMA, ENS de Paris

Prédiction de suites individuelles : une méthode de (méta-)apprentissage séquentiel — 25/30



Prédire une suite individuelle

Information complete

Information imparfaite

® \ente en ligne

® Modele général

@ Jeu répété

® Exemples

® Une stratégie générale (1)
® Une stratégie générale (2)
® Majoration du regret

® Optimalité (1)

@ Optimalité (2)

Agrégation séquentielle

Optimalité : ordre de grandeur minmax du regret

On considere le probleme de la prédiction économique en

nombre d’observations,

—_ O =

S = =

av

I
e i
—_ = O
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Agrégation séquentelle Théoreme. Pour tout n > 8 et toute stratégie randomisée du
statisticien,
n n n2/3
sup | > Uy, y) — min > U,y | > =
Y1, yn €Y \ 53 z=523 0

Ceci entraine également, via l'inégalité d’Hoeffding—Azuma, une
borne inférieure pour le regret inconditionnel.
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Pour tout € > 0 suffisamment petit, I'inégalité de Pinsker minore
le membre de droite par

1
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ou m; déesigne le nombre moyen de fois ou I'action informative,
qui encourt la perte maximale, a été jouee.
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Optimalité : ordre de grandeur minmax du regret
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observations Y1, Yo, ... au hasard dans {0, 1} (on note P la
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n n
sup Zﬂptayt) - $£111I213 Uz, yt)
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Il suffit d’étudier les variations selon la valeur de m;. (Le dernier
pas de cette preuve apparait également dans Mertens, Sorin et
Zamir '94, mais les debuts different.)
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Agrégation séquentielle

Optimalité : cette condition de reconstruction...

L = K H est une condition suffisante pour que le regret puisse
étre uniformément un o(n) ; c’est également, en un certain sens,

une condition nécessaire.
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Agrégation séquentielle

Optimalité : cette condition de reconstruction...

Une modification immeédiate d’un argument avanceé par
Piccolboni et Schindelhauer '01 conduit a I'alternative suivante.
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L' = K' H', de sorte que le regret peut étre borné par

Op(n?/3) dans le probléme originel, en appliquant la stratégie
generale ;
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generale ;

e SOIit est tel gu’aucune stratégie ne peut garantir un regret

uniformément en o(n).
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L' = K' H', de sorte que le regret peut étre borné par
Op(n?/3) dans le probléme originel, en appliquant la stratégie
generale ;

e SOIit est tel gu’aucune stratégie ne peut garantir un regret
uniformément en o(n).

Piccolboni et Schindelhauer '01 exhibent un algorithme
exécutant la réduction de (L, H) vers (L', H').
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Prédire une suite individuelle

Information complete

Information imparfaite

® \ente en ligne

® Modele général

@ Jeu répété

® Exemples

® Une stratégie générale (1)
® Une stratégie générale (2)
® Majoration du regret

® Optimalité (1)

@ Optimalité (2)

Agrégation séquentielle

Optimalité : cette condition de reconstruction...

Une modification immeédiate d’un argument avanceé par
Piccolboni et Schindelhauer '01 conduit a I'alternative suivante.

Théoréme. Tout probleme de prédiction (L, H)

e SOit Se raméne a un probléeme (L', H') pas plus difficile, avec
L' = K' H', de sorte que le regret peut étre borné par
Op(n?/3) dans le probléme originel, en appliquant la stratégie
generale ;

e SOIit est tel gu’aucune stratégie ne peut garantir un regret
uniformément en o(n).

Piccolboni et Schindelhauer '01 exhibent un algorithme
exécutant la réduction de (L, H) vers (L', H').

Ainsi, en géeneéral, la stratégie proposeée et I'ordre de grandeur
n?/3 pour le regret sont optimaux.

Dans certains cas particuliers (information complete, bandits
manchots), cet ordre de grandeur peut étre amélioré en /n.
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Agregation séquentielle

de prédicteurs
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Fonctions de pertes convexes

Désormais, on va supposer quelgue chose de la fonction de

Prédire une suite individuelle perte €

information compléte (Ci-dessus, notamment dans le cas des jeux de bandits
R manchots, on n’avait méme pas besoin de supposer guoi que ce
paréamton séauentele soit sur /, ni qu’elle était réguliere en aucun sens, ni méme

o oot desperts qu’elle était connue du statisticien !)

® Inégalités oracles
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Fonctions de pertes convexes

Le jeu de prédiction se déroule ainsi : a chaque tourt =1,2, ...,
simultanément, et chacun en secret, le statisticien choisit sa
prediction p, € X et 'adversaire détermine I'observation y; € ).

Prédire une suite individuelle

Information complete

R Les pertes sont alors calculées, et le statisticien cherche a
minimiser son regret,

Agrégation séquentielle
® Convexité des pertes

® Exemples

@ Inégalités oracles Z E(pt, yt> — {{g?{ Z g(uy yt)
t=1 t=1

l.e., a assurer qu'il est un o(n).
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Fonctions de pertes convexes

Le jeu de prédiction se déroule ainsi : a chaque tourt =1,2, ...,
simultanément, et chacun en secret, le statisticien choisit sa
prediction p, € X et 'adversaire détermine I'observation y; € ).

Prédire une suite individuelle

Information complete

R Les pertes sont alors calculées, et le statisticien cherche a
Agrégation séquentielle mlnlmlser Son regret’
® Convexité des pertes n n
oExemplt?s .
® Inégalités oracles E g(pt; yt) — min E g(u7 yt)
t=1 w4

l.e., a assurer qu'il est un o(n).

On se place dans le cas ol I'ensemble des prédictions X ¢ RY
est convexe, et /(- ,y) est convexe et differentiable pour tout

y e Y.

Le minimum sur w € X est ainsi un minimum sur un ensemble
bien plus gros que dans les parties précedentes, ou il n’y avait
gu’un nombre fini d’experts.
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Fonctions de pertes convexes

Le jeu de prédiction se déroule ainsi : a chaque tourt =1,2, ...,
simultanément, et chacun en secret, le statisticien choisit sa
prediction p, € X et 'adversaire détermine I'observation y; € ).

Prédire une suite individuelle

Information complete

R Les pertes sont alors calculées, et le statisticien cherche a
Agrégation séquentielle mlnlmlser Son regret’
® Convexité des pertes n n
oExemplt?s .
® Inégalités oracles E g(pt; yt) — min E g(u7 yt)
t=1 w4

l.e., a assurer qu'il est un o(n).

On se place dans le cas ol I'ensemble des prédictions X ¢ RY
est convexe, et /(- ,y) est convexe et differentiable pour tout

y e Y.
On a alors, pour tous p,, u € X ety, € )V, que

g(ptvyt) o g(uvyt> < vg(ptﬁ%) ) (pt o u)
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Fonctions de pertes convexes

Le regret est borné linéairement comme suit,

Prédire une suite individuelle

Information compléte Z E(pt’ yt mln Z E u, yt maX Z vg pt7 yt) ) (p o ’LL)

Information imparfaite

Agrégation séquentielle

® Convexité des pertes
® Exemples
® Inégalités oracles
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Fonctions de pertes convexes

Le regret est borné linéairement comme suit,

Prédire une suite individuelle n n n
Information complete Z g(ptj yt) T min Z g(u7 yt) < maX Z vg(pt7 yt) ’ (pt o u)
uceX ueX
Information imparfaite
Agégation séqueniiele On suppose dans un premier temps que X est le simplexe de
e RY. On note §; = (0,...,0,1,0,...,0) ses points extrémaux :
® Inégalités oracles
’ mn n
LILeLs Vilp;,yt) - (P —uw) =  max ng(ptayt) - (py — 05)

seey

n n
— ;g(ptaya _j:IEinN;g(jv yt)

ol ¢ est définie par £(j, v.) = (V{(p,, Yt))j-
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Fonctions de pertes convexes

Le regret est borné linéairement comme suit,

Prédire une suite individuelle n n mn
Information complete Z g(ptj yt) T min Z g(u7 yt) < maX Z vg(pt7 yt) ’ (pt o u)
uexX ueX
Information imparfaite
Agégation séqueniiele On suppose dans un premier temps que X est le simplexe de
e RY. On note §; = (0,...,0,1,0,...,0) ses points extrémaux :
@ Inégalités oracles
i mn n
LILeLs Vilp;,yt) - (P —uw) =  max ng(ptayt) - (py — 05)

seey

— Z“Pu?ﬁ) _jzrlr}inNzg(jv yt)
t=1 t=1
ol ¢ est définie par £(j, v.) = (V{(p,, Yt))j-

Vu que p, est dans le simplexe, les resultats précedents
s’appliguent et livrent une strategie dont le regret est de I'ordre

de ||V/{|| vVnInN.
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Investissement dans le marché boursier :

Prédire une suite individuelle

Information complete

Information imparfaite

Agrégation séquentielle

® Convexité des pertes
® Exemples
® Inégalités oracles
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Investissement dans le marché boursier :

reaemesienivase— On dispose de NV valeurs boursieres et on part d'un capital d'un
information compléte euro. Au jour t, l'allocation des capitaux entre les N valeurs est
Information imparfaite donnée par |a prObabIIIté pt'

Agrégation séquentielle
® Convexité des pertes
® Exemples

® Inégalités oracles
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Investissement dans le marché boursier :

meaemesienivee— On dispose de N valeurs boursieres et on part d’un capital d’'un

information compléte euro. Au jour t, l'allocation des capitaux entre les N valeurs est
Information imparfaite donnée par |a prObabIIIté pt'

S e Si la valeur j a un taux de croissance au jour ¢t de y,: € Ry, et
 Inéamites oracis Yy = (Y14, - - Yn,), alors l'allocation p, voit sa mise multipliee

parp; - y; = pityYyit + ... T PNtYN,t-
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Investissement dans le marché boursier :

meaemesienivee— On dispose de N valeurs boursieres et on part d’un capital d’'un

information compléte euro. Au jour t, l'allocation des capitaux entre les N valeurs est
Information imparfaite donnée par |a prObabIIIté pt'

S e Si la valeur j a un taux de croissance au jour ¢t de y,: € Ry, et
 Inéamites oracis Yy = (Y14, - - Yn,), alors l'allocation p, voit sa mise multipliee

parp; - y; = pityYyit + ... T PNtYN,t-

Au bout de n jours, la suite d’allocations p,, p,, ..., p,, obtient

n
Wn:Hpt " Yy

t=1
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Investissement dans le marché boursier :

meaemesienivee— On dispose de N valeurs boursieres et on part d’un capital d’'un

information compléte euro. Au jour t, l'allocation des capitaux entre les N valeurs est
Information imparfaite donnée par |a prObabIIIté pt'

S e Si la valeur j a un taux de croissance au jour ¢t de y,: € Ry, et
 Inéamites oracis Yy = (Y14, - - Yn,), alors l'allocation p, voit sa mise multipliee

parp, - Yy, =p1tYit + ... T PN,tYN,t-
Au bout de n jours, la suite d’allocations p,, p,, ..., p,, obtient
n
Wn — Hpt " Yy
t=1

On se compare au meilleur portefeuille constant de placement
u, qui répartit chaque jour ses capitaux selon .
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Investissement dans le marché boursier :

reaemesentit®e— 0On se compare au meilleur portefeuille constant de placement
information complee u, qui répartit chaque jour ses capitaux selon w.

Information imparfaite

Formellement (voir Cover '91, Cover et Thomas '91), avec les
G notations precedentes,

® Exemples
® Inégalités oracles

(py,y,) = —log (p; - yy)
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Investissement dans le marché boursier :

reaemesentit®e— 0On se compare au meilleur portefeuille constant de placement
information complee u, qui répartit chaque jour ses capitaux selon w.

Information imparfaite

Formellement (voir Cover '91, Cover et Thomas '91), avec les
G notations precedentes,

® Exemples
® Inégalités oracles

(py,y,) = —log (p; - yy)

et on cherche a investir de telle sorte que

n

Zf(pt,yt) — min » /(u,y;) = max log | R TR T
t=1

= o(n)
uEX ueEX | TP
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Investissement dans le marché boursier :

reaemesentit®e— 0On se compare au meilleur portefeuille constant de placement
information complee u, qui répartit chaque jour ses capitaux selon wu.

Information imparfaite

Formellement (voir Cover '91, Cover et Thomas '91), avec les
G notations precedentes,

® Exemples
® Inégalités oracles

(py,y,) = —log (p; - yy)

et on cherche a investir de telle sorte que

n

n mn

: [[imiv -y,
g ((p;,y,;) —min » £L(u,y,) = max log ==
P ¢ ¢ ucXx — ¢ ueXxX H?:l P - Y,

= o(n)

Les resultats précedents s’appliquent a condition que I'on fixe
deux parametres m et M, et considere toutes les suites
Y1,Yg, ... AVEC Y, € [mv M]N

On obtient alors 'algorithme ec de Helmbold, Haussler, Singer
et Warmuth 98 (voir eégalement Stoltz et Lugosi '03).
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Investissement dans le marché boursier :

Prede tne sufe lndviduefe Ce probleme est un probleme d’agréegation de prédicteurs des

informaion compite que y;: = q;, - T, c'est-a-dire que chacun des j est en fait une
information impartate stratégie primaire d’investissement (sur les valeurs donnees par
Agrégation séquentielle IeS wt)'

® Convexité des pertes

® Exemples

® Inégalités oracles
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Investissement dans le marché boursier :

Prede tne sufe lndviduefe Ce probleme est un probleme d’agréegation de prédicteurs des

iformation compléte que y;: = q;, - T, c'est-a-dire que chacun des j est en fait une
information imparfate stratégie primaire d’'investissement (sur les valeurs données par
Agrégation séquentielle IeS wt)'

® Convexité des pertes

i On combine alors séquentiellement ces stratégies primaires

pour former les p,, et on obtient des performances presqu’aussi
bonnes que la meilleure combinaison linéaire constante de ces
stratégies : c’est du méta-apprentissage.
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Régression linéaire séquentielle :

Prédire une suite individuelle

Ici, y, = (x¢, ) € [-B,B]N x [-B,B],p, € X CRY, et

Information complete

2
Information imparfaite B(pt7 yt) — (pt ) wt o Zt)

Agrégation séquentielle
® Convexité des pertes
® Exemples

® Inégalités oracles
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Régression linéaire séquentielle :

Prédire une suite individuelle

Ici, y, = (x¢, ) € [-B,B]N x [-B,B],p, € X CRY, et

Information complete

2
(P, y;) = (Dy * Tt — 2¢t)
A nouveau, les techniques précédentes s’appliquent, et le regret

Information imparfaite

Agrégation séquentielle

e e par rapport aux combinaisons linéaires fixes dans le simplexe
@ Inégalités oracles eSt de |’Ordre de BQ\/W
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Régression linéaire séquentielle :

Prédire une suite individuelle

Ici, y, = (x¢, ) € [-B,B]N x [-B,B],p, € X CRY, et

Information complete

Upyys) = (D1 - @ —2)°

Agrégaton séquentil A nouveau, les techniques précédentes s’appliquent, et le regret
S par rapport aux combinaisons linéaires fixes dans le simplexe

" et onee est de I'ordre de B2v/nln N.

Haussler et Warmuth '98 expliguent comment étendre ce
résultat aux combinaisons linéaires fixes prises dans une boule
¢! de rayon choisi U ;
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Régression linéaire séquentielle :

Prédire une suite individuelle

Ici, y, = (x¢, ) € [-B,B]N x [-B,B],p, € X CRY, et

Information complete

Upyys) = (D1 - @ —2)°

Agrégaton séquentil A nouveau, les techniques précédentes s’appliquent, et le regret
S par rapport aux combinaisons linéaires fixes dans le simplexe

" et onee est de I'ordre de B2v/nln N.

Haussler et Warmuth '98 expliguent comment étendre ce
résultat aux combinaisons linéaires fixes prises dans une boule
¢* de rayon choisi U ; il suffit de considérer (x}, z;) au lieu des
(x¢, z¢) pour construire les p,, ou

w; — (Ux17t7 c UZEN,t) _le,tj LU _UajN,t)
puis de choisir u, defini par u;, ; = U(p;+ — pi+n.t) ; Car

/
Dy - Ly = U - Ty
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Régression linéaire séquentielle :

Prédire une suite individuelle

Ici, y, = (x¢, ) € [-B,B]N x [-B,B],p, € X CRY, et

Information complete

e(ptvyt) — (pt "Ly — Zt)2

Information imparfaite

arégaton séquenille A nouveau, les techniques précédentes s’appliquent, et le regret
Lo fespenes par rapport aux combinaisons linéaires fixes dans le simplexe
@ Inégalités oracles eSt de |’Ordre de BQ\/W

Haussler et Warmuth '98 expliguent comment étendre ce
résultat aux combinaisons linéaires fixes prises dans une boule
¢* de rayon choisi U ; il suffit de considérer (x}, z;) au lieu des
(x¢, z¢) pour construire les p,, ou

33; — (Uajl,h 0oy U:EN,ta _le,ty S _UajN,t)
puis de choisir u, defini par u;, ; = U(p;+ — pi+n.t) ; Car
/
Pt - Ly = U - Ty

De telles méthodes ont éte utilisées par Mallet et Sportisse '05
en prévision d’ensemble de pics d’ozone.
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Exemples : agrégation de prédicteurs

Appel : vos bonnes idées d’applications sont bienvenues...

Prédire une suite individuelle

Information complete

Information imparfaite

Agrégation séquentielle
® Convexité des pertes
® Exemples

® Inégalités oracles
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Lien avec les inégalités oracle exactes

On a pour I'instant pris soin de ne pas postuler de loi sur les

Prédire une suite individuelle Observatlons -
Informetion compléte Cependant, par exemple lorsgu’elles sont i.i.d., les resultats
R ci-dessus (pour des fonctions de perte convexe) impliquent des

Inégalités oracle exactes.

Agrégation séquentielle
® Convexité des pertes
® Exemples

® Inégalités oracles
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Lien avec les inégalités oracle exactes

AN

Théoreme : Soit 04, ..., 0, les prédictions dans X de la suite
prédire une suite indicuelle d’observations v, ..., y,, et 6, leur moyenne. Alors, si les y;

formation compite sont les realisations d’un processus i.i.d. (quelle que soit sa loi),

Information imparfaite — ln N
E£(0n,Y) <minE[{(6, V) +04/ ——

Agrégation séquentielle [ ( " >j| A QEX [ ( ’ )] n

® Convexité des pertes
® Exemples
® Inégalités oracles
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Lien avec les inégalités oracle exactes

AN

Théoreme : Soit 04, ..., 0, les prédictions dans X de la suite
prédire une suite indicuelle d’observations v, ..., y,, et 6, leur moyenne. Alors, si les y;

formation complete sont les réalisations d’un processus i.i.d. (quelle que soit sa loi),
Information imparfaite — ln N
EW(0,. Y) <mnlE//(60. Y —I—D\/—
Agrégation séquentielle [ ( " )j| A QEX [ ( ’ )] n
® Convexité des pertes
oExemp.)I(,as ]
IRl e EEEe Preuve : ... Une borne dans le cas le pire donne une borne en

espérance ! ...

Remarque : X est au moins le simplexe, parfois un ensemble
plus gros (une boule ¢! en régression linéaire séquentielle).
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Lien avec les inégalités oracle exactes

AN

Théoreme : Soit 04, ..., 0, les prédictions dans X de la suite
prédire une suite indicuelle d’observations v, ..., y,, et 6, leur moyenne. Alors, si les y;
sont les realisations d’un processus i.i.d. (quelle gue soit sa loi),

Information complete

Information imparfaite E [6 (én’ Y)j| < min E [€ (0, Y)] —|_ |:’ /thN

Agrégation séquentielle 0c X
® Convexité des pertes
® Exemples

OO Preuve : ... Une borne dans le cas le pire donne une borne en
espérance ! ...

Remarque : X est au moins le simplexe, parfois un ensemble
plus gros (une boule ¢! en régression linéaire séquentielle).

Juditsky, Nazin, Tsybakov et Vayatis '05 proposent une analyse
directe, qui conduit a une inégalité oracle exacte avec un facteur
constant légerement meilleur.
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